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Introduccio

Aquestes notes corresponen als apunts del seminari de Teoria de Nombres
1996-97. Amb el titol

Representacions automorfes de GL(2),
el curs es dedica a 'estudi dels temes segiients, distribuits en sis parts:
I: REPRESENTACIONS DE GRUPS DE LIE COMPACTES
II: REPRESENTACIONS DE GRUPS REDUCTIUS
III: FORMES AUTOMORFES
IV: REPRESENTACIONS DE GRUPS ADELICS
V: FUNCIONS L
VI: APLICACIONS

El seminari fou programat per P. Bayer i les exposicions foren dutes a
terme per diferents membres del Seminari de Teoria de Nombres (UB-UAB-
UPC). Alguns capitols no han estat redactats; en aquest cas, s'inclouen el

programa i la bibliografia recomanada.



CapiTOL 1

Representacions de grups compactes

JOSEP J. RAMON SESSIO 1A. DEL DIA 16 D’OCTUBRE DE 1996

§1. Mesures de Haar per a grups localment com-

pactes.

1.1. Definicié. Sigui G un grup localment compacte; existeix una mesura
boreliana, regular (i.e., la mesura d’un subconjunt mesurable és aproxima-
ble per la dels seus subconjunts compactes) i invariant per translacions
a lesquerra. Aquesta mesura es Unica llevat de constants i s’anomcna
mesura de Haar (esquerra). (Naturalment, quan parlem de mesures de

Haar, descartem el cas trivial.)

Descrivim, a continuacid, les propietats basiques de les mesures de

Haar.

1.2. També existeixen mesures dc Haar dretes, ja que aquestes sén mesures
invariants a 'esquerra del grup oposat G°P. Més concretament, si du(x) és
mesura de Haar a I’esquerra, aleshores du(z71) ho és a la dreta; per du(z~!)

entenem la mesura dv tal que a tota funcié integrable f 1i assigna
[ gdv= [ s duta).
G G

1.3. Donat un obert U de G, és facil veure que la seva mesura de Haar és

estrictament positiva: sabem, per regularitat interior, que hi ha un compacte
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K amb p(K) > 0. Aleshores,

K< |J aU,

1<i<r

amb la qual cosa
w(K) > p(gil).
i<r

Naturalment, de la invariancia s’obté que
0 < p(K) <r pU),

amb la qual cosa el resultat cercat queda provat.

1.4. La mesura dc Haar de tot ¢l grup G és finita si, i només si, ¢l grup
és compacte. Quan parlem de grups compactes, entendrem per mesura de
Haar una mesura de Haar normalitzada; és a dir, tal que la mesura del total

és 1.

1.5. La prova dc von Neumann d’existéncia de mesura de Haar per a grups
compactes, tot i ser menys general que la del propi Haar, posa de relleu que
en aquest cas les dues coincideixen (cf. [Po 46]). En altres hipotesis, com en
el cas d’un grup reductiu real, també tenim aquesta simetria. Naturalment,
aquest fenomen també succeeix en tots cls grups localment compactes i
abelians, i els grups reductius sén també exemples interessants de grups no

abelians amb mesura de Haar biinvariant.

1.6. Donem alguns exemples interessants de mesures de Haar.

¢ 5i G és un grup discret, aleshores tot punt és un obert i, per tant, ha
de tenir mesura positiva, per 'apartat 1.3. En ser invariant, per translacions,
tot punt ha de tenir la mateixa mesura A. En el cas dels grups finits, fixarem
1
= ————. Siprenem tots els resultats d’aquesta exposicié on es fa servir
card(G)
la integral de Haar en el cas particular dels grups [finits, tindrem tots els

resultats del llibre de Serre sobre representacions lineals de grups finits.

e Si G = R", aleshores la mesura de Haar és donada pel diferencial
invariant dxy ...dz,. Per pas al quocient, cl diferencial invariant ens déna
la mesura de Haar de T™ = R"/Z".
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e Si G = U(n) denota cl grup unitari, la mesura dec Haar va ésser
estudiada per Hurwitz, qui es planteja per primera vegada en la historia

aquest tipus de qliestions (molt abans que Haar).

§2. Representacions de grups localment compactes

Sigui G un grup de Lie. Aleshores, G admet una tinica estructura de varietat
analftica real tal que Paplicaci6é exponencial és una funcié analftica real (i

per tant, biholomorfisme en un entorn de 1).

2.1. Definicié. Siguin G un grup localment compacte i H un espai de
Hilbert sobre el cos C. Una representacié de G en H és un morfisme continu
de grups G — GL(H). També direm que H és un G-modul. Per submodul

cntendrem G-submodul tancat.

2.2. Definicié. Una representacié de G en H és (topologicament) irre-
ductible si, i només si, H no té subespais tancats propis G-estables (és a

dir, si no conté G-submdduls propis).

2.3. Suma directa (hilbertiana) d’espais de Hilbert. Sigui (H;) una
familia d’espais de Hilbert. Definim la suma directa hilbertiana H dels H;
com el subespai vectorial de [[ H; en qué els elements s’expressen en la

forma > v; i sén tals que
D lil? < oo

amb la metrica natural. De manera analoga definim suma directa (hilber-

tiana) dc representacions p;.

2.4. Observacié. GL(H) és un obert de L(H, H), i tal és la topologia
que considerem en ell (De fet, és un “grup de Lie hilbertid” en el sentit
de [La95].

La mesura de Haar en G inducix una “integracié invariant vectorial”

en H; per a més informacid sobre integracié vectorial, vegeu [La 93].
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§3. El cas dels grups de Lie

Sigui G un grup de Lie. Anem a il-lustrar en aquest cas propietats generals

de la integral de Haar i de les representacions de grups de Lie.

3.1. Diferencials invariants i mesura de Haar. En [We 46], figura

aquesta seccié amb tots els detalls.

Sigui G un grup de Lie connex, de dimensié n; aleshores, tenim un iso-
morfisme entre l'algebra exterior de 'espai tangent a G en 11 la subalgebra
graduada dels diferencials invariants a ’esquerra. A més, sempre existeix
una forma diferencial w € Q™(G) no degenerada i invariant per translacions
a esquerra, i, per tant, un element de volum invariant a ’esquerra, que ens

déna la mesura de Haar corresponent.

Si el grup és compacte, en conseqiencia amb el teorema de von Neu-
mann ja donat aqui, existeix una forma diferencial w € Q" (G) no degenerada
i invariant (tant a esquerra com a dreta), la qual es pot obtenir directament
mitjancant el “truc del promig” o bé prenent ’element de volum associat a
una metrica G-invariant (per a més informacid, en el cas dels grups de Lie,
vegeu [Pr77]). En aquest cas, també podem explicitar Pancll de cohomolo-

gia H*(G,R) en termes de diferencials invariants per translacid.

3.2. Teorema. (Cartan) Sigui G un grup de Lie compacte i connez.
Es té un isomorfisme entre Uancll de cohomologia de G amb coeficients a
R i la subdlgebra (via lisomorfisme de De Rham, és clar) de diferencials

invariants per translacions (a esquerra i a dreta alhora).

DEMOSTRACIO. Es deixa com a exercici al lector. Figura amb tots els detalls
a [We 46], a 'iltim capitol del llibre. O

3.3. Nota. Aquest teorema ens permet obtenir fites superiors per als nom-
bres de Betti d’un grup de Lie compacte G, 1 també una redemostracié de

la igualtat de les mesures de Haar esquerra i dreta sota aquestes hipotesis.

3.4. Nota. El teorema de Cartan citat aqui també permet interpretar 1’anell
de cohomologia de De Rham de GG com lalgebra de formes diferencials

invariants per translacions, en cl cas en qué G sigui un grup de Lie compacte.
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3.5. Sobre la definicié de representacié (en grups de Lie). En cl
cas dilerenciable, ens podem preguntar si una representacié (continua) de
grups de Lie és necessariament C°°. L’analisi del cas d’una representacio

R — H ens conveng d’aquesta possibilitat, i de fet tenim el resultat segiient.

3.6. Teorema.

a) Siguin G i G' dos grups de Lie. Aleshores, tot morfisme de grups

continu de G en G’ és C*°.

b) Si H és un cspai de Hilbert 1 G actua sobre H de manera continua,

aleshores la representacid és C°°.

DEMOSTRACIO. a) La prova d’aquest apartat es redueix al cas en que el
morfisme és R — H. En aquest cas, és un exercici senzill d’Analisi. La

reduccié al cas esmentat es pot trobar en [We 46].

b) Definim la funcié segiient:

*) Su(h) = /U olo)ds

Es facil veure, usant que GL(H) és un obert en L(H, H), que existeix un
entorn obert U de 1 tal que S(1) € GL(H). Podem suposar, a més, que
w(U) < oo, simplement considerant U com un obert d’adheréncia compacta.

Fixem un tal U; la funcié S(h) satisfa la igualtat
S(hihz) = S(h1)p(ha).

Es facil veure que S és funcié continua de h. La férmula anterior ens déna
que S és invertible. El fet que p és continua implica que § € C!; aixd es
dedueix en aillar de la igualtat i aplicar el teorema fonamental del calcul a
la integral iterada corresponent (previ canvi de variable amb el cub unitat
I'). En aplicant recursivament aquesta estratégia, obtenim que p € C*°.
O

3.7. Nota. (Cf. [Po46]) Si G és un grup topologic i alhora una varietat
topologica, aleshores existeix una estructura diferenciable en G que fa que
G sigui un grup de Lie. De fet, existeix una tinica estructura analitica recal

tal que G és un grup de Lie analitic; 'aplicacié exponencial és analitica
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respecte d’aquesta, i cls morfismes continus de grups de Lie sén morfismes

analitics (reals).

Per tant, en el teorema anterior, podem afegir que els morfismes en
qiiesti6 sén necessariament analitics, amb les estructures analitiques corres-

ponents (en el cas b), la representaci6 també és analitica).

§4. Grups compactes

4.1. Observacié. Un dels problemes principals en la teoria de representa-
cions és ¢l problema de descompondre representacions d’un grup G en com-
ponents al més senzilles possible. Moltes arees classiques de 1’Analisi, la
teoria de funcions i la fisica matematica sén casos especials de la teoria

general de descomposicié de representacions. Podem citar com a exemples:

e La teoria espectral d’operadors unitaris (descomposicié de repre-

sentacions unitaries del grup Z).

e La teoria dc reduccié de matrius a forma normal (descomposicié de

representacions de dimensié finita del grup Z).

e La teoria de séries de Fourier (descomposicié de la representacié

regular del grup T).

e Les transformades de Fourier (descomposicié de la representacié

regular del grup R).

e La llci d’addicié de moments en mecanica quantica (descomposicié

del producte tensorial de dues representacions irreductibles del grup SO(3)).

En aquesta secci6 ens proposem estudiar a fons les representacions
de grups topologics compactes i la seva descomposicié en peces irreductibles

(que s6n “al més senzilles possible”).

Siguin G un grup compacte i p una representacié lineal de G en un
espai de Hilbert H. En tots els teoremes que vindran, ens sera de gran
utilitat ¢l conegut “truc del promig”, del qual aqui n’oferim un exemple ben

significatiu.
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Sigui T un operador lincal (continu) de H. Aleshores, 'operador

lineal

Te(v) = / T(g)vdg

T

és continu i G-invariant; és a dir, Tp(g) = T.

El mateix truc ens mostra que (fixada una representacié de G en H)
existeix un producte cscalar G-invariant en H i que indueix una meétrica

equivalent. En altres paraules:

4.2. Corol-lari. Si G és compacte, tota representacid és equivalent a una

representacid unitaria.

4.3. Observacié. Si H és un espai de Hilbert i U(F) és compacte, no
és dificil deduir-ne que H ha de ser localment compacte i, per un resultat

conegut de 'analisi funcional, de dimensié finita.

4.4. Nota. (Sobre la representacié contragredient) Sigui p una representacié
d’un grup topologic G en un espai de Hilbert, o bé en un espai vectorial
de dimensié finita, H. Aleshores, es pot obtenir de forma natural una
representacié de G en Uespai dual H* de la manera segiient:

~ —1\*

plg) =plg™)"
Es facil veure que si (.].) denota I'aplicacié avaluacié

H*x H— C,
aleshores

(wlp(g)z) = (plg)w|).

A aquesta representacié en H* se la coneix amb el nom de representacié

dual o contragredient.

§5. Lema de Schur i relacions d’ortogonalitat

5.1. Teorema. Siguin G compacte i1 W un G-submodul (tancat) de H.

Aleshores, existeiz un G-modul (tancat) complementari o W.
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DEMOsSTRACIO. Gricies al llenguatge ja introduit, la prova és ben rapida:
prenem Wy com l'ortogonal a W per a la metrica <, > definida abans. La

resta funciona pel teorema de la projeccié en espais de Hilbert. O

5.2. Observacié. L'enunciat del teorema (i la mateixa prova) valen per a

tota representacié unitaria d’un grup topologic G.

5.3. Teorema. Siguin G un grup compacte © p una representacid trre-
ductible de G en un cspai de Hilbert H. Aleshores, H és un espai vectorial

de dimensid finita.

DEMOSTRACIO. Ho veurem de dues maneres; una fa anar només analisi
funcional elemental, i ’altra usa el teorema de Peter-Weyl. De fet, inclourem
una secci6 en que es demostrara amb altres tecniques un resultat més gene-

ral.

Meétode 1: (Prova que fa servir el teorema de Peter-Weyl)

5.4. Proposicié. Sigui G un grup topoldgic compacte i considerem laccid
de G en C°(G;C) donada per (g f)(x) = f(g~ x). Aleshores, el subespai
R(G;C)={f € CYG;C) : dim < (g* f)geq > < 0o} és dens en C°(G;C).

DEMOSTRACIO. Es conseqiiéncia directa del teorema de Peter-Weyl, que

sera demostrat en una seccié posterior. [

5.5. Definicié. Siguin G un grup compacte i A un G-modul. Definim el

producte de convolucié

CUG;C)x A= A

per fxa:= [, f(g)(g.a).

Sigui @ € H un vector no nul, i considerem f € R(G;R). Aleshores,
G(f*a) engendra un subespai dc dimensié finita, doncs g-(f *a) = (¢* f)-a.
Només cal veure que f % a és no nul per a una certa f € R(G;R); aix0 és
equivalent a veure que existeix f € CY(G;R) tal que f xa # 0. Aquesta
tltima afirmaci6 és certa, ja que existeixen f,, € C°(G;R) tals que f,*a — a.

Aquestes funcions sén construides a la prova del teorema de Peter-Weyl.
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Métode 2: Demostrem una proposicié més forta fent servir, no obstant,
menys eines que a la prova anterior. Només ens seran necessaris els teoremes

classics de representacio de formes lineals i bilineals en espais de Hilbert.

5.6. Proposicié. Siguin G un grup compacte © (H,T) un G-modul ir-
reductible i unitari. Notem te ,(g) =< &,T(g)n > (aquestes funcions es
coneizen amb el nom d’elements matricials de la representacid T ). Alesho-
res, H és un espai vectorial de dimensid finita i els seus elements matricials

satisfan les condicions

/Gt&,m (9) teym(dg = (dIm H) ™t < &1,6 > T, >.

A més, si (H,T), (H',T") sén dues representacions unitaries i irreductibles
de G, es satisfan les relacions d’ortogonalitat segiients per als elements ma-

tricials respectius de les representacions T, T', t 1 t':

/Gtéwh (g) tﬁz,nz(g)dg =0.

DEMOSTRACIO. El membre esquerre de la igualtat de I’cnunciat és lincal i
continu en £;. Pel teorema de representacié de Riesz, és, doncs, de la forma
< &1,( >, on (¢ és un cert vector en H que depén continuament de &3, 77 i
723 el vector ¢ depén linealment de & i, per tant, podem escriure ( = A&,
on A és un cert operador en H que depen de 1 i 75. La igualtat

tr(g)en(91) = ten(g19)

mostra que 'operador A satisfa la propietat

< T(g)glv AT(Q)&Z >=< 517"452 >

per a tot ¢ € G. Tenim, doncs, que A és un operador (hermitic) G-
equivariant. Per tant, és una homoteécia A = X\ 1; per demostrar aquesta
afirmacid, cf. [Ki 76, p.113, Th.1].

Per un raonament analeg, veiem que 'cscalar A depén de 17 1 72 de

la manera segiient: A = ¢ < 11,72 >. Hem demostrat, doncs, la igualtat

/ term (9) team(9) dg=c <&, &> <mi,me >,
G
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on la constant ¢ només depen de la representacié T'. Ara, sigui eg, ..., e, una
col-leccié ortonormal arbitraria finita de vectors de H. Com a consequiencia

directa del teorema de Pitagores, s’obté

(**) DoI<T(9E e > P <T@l =€l

i=1
D’aqui, deduim que, per a tot g € G,

D ltee9))? < 1€
i=1

En integrar aquesta desigualtat sobre el grup G i usar (%), obtenim la
1

desigualtat ¢ n ||€]]? < ||€]|?, és a dir, ¢ < =. D’aqui es dedueix que H és de
n

dimensié finita. Sin és la dimensié de Hiey,...,e, és una basc ortonormal

de H, la desigualtat (x*) és en aquest cas una igualtat, i raonant igual que

abans obtenim finalment que ¢ = —.
n

La segona afirmacié de la proposicié és molt semblant a la que acabem

de veure, i es dcixa com a exercici al lector. [

5.7. Teorema. (Lema de Schur) Siguin Hy, Hy G-moduls irreductibles.

Aleshores:

a) Tot operador T : Hy — Hs que sigui G-equivariant és o bé 0 o bé

isomorfisme.
b) Tot operador T : H — H que sigui G-equivariant és una homotécia.
¢) dimHomg(Hy, Ha) = 1 si sén G-isomorfs, 1 0 en cas contrari.

DEMOSTRACIO. Donat que G és compacte i H; sén irreductibles, sén de

dimensié finita. La resta és un simple exercici d’algebra lineal. [

§6. Caracters

6.1. Definicid. Sigui p : G — GL(V) una representacié en un espai vec-
torial dc dimensié finita. Definim ¢l caracter dc la representacié p com la
funcié x,(s) = Trp(s).
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Les propietats basiques dcls caracters sén resumides en la seglient

6.2. Proposicié. Siguin V, W G-moduls de dimensid finita.
i) Si G és un grup de Lie (compacte), aleshores xv és una funcid C*.
it) SiV i W sdn isomorfes, aleshores xyv = xw .

i) Xvew = Xv Xw -

6.3. Relacions d’ortogonalitat. Siguin ara (V,p), (W, o) G-moduls irre-
ductibles i unitaris i A un operador lineal, no necessariament G-equivariant.
Aleshores, A és equivariant si, i només si, A = p(z) 1 Ao(z) peratot z € G.
D’altra banda, Ag = [, o(2) "t Ap(x)dz si que és G-equivariant (una altra
versi6 del truc del promig), i en tenir en compte aquesta observacié i ¢l lema

de Schur podem resoldre el segiient resultat.

6.4. Teorema. (Relacions d’ortogonalitat) Siguin p i o dues repre-
sentactons en V. i W no equivalents, irreductibles i unitaries d’un grup
G, plg) = (pi;(g)) 1 o(g) = (ori(g)), de dimensions n i m respectivament.
Siguin x 1 X' els caracters de les representacions de p i o respectivament.

Aleshores, per a tots els indexs i, j, k, 1, es té que

[rs@on =0, [x@x@ -0

DEMOSTRACIO (Esbés). Considerem la matriu A = [o(z7!)Epgp(z) de
Hom(V, W), on E,, és una matriu m x n amb un 1 a l'entrada (p,q) i zero

a les altres.
Sigui p una representacié irreductible unitaria de dimensié n d’'un
grup G, p(g) = (pi;(g)), i sigui x el seu caracter. Llavors:
_ 1
pij(@)pijz) = —,

iquani # ko j#1 es té:

Finalment,
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Aquesta dltima afirmacié és conseqiiencia dirccta de la proposicié anterior.
O

6.5. Observacid. Les relacions d’ortogonalitat ens donen la caracteritzacio

segiient, per a les representacions irreductibles de grups compactes.

Una representacié p és irreductible si, i només si, el seu caracter x

satisfa [, x(z)x(x) =1 (per que?).

6.6. Observacié. Una conclusié remarcable de les relacions d’ortogonalitat
és que si p, o s6n dues representacions irreductibles de G (grup compacte)

amb cl mateix caracter, alcshores p 1 ¢ sén isomorfes.

6.7. Observacid. Es pot veure que si V' és un G-modul de dimensié finita

i xv és el seu caracter, aleshores

/Xv(g)dg =dim VY.

6.8. Observacid. En usar el conegut isomorfisme canonic Hom(V, W) =
V*QW, es veu facilment que si V i W s6n dos G-moduls de dimensio finita,

aleshores
<XV, XW >= / xv(g) xw(g)dg = dim Homg (V,W).
G

(Aquesta afirmacié demostraria automaticament el lema de Schur.)

6.9. Observacié. Es deixa com a (bonic) exercici per al lector que si Gy 1
G5 s6n dos grups compactes, aleshores 'aplicacié segiient entre conjunts és
una bijeccié:
{G1-mdduls irred.} x {G2-moduls irred.} — {G1 x Go-mdduls irred.}
donada per
(W1, 01); (W2, p2) = (W1 @ Wa, p1 @ pa2),

on cal entendre el G7 X Go-modul Wi ® Wy amb ’accié natural

(p1 ® p2)(s,t)(u1 ®u2) = p1(s)ur @ p2(t)ua.
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§7. El teorema de Peter-Weyl

Sigui G un grup compacte. Podem considcrar 'espai de funcions L?(G) i
cercar un analeg a les series de Fourier en el sentit d’un sistema ortonormal
complet de L2(G) que provingui de l'estructura de grup de G. Les relacions
d’ortogonalitat ja ens donen que la familia A dels elements matricials de
les representacions irreductibles (de dimensié finita) de G formen, conve-
nientment normalitzades, un sistema ortonormal. Ens podriem preguntar
si aquest sistema ortonormal és de fet un sistema ortonormal complet en

L?(G). Aixd és una part dcl teorema de Peter-Weyl.

Primer haurem de parlar sobre equacions integrals en G. Si G és un
grup de Lie, la teoria de Hodge i els raonaments de pas als espais de Sobolev
ens proporcionen un marc adequat on aplicar els teoremes basics de I’ Analisi
Funcional, pero aqui hauriem de demostrar cadascuna de les afirmacions
que fem. Ens limitarem a enunciar la majoria d’clles en la seccié segiient.
Per a una visi6 autocontinguda sobre les equacions integrals en un grup,
vegeu [Po 46], que és la referéncia que seguirem més i de la qual donarem
un esbog de la prova. De tota manera, en [Pi73] esmentat teorema es
demostra primer en una versié més feble (tal com l'acabem d’enunciar) i

després s’estableix un pont per demostrar la versié més forta.

7.1. Equacions integrals en un grup compacte. Sigui k una funcié
continua real de dues variables definida a G i que satisfa la condicié de

simetria k(z,y) = k(y,z). Considerem ’equacié integral

b(x) = A'/ K(z.y) 6(y) dy.

La funcié k(z,y) s’anomena el nucli d’aquesta equacié. Si A i ¢ satisfan
I'equaci6 anterior i ¢ # 0, llavors es diu que ¢ és un vector propi del nucli
k(z,y) de valor propi A. D’una manera semblant a qué succeeix amb les

matrius simetriques tenim aquest

7.2. Teorema. Sigui el nucli k(z,y) tal que la forma quadrdtica

n=[ [Hewr@iw dody

pren un valor positiu per o alguna funcid real f definida en G. Llavors el

funcional K assoleir el seu valor mazim p > 0 entre les funcions [ que
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satisfan (f, f) = 1 en alguna funcid ¢ que és un vector propi del nucli k de

valor propi 1/p

7.3. Teorema. Sigui k(z,y) un nucli simétric definit a G. Si la forma
quadratica K(f, ) pren un valor positiu per o alguna funcid real f definida
en G, sigui ¢1 una funcid propia extremal del nucli k(x,y) (en el sentit del

teorema anterior) amb valor propi A1. Si el nucli simétric

$1(z)1(y) )¢1( )

1

ky(z,y) = k(z,y) —

és tal que la forma quadratica Ki(f,f) encara pren valors positius (per a
alguna funcid f), agafem alguna funcid extremal ¢o de valor propi Ay @

definim el nucli
$a2(z)P2(y) )¢2( )

2

ko(z,y) =ki(z,y) —

Continuem aquest procés mentre stgui possible, de manera que obtenim una
successio finita o infinita de funcions @1, ¢, ... i una successio de nombres
positius A1, Az, ... En aplicar el mateiz procés al nucli —k{xz,y) obtenim
unes altres successions finites o infinites ¢_1, ¢_2, ... T A_1, A_g, ....
Aleshores les successions Ay, Az, ... & —A_1, —A_2, ... no sén decrei-
zents, i si alguna d’elles és infinita, llavors els seus membres tendeixen a

oo. Finalment, si posem

Kmn(g,h //kmn z,y)g(x)h(y) dx dy,

aleshores lity, n— 00 Kmn (g, h) =

7.4. Corol-lari. Siguin k(z, y) un nucli simétric i g una funcid definida
a G. Llawvors la funcid f(z) = [k(z,y)g9(y)dy es desenvolupa en série

uniformement 1 absolutament convergent
= 2_tila)
i

on Y1, Ya,... $6n funcions propies del nucli k(x,y).
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§8. Enunciat final i prova del teorema de Peter-Weyl

Un conjunt A de funcions definides a G s’anomena uniformement complet si
tota funcié f definida a G es pot aproximar arbitrariament per combinacions
lineals d’elements de A. Ara que tenim les eines d’equacions integrals, ja
podem resoldre aquest

8.1. Teorema. (Peter-Weyl) Donat un grup compacte G, prenem una
representacid unitaria en cada classe de representacions irreductibles de G, 1
indiqguem per el conjunt de les representacions aixt obtingudes. Indiquem
per A el conjunt de totes les funcions pi; que s’obtenen de les represen-
tacions p € Q, p(x) = (ps;(x)). Llavors el conjunt A és uniformement

complet.

DEMOSTRACIO (Esbés). Sigui f una funci6 real continua definida a G. Com
que G és compacte, f és uniformement continua; és a dir, per a tot € existeix
un entorn U dc la identitat e tal que si zy~! € U, lavors | f(z) — f(y)| < e
Ara, fixem un € i prenem un U com el d’abans, perd tal que U = U1 (per
exemple, canviant U per U [ U~1. Sigui ¢ una funcié de G tal que q|y = 1,
on V. C U és un entorn de la identitat, i tal que el suport supp(q) C
U. Definim ¥'(z) = a(q(z) + ¢(271)), on « és un nombre positiu tal que
[ K'(2)dz = 1. Ara, el nucli k(z,y) = k'(z71y) és simétric i li podem aplicar
el corol-lari anterior. Finalment, observem que f'(z) = [k (z7'y)f(y) dy
s’assembla molt a f.

Un cop fet aixo, es pot comprovar que per a qualsevol A valor propi
del nueli k{z,y), cl seu espai propi és invariant per translacié i a més és
de dimensié finita (per qué?). Per tant, ens déna una representacié finita
del grup G: si ¢1, @9, - .., ¢ sOn una base de 'espai propi de valor propi A,
lavors ¢;(gx) = >, pij(9)¢;j(x) per atot z i g de G, essent les p;; continues.
En particular,

bi(g) = Z pii(9)9;(e),

on e és 'element identitat de G, i aleshores ¢;(e) sén constants. Ara, podem
descompondre la representacié p en representacions irrcductibles (que es

poden prendre unitaries), i amb aix0 el teorema queda demostrat. O
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8.2. Nota. En Analisi dc¢ Fourier és habitual fabricar families dc¢ fun-
cions que “s’aproximen a la identitat tant com vulguem”. Aquestes es
coneixen amb el nom de “successions de Dirac” o “aproximacions a la iden-
titat”. Aquesta successié de funcions es pot construir facilment fent servir

cl conegut lema d’Urysohn.

Observem que cls resultats de la seccié anterior ja proven que cls

elements de A sén ortogonals entre si.

8.3. Corollari. El subconjunt de L*(G) format per (| /n,ppi]-)peA és un

sistema ortonormal complet.
En usar el teorema de Peter-Weyl és facil demostrar aquest

8.4. Teorema. Siguin G un grup topologic compacte © g € G un element

diferent de 1. Aleshores, existeix una representacio irreductible p de G tal
que p(g) # 1.

D’aquest teorema es dedueix (novament fent servir la compacitat)
que tot grup de Lie compacte admet una representacié fidel (és a dir, és un

grup de matrius). Vegem-ho amb tot detall.

8.5. Proposicié. Sigui G un grup de Lie compacte. Aleshores, G és un

grup de matrius.
DEMOSTRACIO. Sigui p : G <> GL(n) una representacié6 fidel de G. Com-
provem que p és una immersié (embedding) diferenciable.

El fet que p és un morfisme de grups ens déna que el rang de dpg és
constant per a tot g € G. Aleshores, 'aplicacié diferencial és injectiva per
a tot g € G, ja que, si no ho [os, homeomorfisme. D’altra banda, és un fet
conegut en geometria diferencial que, si tenim una aplicacié diferenciable

f : M — N entre dues varietats diferenciables, que satisfa
a) f és injectiva;
b) df, és injectiva per a tot p € M,
¢) M és compacta,;

aleshores, f és automaticament una immersié diferenciable. [
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Una altra conseqiiéncia dirceta del teorema de Peter-Weyl (o, millor

dit, del corol-lari) és la segiient.

Sigui f € L?(G); aleshores, la norma L? de f es pot calcular mit-

jancant la identitat

L r@Pdz =37 1 |
P 1,3

P iy
on ¢;; =< fo /Ty pij >
Per acabar, recordem que la darrera afirmacié del teorema de Peter-

Weyl és falsa per a grups no compactes (per exemple, per als grups rccoberts

pel grup de Heisenberg H,,).

Donem I'analeg (en cert sentit) del teorema de Peter-Weyl per a grups

localment compactes en general.

8.6. Teorema. (Gelfand-Raikov) Sigui G un grup localment compacte.

Per a tot x en G, x # 1, existeiz una representacid continua v en un espat
de Hilbert H tal que y(x) # 1.

8.7. Nota. Per a una prova d’aquest resultat i generalitzacions concep-
tualment més sofisticades sobre grups localment compactes, vegeu [Ki 76,
p. 146].

§9. La representaci6 regular

Sigui G un grup finit. Aleshores, es té associada a G I'algebra dec grup C[G],
la qual ens permet utilitzar el llenguatge de R-moduls per a les representa-
cions de G; és a dir, és senzill establir un diccionari entre representacions
de dimensié finita de G i C[G]-mdduls (a Vesquerra) finitament generats.
Podem mirar els elements de C[G], >_ ¢

Mirem d’interpretar el producte de dos elements de C[G] en termes de les

aq g com a funcions a : G = C.

funcions associades:

> il g D klg2) g2 = D Ug) g,
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on l(g) = Y peq lgh™t)k(h), que és cl que es coneix amb cl nom de con-
volucié de les funcions j i k. (Val a dir que Wiener, en el seu llibre “The
Fourier Integral and its applications” de Cambridge University Press, 1948,
comenta que, donat que no se li ocorria una traduccié millor al vocable
alemany Faltung, cl traduiria amb la paraula anglesa convolution). Des
d’aquest punt de vista, l'algebra de grup de G és una algebra de convolu-
cio, 1 la idea és generalitzar aquest concepte a grups topologics compactes
en general. Val a dir que la generalitzacié que nosaltres veurem en aques-
ta seccié no és I'inica que es fa servir, i que hi ha varies generalitzacions
inequivalents entre elles; per exemple, ’espai de mesures de Borel sobre G
també és una algebra de convolucid, ja que podem definir la convolucié de
ducs mesures dc Borel. Més endavant en aquestes notes, quan es parli de

grups reductius reals, es veura la importancia d’aquesta generalitzacid.

Si G és un grup [init, tenim de manera natural dues accions de G en

C[G]; una d’elles és donada per
g— (a— g.a).

Mirem com actua si identifiquem, com abans, C[G] amb ’espai de fun-
cions de G en C; si f : G — € és una funcid, la funcié g¢.f és la segiient:
(9.f)(z) = f(g7'x). Aquesta representacié de G es coneix amb el nom
de representacié regular a l'esquerra, L. Analogament, la multiplicacié
a la dreta per elements de G ens defineix una representacié regular a la
dreta, (R(9)f)(z) = f(zg™'). Es facil veure que totes ducs representa-
cions regulars sén isomorfes; I'isomorfisme T entre ambdues s’expressa en
funcions com (Tf)(z) = f(x~!). La propietat més remarcable de la repre-
sentacid regular és, sens dubte, que conté cadascuna de les representacions
irreductibles de G amb multiplicitat igual a la seva dimensié (que solem

anomenar grau).

Nosaltres triarem com a “algebra de grup” 'espai de Hilbert L?(G),

que ve dotat de manera natural amb un producte de convolucié

(6.9) = (6 9)(g) = /G o(z) bz~ g)de.

Definim en L?(G) les representacions regulars a I'esquerra i a la dreta, L i

R, com abans. Veurem que ’algebra de grup que hem pres en el cas general
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de grups compactes gaudeix de propietats molt scblants al cas dels grups
finits.

9.1. Teorema. Sigui (L?(G), L) la representacid regular d’'un grup topologic
compacte G. Aleshores, el G-modul L*(G) és la suma directa hilbertiana de
totes les representacions irreductibles (que podem considerar unitiries) de
G. Cada representacio irreductible apareix amb multiplicitat igual ol seu

grau.

DEMOSTRACIO. Considerem un sistema de representants unitaris de classes
d’isomorfia de representacions irreductibles de G, {p}, i per a cadascuna
d’aquestes p el G-modul de dimensié finita
Vo = @4;C py;

generat pels coeficients de p (les relacions d’ortogonalitat ens donen que
les funcions p;; sén ortogonals dos a dos, i no idénticament nul-les, amb la
qual cosa formen una basc dc V,). Aleshores, novament per les relacions
d’ortogonalitat, els G-submoduls V, sén ortogonals dos a dos, i el teorema
de Peter-Weyl ens diu que L?(G) és suma directa hilbertiana dels V,. N'hi
ha prou amb demostrar, doncs, que V, conté la representacié p amb multi-

plicitat n =n, = n; (aix{ és com s'indica el grau d’una representacis).

Farem el calcul explicit de com actua G mitjancant la representacié

regular a ’esquerra en l'espai de funcions V),

(L(9)pi;)(z) = pij(g~ ")

1z)ex, amb la qual cosa tenim que,

A més, es t6 que p(g~")p(w)er = p(g~
per a tot k, cl subespai Wi, = @], pir és un G-submodul de V,. Aquest

mateix comput ens déna que

n

L(g)pe = >, par(9)pra(),

s5=1

amb la qual cosa la matriu de la representacié L restringida al subespai

Wiy, en la basc ortogonal (p;k); (base que, per cert, multiplicada per (np)%

esdevé ortonormal) sera:

011(9
P21(9

1(9)
P2n (g

—

N—
=)

p12(g
P22(9

~—
~—
~—

pn1(g) an(g) oo Pan(9)
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Acabem de veure que V, és un G-modul que conté la representacié p
amb multiplicitat n, = ns.

Hem vist, doncs, que cada representacié irreductible de G apareix

amb multiplicitat igual al seu grau, amb la qual cosa la prova conclou. O

§10. Representacions induides. Reciprocitat de Fro-
benius

En aquesta seccié donarcm cl concepte de representacié induida en grups
compactes, i demostrarem la seva propietat principal, la reciprocitat de
Frobenius. Per introduir el tema, ens situarem en un principi en el cas d’un
grup finit G. Siguin, doncs, G un grup finit i H un subgrup de G. Volem

trobar el functor adjunt a ’esquerra del functor restriccié

resg : G — Mod — H — Mod.

El functor adjunt a 'esquerra cercat, que anomenarem F', s’obté de la ma-

nera segient en el cas de grups finits: si W és un H-modul, aleshores
F(W) = C[G] Qe W.

Aquesta definicié es pot estendre al cas en qué (G : H) < co. A més, de
les propietats estandard del producte tensorial es dedueix que el functor
F satisfa la propietat d’adjuncié demanada. El problema és que aquesta
construccié no és viable en el context de grups compactes G en general, i
representacions en espais de Hilbert de dimensié finita. De fet, donarem
una altra definicié en el cas més general que, no obstant, es relacionara amb
cl functor F ja definit en grups finits i G-moduls de dimensié finita de la

manera segiient:
(G E)* = F(EY).

Recordem que donada una tal representacié V', ’espai dual esta naturalment

dotat d’estructura de G-modul amb la representacié contragredient.

10.1. Definicié estesa de representacié induida. Siguin G un grup

compacte i H un subgrup tancat de G; considerem un H-modul continu
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E (aqui, dc fet, n’hi ha prou amb suposar que E és un C-espai vectorial
topologic) i considerem P'espai vectorial C(G; E') amb la topologia compacta-
oberta ([Br-Di85, p. 142]; aquesta és la topologia amb queé se sol dotar als
espais d’aplicacions continues entre espais Hausdorfl). Considerem el sub-

espai vectorial topologic
igE={f € C(G;E): f(gh) =h""f(g), g€ G, he H}.

Aleshores, ng es coneix amb el nom de representacié induida associada al
H-modul F.

10.2. Definicié alternativa. Aquesta definicié és més conceptual, i no
obstant s’assembla (en certa manera) a la de grups [inits; en la construceié
del functor F usavem el producte tensorial, i aqui usarem el producte fibrat.

Sigui G X g E Vespai quocient de G x F per la relacié d’equivaléncia
(g,v) ~ (gh,h"tv), h € H.
L’aplicacié G x E — /H indueix una projeccié
p:GxgE—G/H

continua dc G-espais (és a dir, espais topologics dotats d’una G-accid). De
fet, p és un fibrat vectorial de fibra p~*{z} = E. I, de let, donada una
funcié continua f : G — E tal que f(gh) = h=1f(g) (com a la definicié 1)
n’obtenim una seccié sy : G/H — G xpg F de p (és a dir, psy = Idg/p)
definida per s¢(gH) = (g, f(g)) que és clarament continua.

10.3. Lema. L’aplicacid f — s; és un isomorfisme entre i%E i lespai de

seccions continues de p.

DEMOSTRACIO. Construim-ne una inversa. El fet clau és que el diagrama

segiient,
GxE —— Gxg FE

b
G —— G/H
és un diagrama “pullback” (exercici per al lector), i per tant tota seccié s

de p s’aixeca a una seccié s de pry. Definim, doncs, fs = pry o s. Es facil

comprovar que f, € iGE. L’aplicacié s — f, és la inversa buscada. O
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10.4. Proposicid. Siguin E un H-modul ¢ V un G-modul. Ezxisteiz un

isomorfisme canonic

Home(V,i% E) = Hompy (res$ V, E).

DEMOSTRACIO. Construim cls (iso)morfismes candnics inversos I'un de ’al-
tre. Sigui A : V — iF un G-morfisme donat. L’aplicacié “avaluacié”
n : iE — E donada per f — f(1) és un H-morfisme (continu, és clar);

prenem doncs el morfisme ¢ = no A, que és un H-morfisme per construccid.

Sigui ara 8 : resyV — F un H-morfisme donat. Definim una
aplicacié F : V — C(G;E) prenent F(v)(g) = B(g~v) per a g € G,
v € V. Tenim que F(v)(gh) = B(h~tg~tv) = h=18(g7tv) = h71F(v)(g).
Aleshores, F' és un G-morfisme, per ser 8 un H-morfisme. La continuitat
de F és clara. Prenem, doncs, #(3) = F. Es facil comprovar que les ducs

aplicacions lineals construides sén inverses una de l'altra. O

§11. L’algebra de grup i els seus idempotents. Fun-
cions de classe

Sigui G un grup compacte. Hem vist que I'algebra de convolucié L?(G) té
un sistema ortonormal complet format a partir de les representacions irre-
ductibles de G (i, per tant, de dimensié finita). Anem a estudiar, recolzant-
nos en resultats ja vistos, estructura d’algebra de convolucié de L?(G) i de
la seva subalgebra C(G).

11.1. Proposicié. Siguin p, 0 dos representacions unitaries i irreductibles

no equivalents de G 1 x, ¥ els seus cardcters respectius. Aleshores:

a)
I :
Pij * Pl = m(sjkpu 2 pij * o = 0.
b)

1

=0y z *x o = o x x = 0.
dim p ij X * Okl kL *X

X *Pij = Pij *X
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¢)

1
x * chi = d—pX 1 x 1 =0.

DEMOSTRACIO. Demostrarem només a). Per la definicié de convolucid,

(pij * pri)(9) = /Gpij(gh‘l) pri(h)dh,
i substituim les relacions

pij(gh™" an Ppi; (B 1 pi (7Y = pia(h).

El resultat és:

S puls) [ 7h) paiyin

Els apartats b), ¢) sén conseqliencia directa de a); només cal aplicar la

definici6 de caracter d’'una representacié. [

11.2. Observacié. L’apartat b) ens diu, gracies al teorema de Peter-Weyl,
que tot caracter irreductible x (i, per tant, tot caracter) pertany al centre
de les algebres de convolucié L?(G) i C%(G).

11.3. Observacié. En llenguatge algebraic, hem vist que cls caracters ir-
reductibles formen una familia d’idempotents centrals ortogonals dos a dos.
Aixo ens dona descomposicions en subanells, que sén alhora submoduls de

l'ancll en qiiestié.

11.4. Definicid. Sigui f una funcié G — C. Direm que f és una funcié de
classe si, i només si, f(gzg™!) = f(z) per a tot g € G. Es també usual la

terminologia de “funcié central”, i usarem 'una o I’altra indistintament.

11.5. Lema. Sigui V un G-modul irreductible. Per a f € Hom(V,V),
weV* veV, esté

Lw@ﬂf%ww:&évﬁﬁw@)
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11.6. Teorema. Sigui CI(G) la subdlgebra de les funcions de classe de
L%(G). Aleshores, una funcié f € L*(G) és a CI(G) si, i només si,

f= Z)\an

on x recorre tots els caracters irreductibles de G.

DEMOSTRACIO. Es clar que f és una funcié de classe si, i només si, se satisfa
que [, f(gzg~')dg = f(x). Pel teorema de Peter-Weyl, n’hi ha prou amb
fer cl calcul per a f = p;;, on p és una representacié unitaria irreductible
de G. Pel lema anterior, tenim que

/ pij(grg™")dg = (dimp) =" x(2)dij.

T

D’aqui es dedueix immediatament el teorema. [

§12. Teoremes de descomposicié de representacions
de grups compactes

Anem a generalitzar el teorema de descomposicié vist sobre la representacié

regular; de moment, donem la definicié de G-modul isotipic.

12.1. Definicié. Siguin F un G-modul i p una representacié irreductible
de G. Direm que E és p-isotipic si, i només si, els unics G-submoduls

irreductibles de E s6n isomorfs a p.

12.2. Teorema. Sigui G — GL(H) una representacid unitaria d’'un grup
compacte en un espai de Hilbert H. Aleshores, H descompon en una suma

directa hilbertiana de G-moduls isotipics.

12.3. Observacié. Noteu que aquest resultat també generalitza el teorema
5.3 i la proposicié 5.6 sobre finitud de la dimensié de tots cls G-moduls

irreductibles.

DEMOsSTRACIO. Construirem una familia de projectors G-equivariants, or-

togonals dos a dos, (Py)aca, les imatges dels quals seran els G-moduls
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cercats. Sigui A cl conjunt de classes d’isomorfia de representacions irre-
ductibles de G, i ) el caracter associat a A € A. Aleshores, definim P, com

I'unic operador lineal tal que

< Pyu,v >=ny / < plg)u,v > xa(g)dyg.
G

Comprovem tot d’una que Py sén projectors i que les imatges respectives

pels Py sén ortogonals dos a dos:
< PAPyu,v > =nyny, / / < plzy)u,v > xalx) Xp(y)dedy
aJa
=nany / / < p(2)u,v > Xa(z) Xulz™ 2)dzdz
aJa
= [ [ <plomo> (x nG)d
aJa
I’apendix anterior ens déna que
< PyPuu,v >= 0, A # ;< PyPyu,v >=< PAP,u,v >, X = .

Verifiquem que la suma de les projeccions és la identitat; per a aix0, con-

siderarem, fixat v € H, la funcié
h(z) =< u, p(x)u > .
Es té que

1
(h+ X)(z) = / < play™u > dy = < u pla) Pru>
G A

Per tant, si anomenem fz(x) = h(z~1), tenim que hxhxyy =0 per a tot A,
i, en particular,

0=h*hxxa(l).
Definim l'operador Th(v) = fG(fL * h)(z) Az)(v)de. Es té, gracies al

corol-lari del teorema de Peter-Weyl, que

/G h(@)Pdz = 3 0y Te(T)

AEA

i, per tant, h(xz) = 0 per a tot € G, per ser h continua. Aleshores,

0=nh(e) =<u,u>.
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El fet que x és una funcié central ens déna que Py, és G-equivariant. També
és clar que Im Py sén A-isotipics. Per tant, el teorema esta ja demostrat.
O

12.4. Observacié. Fl teorema demostrat aqui es pot generalitzar a es-
pais vectorials topologics A dotats d’una estructura de G-moduls continus
localment convexos (aquesta 1iltima condicié s’'imposa perque tingui sentit
la convolucié per elements de C(G;C)). Tot i que ho podriem incloure
aqui, les idees basiques ja han estat exposades. La prova d’aquest resultat
figura amb tots els detalls a [Br-Di85]. El que sf farem és formular aquest

resultat en el llenguatge algebraic de la convolucid.

Tot espai dc Hilbert dotat d’una representacié d’un grup compacte
G és de manera automatica un C°(G,C)-moddul mitjancant la convolucié
ja definida. Considerem la familia dels idempotents associats a caracters
irreductibles, ey. Aleshores, la representacié H descompon en una suma
directa Hilbertiana de
Hy=eyxH

que sén A-isotipics per les relacions d’ortogonalitat ja provades; aquests
C°(G,C)-submdduls sén clarament ortogonals dos a dos, ja que cls idem-

potents centrals ey ho sén.
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§1. Representacions dels grups compactes

En general, convé cstudiar dos tipus de representacions lincals (complexes)
dels grups topologics compactes: les representacions finites i les representa-

cions en espais de Hilbert.

1.1. Definicié. Una representacié lineal (complexa) d’un grup topologic
G és un morfisme continu p : G — GL(V), on V és un espai vectorial
topologic complex que s’anomena 'espai de la representacié. Si espai V
és de dimensié finita, la representacié s’anomena finita i la dimensié de V
s'anomena el grau de la representacié. En aquest cas, I'aplicacié x, : G — C
definida per x,(g) := Tr(p(g)), per a tot g € G, s'anomena el caracter de
la representacié. Si V' és un espai de Hilbert, la representacié s’anomena
unitaria si, i només si, la forma hermitiana de V' és invariant per a p; és a dir,

si per a tot g € G i tots els elements u, v € V és {pg(u), pys(v)) = (u, v).

1.2. Definicid. Dues representacions del mateix grup G, p1 : G — GL(V}),
p2 + G — GL(13) s’anomenen equivalents si, i només si, existeix un iso-

morfisme v : V3 — V5 tal que per a tot g € G és yo p1(g) = pa(g) o 7.

1.3. Observacid. Els grups finits es poden considerar grups compactes amb
la topologia discreta; per tant, la teoria de les representacions dels grups
compactes inclou, en particular, la teoria dc les representacions dels grups
finits.

Com en el cas de les representacions dels grups finits, la representacio

regular d’un grup compacte ens proporcionara molta informacié.

1.4. Definicid. Sigui G un grup topologic compacte i considerem la mesura

de Haar normalitzada de G, dg. L’espai de la representaci6 regular de G és

'espai L%(G) de les (classes de) funcions f : G — C de quadrat integrable;

és a dir, de les funcions tals que la integral / |f(9)?dg = / f(9)f(g)dg és
G G

convergent.

1.5. Observacid. Recordem que les funcions continues f : G — C formen
un subespai dens de L%(G).
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1.6. Proposicié. (Cf. [Pi73, p. 100]) Per a tot g € G, tota f € L*G)
i tot ¥ € G, posem Ryf(z) := f(zg), Lyf(z) = f(g7'x). Llavors, les
aplicacions R : G — GL(L*(G®)), L : G — GL(L*(Q)), definides per
les assignacions g — Ry, g — Ly, son representacions lineals complezes,
continues 1 unitaries de G. S’anomenen, respectivament, la representacid

reqular per la dreta i la representacid reqular per Uesquerra de G. A

1.7. Proposicié. (Cf. [Pi73, p. 101]) L’aplicacié v : L*(G) — L*G)
donada per vf(x) := f(x~1), per a tota f € L%(G) i tot element x € G,
és un automorfisme involutiv de L*(G) tal que per a tot g € G és R, =
yL,y~L. Per tant, les representacions regulars per la dreta i per 'esquerra

son equivalents. A

1.8. Proposicié. (Cf. [Pi73,p. 90]) Tota representacid finita d’un grup
compacte és equivalent a una representacid unitaria. Amb més precisid, si
p: G — GL(V) és una representacid finita d'un grup compacte G, existeiz
una forma hermitiana definida positiva en V invariant per a p; és a dir, tal

que per a tot g € G, i tot u,v €'V, és {pg(u), pg(v)) = (u,v). A

1.9. Observacid. A més a més, si l'espai V' ja disposa d’un producte her-
mitid (-, )1, existeix un automorfisme lineal de V', v, tal que {(u,v) =

1 és equivalent a

{(v(u),y(v))1. Aleshores, la representacié conjugada ypy~
la donada, p, i és unitaria per al producte hermitia (-, -};, donat en V (Cf.

[Pi73, p. 91]).

1.10. Definicié. Una representacié finita p : G — GL(V), d'un grup
compacte GG, s’anomena irreductible si, i només si, V no admet subespais
invariants no trivials per a p; és a dir, si, i només si, per a tot clement

v €V, v # 0, el subespai vectorial de V generat per la familia de vectors
{p(9)(v)}geq és tot V.

1.11. Proposicié. (Cf. [Pi73,p. 90]) Tota representacid finita d'un grup
compacte és equivalent a una suma directa de representacions irreductibles,

de manera essencialment inica. A
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1.12. Observacié. Siguin p; : G — GL(W;), 1 < % < n, representacions
dun grup G. Posem W = W, ®--- W, isiguip:=p1 - P pn la
representacié p : G — GL(W) definida per 'assignacié p,(wy +- - -+ wy,) :=

pg(wi) + - -+ pg(wy). Sanomena la representacié suma directa de les p;.

En la proposicié anterior, “essencialment tnica” vol dir que si la
representacié p és suma dirccta de representacions irreductibles p;, p =
PLD - P pn, 1 també de representacions irreductibles p}, p=pi®---Bpl,,

_ . . . . s . 12 7
llavors n = m i existeix una permutacié6 ¢ € S, tal que p; i Py SOD

equivalents.
El resultat segiient, conegut amb el nom de Lema de Schur, és basic.

1.13. Lema de Schur. (Cf. [Pi73, p. 90]) Siguin p; : G — GL(V;),
1 =1, 2, dues representacions finites irreductibles d’un grup compacte G 1
v : Vi — Va una aplicacid lineal tal que per a tot g € G és pa(g) oy =

~vo p1(g). Llavors, ¥ =0 o bé v és un isomorfisme. A

La demostracié del resultat segiient es proposa com a exercici.

1.14. Corollari. Sigui G un grup abelia compacte. Totes les representa-

ctons irreductibles de G sdn de dimensio 1. A

Donat un grup compacte G, sigui A := Ag un conjunt de represen-
tants unitaris de les classes d’equivaléncia de representacions lineals finites
irreductibles de G. Per a cada representacié irreductible A € A, denotem
per V), espai de la representacio6 i per n) la seva dimensié. Elegim bases en
cadascun dels espais Vj i, per a tot x € G, sigui [a};()]1<i j<n, la matriu
associada a A(z) en aquesta base. En particular, aij : G — C és una apli-
cacié continua; per tant, de quadrat integrable. Amb aquestes notacions, cl

teorema de Peter-Weyl s’enuncia de la manera segiient:

1.15. Teorema. (Cf. [Pi73, p. 103]) Si G és un grup compacte, la
famdlia de funcions {\/nx - aij}AeA, és a dir, la familia dels coeficients
de les representacions finites irreductibles de G, és un sistema ortonormal
complet per a L*(G). A
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1.16. Corol'lari. (Cf. [Pi73, p. 104]) Tota funcié compleza continua
d’un grup compacte G és limit uniforme de combinacions lineals dels coefi-

cients de les representacions finites irreductibles de G. A

Fl resultat segiient permet alliberar-nos de les hipotesis de finitud
de les representacions i cstudiar representacions en espais de Hilbert de

dimensio no necessariament finita.

1.17. Teorema. (Cf. [Pi73,p.106]) Sigui G un grup topolégic compacte.
Tota representacid unitiria (continua) p : G — GL(V), de G en un espai
de Hilbert complex V', és suma directa hilbertiana de representacions lineals
irreductibles de dimensid finita; és a dir, V és l'adheréncia d’una suma

directa de subrepresentacions irreductibles de dimensio finita. A

1.18. Observacid. Associada a la representacié p donada, es considera la
familia de projectors ortogonals de V', { Py} xca, definits de manera que se

satisfacin les igualtats

(Py(u), v) = s, /G (pe(0), )% (9)dg.

per a u,v € V, i A qualsevol representacié irreductible de dimensié finita
de G, on x) és ¢l caracter de A. Si, per a cada X € A, posem V) := Py(V),

la imatge de V pel projector Py, llavors, V = @ Vy 1 els espais V) sén

AeA
invariants per a p, ortogonals dos a dos, i cadascun és ’adheréncia d’una

suma directa de subespais invariants de dimensié finita. (Observem que no

diem que cls espais V) siguin de¢ dimensié finita.)

1.19. Definicié. El subespai V) s’anomena el component isotipic de la

representacié p associada a A.
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§2. Tors maximals

Per a les qiiestions generals que fan referéncia als grups de Lie i a les algebres
de Lie, remetem el lector a les exposicions anteriors d’aquest mateix seminari

i a amplia bibliografia que hi ha sobre aquests temes.

2.1. Definicié. Considerem, en T := R/Z ~ {*™¥ : 0 < 0 < 1},
lestructura natural de grup de Lie (real). Anomenarem tor de dimensié
k > 0 tot grup de Lie isomorf a T%; és un grup de Lie real, abelia, connex i

compacte de dimensio k.

La proposicié i el teorema de classificacié segiients s’obtenen en fer

us dc Paplicacié exponencial.

2.2. Proposicié. Tot tor admet un generador; és a dir, si T és un tor,

ezisteiz un element x € T tal que T és l'adheréncia de {«"™ : n € N}.

DEMOSTRACIO (Cf. [Si96, VIIL.1.4]). A

2.3. Teorema. Sigui G un grup de Lie real, abelia, i connex de dimensid
n. Llavors, existeiz k, 0 < k < n, tal que G ~ TF x R*~*,

DEMOSTRACIO (Cf. [Si96, VIL.2.3]). A

2.4. Corol‘lari. Tot grup de Lie real, abelia, connez i compacte és un tor. A

2.5. Definicié. Sigui G un grup de Lie. Un tor de G és un subgrup de Lie
(tancat) de G isomorf a T%, per a algun nombrc enter k > 1. Untor T C G
g’anomena un tor maximal de G si, i només si, per a tot tor H C G tal que
TCHéT=H.

El teorema que segueix és semblant, en la seva estructura, als teo-
remes de Sylow per als grups finits; fa referéncia a 'existencia de tors ma-

ximals, i a la relacié entre ells, en els grups de Lie semisimples i compactes.

2.6. Observacid. Un grup de Lie semisimple i compacte és, automaticament i
connex i el seu centre és finit (cf. [Si96, VIL.2.5]).
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2.7. Teorema. Sigui G un grup de Lie semisimple i compacte. Llavors:
a) Ezxisteix algun tor mazimal T C G.
b) Per a tot element g € G existeiz un tor mazimal T C G tal queg € T.
¢) Tots els tors mazimals de G sdn conjugats.

d) El centre de G és la interscccid de tots els tors mazimals de G.

DEMOSTRACIO. Siguin g 1’algebra de Liede G,i X € g, X # 0. L’adheréncia
de {e'X}; és un subgrup dc Lie abelia, connex i compacte de G; per tant,
és un tor de G. En particular, en G existeixen tors. Arabé, siT)y C T, C G
son tors, llavors se satisfa la relaciéo dim7T7; < dim75 < dim G, amb igualtat
dimT; = dimT5 si, i només si, T1 = T5; com que G és de dimensié finita,
no pot existir una cadena infinita estrictament creixent de tors T}, ( Th11;

aix0 demostra Pexisténcia de tors maximals en G.

Les proves de les afirmacions de b), ¢) 1 d) es basen en el resultat

segiient.

2.8. Lema. (Cf. [Si96, VIII.1.1']) Siguin G un grup de Lie connex i
compacte 1 T C G un tor mazimal de G. Llavors, Uaplicacioc G x T — G

L ¢s exhaustiva. A

donada per (g, z) — grg~
Aquest lema ens diu que tot clement de G és conjugat d’un clement
de qualsevol tor maximal; com que un conjugat d’un tor maximal és un tor

maximal, tot element de G pertany a un tor maximal. Aixd demostra b).

Siguin T, H C @ dos tors maximals de G. Prenem un generador x de
H isigui g € G un clement tal que = € gTg~"; Pexisteéncia d’un tal clement

¢ és garantida pel lema anterior. Com que per atot n € Z és 2" € gTg™ L, i

~1 és tancat, el fet que x sigui un generador de H ens permet

1 1

com que ¢gT'g

assegurar que H C gTg™; com que H i gT¢g™" sbn tors maximals, obtenim

1

la igualtat H = gTg~!; i aixd demostra ¢).

Finalment, considerem un tor maximal 7 C G i sigui ¢ € Z(G) un

element qualsevol. En repetir I’argument anterior, observem que existeix

1

un element g € G tal que x € gTg™!; perd ara, com que z € Z(G), és

x =g lzg € T} aixd prova que Z(G) C ({7 : T és un tor maximal de G}.
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Reciprocament, si z € ({7 : T és un tor maximal de G}, tenim que g
commuta amb tots els elements de | J{T : T és un tor maximal de G}; pero

aquesta reunié és tot G, en virtut del lema. Aixd demostra d). A

2.9. Observacié. En el teorema anterior no es pot suprimir la hipotesi

que cl grup sigui compacte. Per a veure-ho, només cal obscrvar que cl grup

de Lie G = {[g ﬂ ta,c>0,b€ R} C GL3(R) no conté cap tor. En

efecte, tot tor conté clements d’ordre finit diferents del neutre; en canvi, en

& no hi ha elements no trivials d’ordre finit.

2.10. Exemples. Anem a determinar com sén els tors maximals dels grups
SU(n). En primer lloc, és immediat observar que el subconjunt T, _1 :=
{diag(e,..., ) = X ...\, € R, Mt +A) — 11 C SU(n) és un
tor de dimensié n — 1. En electe, 'aplicacié6 T ! — T,,_; donada per
(z1,...,Tn_ 1) — diag(e2™i@r . 2Tizn-1 g=2milzittea1)) per g 0 <
2; < 1,1 <i<n-—1,és un isomorfisme de grups de Lie. Per tant, SU(n)
conté tors de dimensié n — 1. Finalment, es prova que si A € SU(n) és
una matriu que commuta amb tota matriu X € T,,_q, llavors A € T, _;
per tant, no hi ha cap subgrup abelia que contingui estrictament T,,_1; en

consequiencia, T, _1 és un tor maximal. A

El teorema anterior admet un corol-lari basic per a la teoria de¢ les
representacions del grup SU(2) i, més generalment, per a les dels grups de

Lie semisimples i compactes.

2.11. Corol-lari. Tot tor mazimal d’un grup de Lie semisimple ¢ compacte

G conté un conjunt de representants de les classes de conjugacid de G. A

En particular, aquest resultat ens permet assegurar que els caracters
dc les representacions irreductibles de tot grup de Lie semisimple i compacte
s6n determinats per llurs restriccions a un tor maximal, que sén representa-
cions irreductibles del tor. Per tant, no sera inutil comenar per estudiar les

representacions dels tors.

2.12. Teorema. (Representacions de T) Els cardcters complezos irre-
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ductibles del tor T son exactament els donats per les aplicacions

xm @ T — SU(1)

— 627!' i0 627!' i0m

z = 2™ = ,

per a m € 7. En particular, si AT designa el conjunt de les classes de

representacions irreductibles del tor, és AT ~ 7.

DEMOSTRACIO. Clarament, per a tot m € Z, 'aplicacié x,, és una repre-
sentacié de dimensié 1 (i, per tant, irreductible) del tor T. Reciprocament,
tota representacio de T és conjugada d’una representacié unitaria; per tant,
conjugada d’una representacié de la forma x : T — SU(1). D’altra banda,
tota representacié continua és, automaticament, de classe C° (cf. [Pi73,
p. 70] i [Si 96, VIL.9.2]), dc manera que x és un morfisme de grups de Lie.
En conseqiiencia, x indueix un morfisme entre les algebres de Lie correspo-
nents; és a dir, x determina un morfisme A, : R — R, d’algebres de Lie.
Com que els unics morfismes d’algebres de Lie R — R sén les homotecies,
existeix A € R tal que A, és I'homotecia de multiplicacié per A. En prendre
exponencials, obtenim que x ha de ser I’exponencial de 'homotecia X; és a
dir, existeix A € R tal que x(z) = 2%, per a tot z € T. Finalment, per la

continuitat de x, i com que x(1) =1, ha de ser A € Z, com calia veure. A

Les representacions de tots els tors s’obtenen a partir del resultat

general segiient.

2.13. Proposicié. Siguin p; : G; — GL{V;), i = 1,2, representacions
complexes, continues 1 irreductibles de grups compactes. L’aplicacido p1&ps :
G1x Gy — GL(V1®V,), definida per Uassignacid (g1, g2) — (P19 02) (g1,g2)5
on (p1 ® P2)(gr,g2) (V1 @ v2) = p1(g1)(v1) ® p2(92)(v2), sobre els generadors
1 Qug € Vi ® Vo, és una representacio complexa, continua ¢ irreductible de

G1 X GQ.

Reciprocament, si p: G1 X Go — GL(V) és una representacié com-
plexa, continua i irreductible, existeizen representacions complexes, continucdl
1 irreductibles p; : G, — GL(V;), 1 = 1,2, tals que p és equivalent a la rep-

resentacid p1 Q pa.

DEMOSTRACIO. Cf. [Se 77, Thm. 10 i Chap. 4]. A
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2.14. Corol-lari. Les representacions dels tors T™, n > 1, sén parametrit-

zades per m := (my,...,my) € Z™, en la forma segiient:
Xm 2 T — SU(1)

n
(21, -y 2n) »—)szm‘ A
i=1

Com a consequiencia del teorema de Peter-Weyl i del coneixement
de les representacions irreductibles dels tors, obtenim [’analisi de Fourier

classic en R™.

2.15. Corol'lari. (Analisi de Fourier) Sigui f € L?(T"). Llavors, f és la

suma d’una série de Fourier; és a dir, de la forma
— mi m
f(zlv“'vzn)— § Am2y 2y ",
mEZ“

amb am € Cim=(my,...,mp) €Z". A

En altres termes, si f : R® — C és una funcié multiplement periodi-
ca, de perfode 1 per a cada component, i suposem que f € L2(R"™), llavors

f admet una expressié de la forma

f(el, [N 9n) = Z ame27rim191 ... e27&' imn9n7
meZr

onm=(My,...,My) €EL", am €C,10<6; < L.

§3. Representacions de so(3)

Les algebres dc Lie associades als grups de Lie reals SU(2) i SO(3) sén iso-
morfes (cf. el corol-lari 4.4); per tant, el coneixement de les representacions
d’aquesta algebra de Lie ens donara informacié de les representacions dels

dos grups.

El grup de les rotacions dc ’espai vectorial euclidia R?, SO(3), és un

grup de Lie real, connex i compacte de dimensi6 3. Es pot descriure com el
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grup dc les matrius ortogonals de determinant 1; concretament, escriurem
SO(3) = {A € GL3(R) : At = A1 det A = 1}. Llavors, l’algebra de
Lie de SO(3) és so(3) := {X € M3(R) : X! = —X}, i es disposa d'un

isomorfisme d’espais vectorials reals

—c b
so(3) = ¢c 0 —al|:abceRy~R3:
-b a 0
en particular, les matrius
00 0 0 0 1 0 -1 0
;=10 0 -1 I, =10 00 Ii:=|1 0 0
01 0 -1 0 0 0 0 0

formen una basc dc so(3), i les constants d’estructura de 1’algebra de Lie
s0(3) sén determinades per [I1,Is] = I3, [I,I3] = I, [I5, 1] = I (per a
una interpretacié d’aquestes matrius, cf. la demostracié de la proposicié 5.2

més avall).
3.1. Proposicié. (Tor maximal de SO(3)) Sigui

a —b 0
T:={|b a 0|:a,beR, a®+b?=1,CSO(3).

0 0 1
Liavors, T ~ SO(2) ~ SU(1) ~ T, i T és un tor mazimal de SO(3). La
matriu Is és una base de l'algebra de Lie de T', considerada com a subdlgebra
de so(3).

DEMOSTRACIO. Els isomorfismes T' ~ SO(2) ~ SU(1) ~ T sén ben cone-
guts o bé evidents; en particular, T és un subtor de SO(3), i és de dimensid
1; cal veure que és un tor maximal. Si SO(3) contingués un tor de dimensié
més gran que 1, so(3) contindria una subalgebra commutativa de dimensié
més gran que 1. Pero si dos vectors dc 'algebra de Lie commuten, és a
dir, si X,Y € so(3) sén tals que [X,Y] = 0, llavors existeix A € R tal que
Y = AX (calcul senzill). Per tant, les subalgebres commutatives maximals
de so(3) sén de dimensié 1. Per a afirmacié que fa referéncia a I'dlgebra

de Lie de T, vegeu la demostracié de la proposicié 5.2 més avall. A
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3.2. Observacid. Dcls cursos de geometria lincal és ben conegut que tot

a —b 0
element de SO(3) és conjugat d’'una matrinde laforma A:= |6 a 0],
0 0 1

amb a2 + b2 =1, a,b € R. (En efecte, tota rotacié de l'espai, després d'un
canvi de base que faci coincidir I'cix de rotacié amb 'cix 0z, és de la forma
A.) En aquest cas, doncs, ja és ben conegut el fet que tot element del grup

pertany a un tor maximal (cf. el teorema 2.7).
3.3. Exercici. L’algebra de Lie so(3) és simple.

3.4. Observacié. Sir: so(3) — L és un morfisme no trivial d’algebres dc
Lie, r és un isomorfisme amb la imatge; doncs, im(r) admet una base ay,

az, ag tal que [ay, as] = as, [az, as] = a1, (a3, a1] = as.

3.5. Proposicié. Sigui p : SO(3) — GL(V) una representacidé compleza,
finita, continua, i no trivial, no necessariament irreductible. FExisteizen
operadors C-lineals A1, Aa, Az en'V, tals que [Ay, As] = Az, [Aa, A3] = Ay,
[As, A1] = As. Si, @ més a més, p és unitaria, els operadors Ay, Az, Ag

son antihermitians.

DEMOSTRACIO. Una tal representacié p és un morfisme de grups de Lie,
de manera que, per pas a les algebres de Lie, p déna lloc a un morfisme
no trivial dp : so(3) — End(V), dc l'algebra de Lie so(3) en I'algebra dc
Lie (real) End(V) = End((V), de GL(V). En conseqliéncia, la imatge
de dp és un subespai vectorial (real) de dimensié 3 de End(V'), que admet
una base formada per operadors C-lineals A;, Az, A3 € End(V) tals que
[A1, As] = Az, [Aag, A3] = A4, [A3, A1] = As.

A més a més, si p és unitaria, dels fets que Uaplicacié exponencial

exp : s0(3) — SO(3) és exhaustiva i que el diagrama
SO(3) —— GL(V)
expT expT
s0(3) —% End(V)

. . . —t . .
és commutatiu s’obté que A, = —Ag, peral < k < 3; és a dir, cls operadors

Ay, A, Az s6n antihermitians. A
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Posem Hj := iA3z, Hy := 1A; — As, H_ := 1Ay + As; llavors, Hs és
un operador hermitia i H,, H_ sén operadors hermitianament conjugats
. . . . —t —t . ==t
de V; és a dir, se satisfan les relacions Hy = Hy, H, = H_iH_ = H,.

D’altra banda, aquests operadors satisfan les regles de commutacio

[H+7H7]:2H37 [vaHS]:H—v [H33H+]:H+‘

3.6. Observacié. Els operadors Hs, H, H_ no pertanyen, en general, a

im(dp), que és un espai vectorial real.

Com que Hj és un operador hermitia d’un espai vectorial complex
de dimensié finita, és diagonalitzable en una basc ortonormal de vectors
propis, i els valors propis sén reals. Sigui v € ¥V un vector propi no nul de

Hs, isigui A € R el valor propi corresponent. Llavors,

H3(Hiv) = ([Hs,Hi|+ HyHs)v = (H.(1+ H3))v =
=H,(1+MNv=(1+NH,v,

Hs(H v)=([Hs,H |+ H H3)v=(—H_+H _H3)v=
=H (Hyv—v)=(A—-1)H_wv.

Aquest calcul demostra el resultat segiient:
3.7. Lema. Siv € V' és un vector propi no nul de Hs, de valor propi X € R,
llavors:

a) Hiv=0 o bé Hyv és vector propi de Hs de valor propi A + 1.

b) H v=0 o bé H_v és vector propi de Hs de valor propi A — 1. A

3.8. Lema. Existeiz vy € V, vector propt no nul de Hs tal que H vy = 0.

DEMOSTRACIO. Siguin A € R un valor propi de Hz i v € V un vector propi
no nul de valor propi A. Com que V és de dimensié finita, 'operador Hj
només té una quantitat finita de valors propis dilerents; en virtut del lema
anterior, existeix r € N tal que els vectors v, Hyv, Hiv =H,H,v, Hiv,
..., H v sén vectors propis no nuls de H3 de valors propis A, A+1, A+ 2,
ey At H:_"Hv = 0; només cal definir ¥g := Hjv. A
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Sigui £ € R ¢l valor propi associat al vector propi g, i considerem

la successié de vectors de Vi g, ¥1 := H_ g, Yo := H_ 1, ..., s :=
H s 1, ...; aquests vectors sén vectors propis de Hs de valors propis
diferents £, £ — 1, —2,..., £ — s, .... De nou, com que V és de dimensio

finita, la successié s'acaba en 0; és a dir, existeix s € N tal que 9, # 01
H ¢;=0.

3.9. Proposicid. Sigui W := {¢q,...,%s) cl subespai vectorial de' V' generat
pels vectors g, ..., Ps. Llavors:

a) El subespai W és invariant per als operadors Hs, H, 1 H_.

1
b) dim W =204 1; en particular, £ € N o bé £ € §N.
¢) Els valors propis de Hy en W son —¢,—¢+1,...,-1,0,1,...,/—1,¢.

d) Tots els vectors ig, . .., 15 s6n vectors propis de loperador A := A?+
A2 + A% associats al mateiz valor propi, —£(£ + 1).

e) La restriccid de la representacid p al subespai W és irreductible.

DEMOSTRACIO. La relacié [H,,H | = 2Hs ens permet calcular recursiva-
ment 'accié de H sobre els vectors 9y, ..., %¥s. En primer lloc, observem

que, per definicié de g, és H g = 0. A continuacié, podem escriure
Hypy=H{H vg=[H,H [tpog+ H Hytp
= 2H319 = 2830.
Analogament,
Hyyo=HH ¢y =[H,H | + H Hy
= 2H3yn + H_(20o) = (20 — 1)2¢1.

Hys = HiH tpy = [H H |2+ H_H s
= 2H3p + H_((20 — 2)2¢1) = (20 — 2)3¢s.

Per recurrencia, si posem Hy vy = (20 — t + 1)t);_1, obtenim les igualtats

Hypep1 =HyH ¢y =[H H |+ H H¢,

i, inalinent, la relacié Hy s = (26 — s+ 1)stps_1.
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Aixi, hem provat que cl subespai W és invariant per H,. D’altra
banda, com que els vectors ¥y, ..., ¥, sén vectors propis de Hs, W és inva-
riant per Hj; i, per construccié dels vectors 1,1 := H_1;, W és invariant
per H_. Per tant, W és invariant pels operadors Hs, H, i H_; de fet,
I’acci6 dels operadors Hy, H_ i Hs sobrc cls vectors ¢, es pot resumir en

la taula segiient:

Ha3pg = fapg H g =1 Hivpg=0
Hszipy = (€ — 1)in H_yy =1 H v =2
Hyapy = (£ — 2)1o H_ vy =13 Ho s = (20— 1)2¢,

Hapy = (€ — )9y H ¢y =111 Hytpy = (20—t + D)ty

Hyp,=(—s)ps  H 9, =0 H s = (20— s41)stp 1

Aixd demostra a).

Si ara tenim en compte, de nou, la relacié [H, H_] = 2H3, obtenim

la igualtat

2(6 — s)ys = 2Hytp, = [Hy, H |95
—H H s — H H = —H_(20— s+ 1)stps_1
=—(20— s+ 1)sthy;

com que ¥ # 0,630 =200 —s)+s(26—s+1) = (20— s)(s+ 1), don
deduim que s = 24, perque s > 0; en particular, dim W = s+ 1=2¢+1,
fet que demostra b).

A més a més, com que els valors propis de Hs sobre els vectors
10, - . ., 2 561, respectivament, £,/ —1,...,—1,0,1,...,—¢, obtenim ¢).

Per a veure d), considerem les relacions H_+Hy =214, H_.—H, =
2A,, i Hy = iAs. De la definicié de A, obtenim les igualtats A = A7 4 A2 +
A2 = —-H2 - H3;— H H,. En conseqiiéncia, un calcul senzill demostra que

Ay = —0(0 + 1)¢y.

Finalment, per a provar e), es tracta de veure, d'una banda, que

I’acci6 de p es pot restringir a W i, de Daltra, que la restriccié de p a W és
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una representaci6 irreductible. Per a veure la primera propietat, cal usar la
commutativitat de les aplicacions exponencials amb les representacions p i
dp (cf. [Pi73, p. 60]): en efecte, dir que W és un subespai invariant per als
operadors H,, H_ i Hj, equival a dir que ho és per als operadors A;, A
i Asz; i, com que aquests sén una basc de la imatge de dp, aixd implica que
el subespai W és invariant per a p. Per a la segona propietat, suposem que
W' C W, W’ # 0, és un subespai invariant per a p; llavors, W’ és invariant
per als operadors Hs, H, i H_. Considerem un vector propi qualsevol no
nul, v" € W/, de la restriccié de Hz a W, i construim, com abans, vectors
UG, Wh, ara en W, Afirmem que existeix vo € C, v # 0, tal que
1o = voto; com a conseqliencia d’aquest fet, obtindrem que 1y € W' i, per
la invaridncia dc W’ per a H_, obtindrem la igualtat W’ = W, que acaba

la demostracid.

Provem, doncs, afirmacié. Com que g, ..., %9y és una base de W,
20

existeixen nombres complexos g, - - . , Y25 € C tals que ¥, = E Y1y ; volem
+=0

veure que v = 0, per a 1 <t < 24, Ara bé, d’aquesta relacié obtenim que

24 24
0=Hoy=> wHiy=> %(20—t+ 1)t y,

=0 t=0

de manera que (2¢ — ¢+ 1)ty = 0, per a 0 < ¢ < 2¢; i aquestes rclacions

impliquen v, = 0, per a 1 <t < 24, com voliem veure. A

3.10. Observacid. Pel procediment que acabem de descriure, cada vector
propi de Hs genera una subrepresentacié irreductible de p; com que Hj és
diagonalitzable en una basc de vectors propis, aquest procediment, aplicat
de manera recursiva a 'ortogonal del subespai irreductible W, ens permet
assegurar que p és la suma directa de representacions irreductibles, totes
construides de la mateixa manera. El maxim, ¢, dels valors propis de Hs,
s'anomena cl pes de la representacié p, i 26 4+ 1 és ¢l maxim dels graus de

les representacions irreductibles en que p descompon.

3.11. Observacid. Sigui A : T — GL(V) la restriccié de p al tor maximal
T de SO(3) (cf. la proposicié 3.1). Llavors, cadascun dels vectors 1; genera

un subespai (complex) de dimensié 1, invariant per a la representaci6 .
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En efecte, I’algebra dec Lie de T és la subalgebra dc so(3) generada
per I3, de manera que d) proporciona 'operador Az, com a imatge de I3,
i, en conseqiiencia, I'operador Hz. A més a més, la commutativitat del
diagrama,

T —2 5 GL(V)

expT expT

RI; —2 5 End(V)

i cl fet que I'aplicacié exponencial Rz 2P, T és exhaustiva ens diuen que
la representacié A és donada per assignacié exp(asls) — exp(aszAs). Com

a conseqiiencia, per a tot az € R, és A(exp(aszls)); = e {63,

Aix0 ens permet dir que la restriccié de X al subespai generat per ¥
és ol caracter irreductible T — T — SU(1) donat per 'assignacié ¢‘®*
exp(asls) — e -t &g a dir, el caracter irreductible que correspon al
parametre —(¢£ —¢) € Z en la classificacié del teorema 2.12. En particular,
el pes de la representacié p és determinat pel caracter de la subrepresentacio

irreductible de p de dimensié maxima.

En resum, amb un canvi d’indexacié dels vectors v, hem provat el
resultat segiient, que ens proporciona condicions necessaries que han de sa-
tisfer les representacions de SO(3). Aquestes condicions, encara que no sén
suficients, ens permetran determinar totes les representacions irreductibles
tant de SO(3) com de SU(2).

3.12. Teorema. Sigui p : SO(3) — GL(V) una representacid compleza,
continua, unitaria, irreductible 1 no trivial. Llavors, p €s determinada per
la dimensio de V, que és de la forma dimV = 20+ 1, amb ¢ € N, o
bé l e 1N. A més a més, existeir una base ortogonal de V., W_g,... ¢, 1
operadors deV, Hy, H_, Hs, associats a la representacid, tals que H 1y =
W1, Hatyy = thy, Hythy = (U — )0+t + Dthyyq, per a —€ <t < ¢, on
escrivim _y_1 = 0. En particular, els valors propis de Hs son —£,—€ +
1,...,—1,0,1,...,6—1,6. A
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§4. Representacions de SU(2) i de SO(3)

El teorema anterior ens diu, en particular, que si p és una representacioé

1
irreductible de SO(3), p és determinada per un nombre £ e No bé £ € §N,

1 c .,
el pes. Pero, és cert que donat f € Nobé £ e §N, existeix una representacio
unitaria irreductible p® : 80O(3) — GL(V) que tingui associat el pes £? La
resposta només és positiva si £ € N i, per a demostrar-ho, és 1til descriure

les representacions irreductibles de SU(2).

4.1. Proposicié. SU(2) és el recobriment simplement connex universal de
SO(3). Més concretament, existeiz una successid exacta de morfismes de
grups,

1 — {+1} = SU(2) = S0(3) — 1,

on m és un morfisme de grups de Lie.

DEMOSTRACIO. Comencem per parametritzar el grup de rotacions SO(3)

amb els angles d’Euler.

4.2. Lema. Donada una rotacid qualsevol g € SO(3), existeizen nombres
reals p, 9,0 € R, 0 < p, ¢ <2x, 0 < 8 < 7, tals que g = Z,XoZy, on les

matrius Xg, Z, son de la forma

1 0 0 cose —sing 0
Xp:= |0 cosf —sinf|, Zy = |sing cose 0
0 sinfd cosé 0 0 1

DEMOSTRACIO. Suposem donada una rotacié g; per una rotacié del tipus
Z_,, portem el seu eix al pla Oyz; a continuacié, per una rotacié del tipus
X _g, fem coincidir I'cix de rotacié amb U'cix Oz, de manera que resulti una
rotacié del tipus Zy; és a dir, tenim una relacié de la forma X_go0Z_,o0g =

Zy, d’on obtenim la relacié que cerquem. A

Procedim ara a la demostracié de la proposicié. Considerem 'espai
vectorial subjacent a 1’algebra de Lie su(2) de SU(2); aixo és, 'espai vec-
torial real format per les matrius H € GL(2,C) que sén hermitianes i de
traa nul-la; és a dir, tals que T =Hi Tr(H) = 0; aixi,

su(Q)Z{{ T3 REL : xl,xg,mgeR}.

Ty — 1o —x3
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Evidentment, su(2) és un espai vectorial real de dimensié 3, que admet per

base el conjunt format per les matrius de Pauli

0 1 0 1 1 0
m= |0 o) om0 me=y Y

aquesta base permet identificar 'espai vectorial su(2) amb R? i, per tant,
considerar, en su(2), el producte escalar ordinari. La norma associada a

aquest producte escalar és donada per N(H,) := (H,, H,) = 2+ 23+ 23 =

T T i
st } € su(2).
X1 — 1o —I3

—det(H,), per a tota matriu H, :=

El grup SU(2) actua per conjugacié en su(2) dc la manera segiient:
donades matrins A € SU(2) i H, € su(2), la matriu AH,A~! pertany a
su(2). En efecte; per un canvi de base, la traa no canvia, de manera que la
traa de AH,A™! és la mateixa que la de H,; és a dir, zero. D’altra banda,
com que H; és hermitiana 1 A és unitaria (Zt = A7), se satisfa immedia-

tament que AH,A~! també és hermitiana: (AH, A1) = (A l)tﬁi A=
AH AL,

Aix{, tenim una acci6 lineal de SU(2) en su(2); és a dir, un morfisme
de grups SU(2) — GL(su(2)) ~ GL(3,R). Aquest morfisme de grups té
imatge inclosa en O(3); és a dir, accié de SU(2) es realitza per matrius
ortogonals. En efecte, per a tota matriu A € SU(2) i tota matriu H, € M
és N(AH, A7) = —det(AH,A™}) = —det(H,) = N(H,), de manera que
laccié de SU(2) respecta la norma i, en conseqiiéncia, la matriu de la
transformacié H, — AH,A™! és una matriu ortogonal per al producte

escalar ordinari de R3.

Per tant, disposem d’un morfisme de grups (continu) SU(2) — O(3).
El nucli del morfisme és {+1}; en efecte, una matriu unitaria A pertany al
nucli si, i només si, A commuta amb les tres matrius hy, ho i hg; 1 un calcul

directe demostra que ha de ser A = +1.

Només resta veure que la imatge del morfisme SU(2) — O(3) és
exactament SO(3). Comencem per veure que la imatge esta inclosa en
SO(3). Per a aix0, observem que tota matriu A € SU(2) és de la forma
A= [g _aﬁ}’ amb a@ + 88 = 1; a més a més, tota matriu A € SU(2)

i
és conjugada d’una de la forma b, = [6 0% } € SU(2), per a un cert

S

0 e
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¢ € R, i l'clement que conjuga és una matriu unitaria; és a dir, per a tota
matriu A € SU(2), existeixen ¢ € R i B € SU(2) tals que A = Bb,B~!.
En particular, per a tot ¢ € R, l'accié de b, sobre les matrius h1, ho i h3

proporciona les matrius

biphlbgl = cosy hi +siny ha,
bghgbe_l = —singhy +cosp hg,
bohsb,' = hs;

per tant, la matriu associada a l'acci6 de b, és la matriu Z, € SO(3), de
la rotacié d’angle ¢ al voltant de 'eix Oz; en particular, el seu determinant
és 1. Per causa de la conjugacié A = Bb,B™!, les matrius associades a les
accions H, — AH,A™! sén totes de determinant 1 i, en conseqiiencia, la
imatge dec SU(2) — O(3) esta inclosa en SO(3). Observem que, a més a

més, hem provat que la imatge conté totes les matrius Z,.

Finalment, resta veure que el morfisme SU(2) — SO(3) és exhaustiu;
per causa del lema 4.2 i del fet que les matrius Z, pertanyen a la imatge,

és suficient veure que les matrius Xy també pertanyen a la imatge. Ara bé,

)
cos— ¢ sin—

per atot 8 € R, és ¢y := 29 02 € SU(2), i 'accié de ¢y en les
% sin 5 cos 3

matrius hy, ho i hg és donada per la matriu Xy (calcul directe); per tant,
les matrius Xy també pertanyen a la imatge, com voliem veure. Aixd acaba

la demostracié de la proposicié. A

4.3. Observacié. Una rotaci6 qualsevol Z,XgZ, és la imatge de, precisa-

ment, les dues matrius

0 im L. 9 i#P*’d’
Cos —e" 2 T8 —e 2
2 2

ib¢09b¢ =+ o 9 o
isin—e 'z cos—e 'z
2 2

4.4. Corol'lari. Es té un isomorfisme SO(3) ~ SU(2)/{£l}; en con-
sequiéncia, cls grups de Lie SO(3) i SU(2) tenen associades dlgebres de Lie

isomorfes. A
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En la seccié anterior hem trobat condicions necessaries que han dc
satisfer les representacions de so(3); com que els grups de Lie SO(3) i
SU(2) tenen associades algebres de Lie isomorfes, so(3) ~ su(2), aquestes
condicions no només s’apliquen a les representacions de SO(3), siné també

a les representacions de SU(2). Per tant, obtenim cl resultat segiient:

4.5. Corol'lari. Sigui p : SU(2) — GL(V) una representacié compleza,
continua, unitaria, irreductible © no trivial. Llavors, p és determinada per
la dimensio de V, que és de la forma dimV = 20+ 1, amb ¢ € N, o
be £ € %N. A més a més, existeiz una base ortogonal de V, W g, ... 04, 1
operadors de V, H,, H_, Hs, associats a la representacid, tals que H 1)y =
i1, Hayy = thy, Hyy = (U —0) 0+t + Dthyyq, per a —€ <t < £, on
escrivim _g_1 := 0. En particular, els valors propis de Hs son —€, —€ +
1,0, =1,0,1,...0—1,¢. A

A continuacid, obtenim les representacions irreductibles de SU(2).

1
4.6. Teorema. Per a tot nombre £ € N o0 bé £ € §N, eristeir una repre-

sentacid unitaria irreductible p®® : SU(2) — GL(2¢ + 1,C), tnica llevat
d’isomorfisme. El pes £ de la representacio és determinat univocament com,

el mazim dels valors propis de ['operador H3 associat a la representacio.

DEMOSTRACIO. Sigui (O : su(2) — GL(V}) la representacié dc so(3) ~
su(2) de pes ¢, construida a partir d’una base ortonormal ¥_4, ... 1, d'un
espai vectorial unitari V, de dimensié 2¢ + 1, en definir els operadors Hs,

H, i H_ com més amunt.

Com que SU(2) és simplement connex, tota representacié de la seva
algebra de Lie déna lloc, en prendre exponencials, a una representaci6 del
grup de Lie. En efecte, les imatges dels operadors Ay, As i A3 que corres-
ponen als H,, H_ i Hs generen un subgrup de Lie de GL(2¢+1,C), i »(©
és un isomorfisme local de SU(2) en aquest grup dec Lie; com que SU(2)
és simplement connex, aquest isomorfisme local s’estén a un morfisme de

grups de Lie de tot SU(2) (cf. [Pi73, p. 114]). A

Abans d’obtenir les representacions irreductibles de SO(3), obscrvem

alguns exemples.
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4.7. Exemples.

¢ La representaci6 trivial SU(2) — C* és equivalent a la representacié
p@. En elecle, la representacié trivial és de dimensié 1; per tant és irre-
(0

ductible i, com que, de les representacions irreductibles, p(® és I'tnica de

dimensi6 1, han de ser equivalents.
e La representacié identitat SU(2) — SU(2) C GL(2,C) és, evi-
dentment, irreductible, i és d¢ dimensié 2; per tant, és equivalent a la rep-

1
resentacié p®) que correspon a 20 +1=2; és a dir, a £ = 3

e En general, la representacié p(1/? @ --- @ p(1/2) k vegades, és tal
que Hj té valor propi maxim igual a 5 Per tant, p(¥/2) és equivalent a una
subrepresentacié irreductible d’aquesta, i es pot obtenir de manera explicita

a partir d’un vector propi de¢ valor propi 5

4.8. Exercici. Comproveu aquest fet (cf. [Pi73, p. 120]).

Hom pot donar una altra descripcié de les representacions irreducti-
bles de SU(2).

4.9. Proposicié. Sigui P,(C) l’espai vectorial complex dels polinomis ho-
mogenis de grau n en dues indeterminades X, Y. El grup GL(2,C) actua

de manera natural en P,(C) per lo férmula

[‘CL Z} FX,Y) = f(aX +bY,cX + dY).
Per restriccid a SU(2), s’obté una representacid py, : SU(2) — GL(P,(C)),
de dimensio n+1, que és irreductible. En particular, les pp, n € N, son les

representacions irreductibles de SU(2): pp ~ pC&Y | per an+1 =20+ 1.

DEMOSTRACIO. Cal veure que la representacié py, : SU(2) — GL(P,(C))

és irreductible; és a dir, que no hi ha subespais invariants no trivials. Su-

posem, doncs, que W C P,(C), W # 0, és un subespal invariant per a py;
n

cal veure que W = P,(C). Sigui f(X,Y) =: ZakaY"_k eW,a;, € C,

k=0
0<k<n, f(X,Y)#0, un clement no nul qualsevol dec W. En particular,

existeix algun index k, 0 < k < n, tal que ap # 0.
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Per a tot ¢ € R, l'acci6 de b, sobre f(X,Y) proporciona un polinomi
de W, concretament, obtenim que

n
e mEN etheq XY TR = b, f(X,Y) € W.
k=0
Si ens pensem els productes ay X*Y ™% com n+1 incognites, i prenem n+1

valors diferents de ¢, 0 < ¢ < 2, el sistema lineal d’equacions

n
> etea Xk = e Eh, f(X,Y),
k=0
és de Cramer, amb matriu associada [¢?*¥], de Vandermonde; per tant, en
resoldre’l, obtenim que ar X*Y "% ¢ W, per a 0 < k < n; i d’aquif s’obté
que X*FY"% ¢ W, per a tot index k tal que a;, # 0.

Counsiderem, ara, un element qualsevol A := {Q _EB} € SU(2) tal

g

que aff # 0; en aplicar aquest clement a qualsevol monomi X*Y"~% ¢ W,

obtenim un polinomi de W:
(aX — BY)*(BX +ay)" % = A(XFYy"F) e W,

com que el coeficient de X™ en aquest polinomi és oszn_k # 0, en aplicar
la primera part d’aquesta prova al polinomi X*Y™~% < W, obtenim que
X™ € W. Finalment, en aplicar A al monomi X™ &€ W, obtenim que
(aX — BY)" = A(X™) € W; com que aquest polinomi és

n

(aX _ ﬂY)n — Z <Z> ak(__ﬂ)n—kayn—k7
k=0
i tots els seus coeficients sén no nuls, deduim que X*Y"~% € W, per a tot k,
0 <k <n. Aix{, W conté una base de P,(C), de manera que W = P, (C),

com voliem veure. A
Podem calcular, ara, les representacions irreductibles de SO(3).

4.10. Teorema. Les representacions unitiries irreductibles de SO(3) estan
en correspondéncia bijectiva amb els nombres naturals £ € N. Son de di-
mensid senar 20+1, i el pes £ de la representacid és determinat univocament

com. el mazim dels valors propis de l'operador Hs associat a la representacio.
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DEMOSTRACIO. Considerem la successié exacta 1 — {+1} — SU(2) 5
SO(3) — 1; per composicié amb 7, les representacions de SO(3) sén exacta-
ment les de SU(2) que sén trivials en {£1}; a més a més les representacions
irreductibles de SO(3) es corresponen amb les representacions irreductibles
de SU(2) trivials sobre {1}. Per tant, cl calcul dc les representacions irre-

ductibles de SO(3) es redueix a ohservar quines de les representacions pH

1
de SU(2),/eN,obél e §N, sén trivials en —1.

Considerem les representacions p,; és clar que la matriu —1 actua
sobre cl polinomi X*Y"~% en la forma —1(X*Y"=%) = (-1)"Xkyn-F i
per tant, p, és trivial en X*Y "% si_ i només si, n és parell. Aixd acaba la

prova, perqué n = 24, de manera que n és parell si, i només si, £ € N. A

§5. Els harmonics esferics

Una dc les primeres aplicacions del coneixement de les representacions ir-
reductibles de SO(3) és I'obtencié de bases d’espais de funcions complexes
infinitament derivables de I’esfera unitat, 52. El procediment consisteix a
considerar una representacié de SO(3) i fer el cacul de les representacions

irreductibles en que aquesta descompon.

Considerem lesfera S2? := {(z,y,2) € R® : 22 + 32 + 22 = 1} C R?,
descrita com a varietat diferenciable (analitica) mitjanant les coordenades
polars; és a dir, posem

S2=1{(0,0): 0<0<7m 0<¢p<2r},

via ¢l canvi dc¢ variables

x:=s8inf cosyp, y = sinf sin g, z:= cosf.

L’espai D(5?) de les funcions complexes infinitament derivables sobre
esfera és un subespai dens de Pespai L?(S2), de les (classes de) funcions
complexes de quadrat integrable sobre $2. En particular, indicarem una
funcié qualsevol de L2(52) per f := f(6,¢).

El primer pas consisteix a donar una representacié explicita de SO(3)
en lespai de Hilbert L%(S?).



§ 5. Els harmonics esférics 63

El grup SO(3) actua dc manera natural (per rotacions) en R?; i
Vesfera S? és I'orbita de qualsevol dels seus punts per aquesta accié; és a
dir, Desfera S2 és una de les orbites de l'accié natural de SO(3) en R3.

Doncs, obtenim una acci6 de SO(3) en S2.

Associada a aquesta accié, podem considerar 1’accié de SO(3) en

L?(S?) donada per translacions a l'esquerra:
p: SO(3) =GL(L?(5%))
g pg: L2(S%) — L2(S?)
frrfog™t
F(8,9) = F(g7H(6, ).

5.1. Proposicid. La representacid p que acabem de definir és unitdria.

z ]‘ . ’ .
DEMOSTRACIO. La mesura df) := — sinf df dp sobre I'esfera 52 és inva-
T
riant per 1'accié de SO(3) (exercici). Com a conseqliencia d’aquest fet, per

a tota funcié f(8,¢) € L2(S?) és

[ lparPao = [ |2a0,

és a dir, la forma hermitiana de L2(S?),

U@HLEM

és invariant per a p, com calia demostrar. A

A continuacié, convé estudiar la descomposicié de la representacié p
en suma directa (hilbertiana) de representacions irreductibles. Abans, pero,
és 1til obscrvar que cl subespai D(S?) C L?(52) és invariant per a p, fet
que és evident perqueé les rotacions sén infinitament derivables, de manera

que podem pensar p com una representacid
p: SO(3) — GL(D(5?%)).

Ara, per la teoria general (cf. el teorema 1.17), sabem que 1'espai D(S?)
descompon com a suma directa hilbertiana de subespais invariants irre-
ductibles, i que aquests subespais sén dc¢ dimensions senars 26+ 1, £ € N
(cf. el teorema 4.10).
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Sigui W C D(S?%) un subespai invariant irreductible de dimensié
2¢ + 1. Es tracta de calcular explicitament una base de W i, per a aixo,
convé fer el cAlcul explicit dels operadors A;, Aq, i A3 de D(S?) C L%(S?).

5.2. Proposicié. Els operadors Ay, Az, 1 Az de D(S?) associats a la re-

presentacid p admeten les cxpressions

A= sincp% + cotg 8 cos w@%@’

Ay = —coscp% + cotg 6 Sincpai(p7

0

A3 = —%

DEMOSTRACIO. Convé considerar una parametritzacié adequada de la va-
rietat analftica SO(3). Donada una rotacié qualsevol, g € SO(3), sigui
g =: glay,as,az), on (ap,as,a3) € R3 és el vector director de l'eix de
la rotacié g que té modul 0 < /a2 + a2+ a2 < 27 igual a 'angle de la

rotacié. Amb aquesta parametritzacié de SO(3), una base de l’dlgebra de
Lie so(3) correspon als camps en 'origen

9 9 0.
aal 07 6012 07 8&3 07

en efecte, les rotacions g(«y,0,0), g(0,a3,0), g(0,0,a3) sén independents
(corresponen a tres eixos independents de les cartes locals en Dorigen) i

tenen matrius

[1 0 0
g(a1,0,0)= |0 cosa; —sinaq |,
0 sina; cosay |

[ cosas 0 sinas]
9(0,02,0) = 0 1 0 ,
| —sinaz 0 cosazq |

[cosas —sinasz 0
9(0,0,a3) = | sinag  cosaz 0],
0 0 1]
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de manera que cls camps diferencials en 'origen sén

65

[0 0 0]

(ag(aboao)) — 0 0 _1 :Il
dan 0 01 0
[0 0 1

(ag(oaa230)) — 0 0 0 71'2
daz 0 -1 0 0
[0 —1 0

(ag<0a07a3)) — 1 0 0 — 1'3
das Jo |g o0 o

que és la basc que hem usat en la seccid 3 per a la descripcié de les repre-
sentacions de so(3). Aixi, una rotacié qualsevol g = g(ay, az, a3) es pot

escriure en la forma g(ay, aa, as) = exp(ay Iy + asls + asls).

Per a 1 < i < 3, A; és la imatge de I; per la representacié diferen-
cial associada a p; és a dir, A; és la imatge de I;, com a operador que
pertany a lalgebra dc Lie de p(SO(3)).

pressa A; de manera adequada: en primer lloc, és immediat comprovar

0
que A; = ((%z

El calcul general segiient ex-

exp(ar Ay + a Az + a3A3)> ; 1, en conseqliéncia,
0

)

%) 0
A = (aai exp(a1A1 +an g+ CM3A3)>O = (8aip

(o))

0

relacié que s’obté de la igualtat exp(ay Iy + aslo + asls) = g(ay, as, a3), en
aplicar p i derivar en l'origen. Finalment, per a calcular la derivada par-
'7ai7"'70)7
en lloc de g(ay, aa, a3) (fet que equival a fer la derivada direccional en la

cial respecte de a; en l'origen, podem prendre la rotacié ¢(0, ..

direccié de la corba a; =0, j #1).

;0), posem (¢",¢") := g~1(6, ).
En particular, per a una funcié f: S? — C, serd f(g71(0,9)) = f(¢',¢),

Per a la rotacié ¢ = ¢(0,...,q;,...

de manera que

of e, ¢ af 06
= (1) (0
() o (22 o,
-\ 8o, ), 00 da; ), O’

o0’ 0 o' d
(80@)0 00 Oa; ), Op

of 0¢’
Op 0oy /

és a dir,
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Ara, per a aplicar aquest calcul a cada una de les rotacions g(ay,0,0),

9(0, a2,0), ¢(0,0, az), cal calcular, en cada cas, les tres parelles de funcions

9/
(0", ¢"). De fet, només cal calcular les tres parelles de coeficients (8 ) i
0

(67}
Oy’
80@; 0.

Per a la rotacié ¢ = (0,0, a3), és, clarament, (&',

o) = (0,0 — as),
f(9 )
ot

D’altra banda, per a la rotacié ¢ = g(ai,0,0), les funcions (8, ¢’)
son caracteritzades per la igualtat

de manera que s’obté immediatament, que Asf(6,¢) =

sin &’ cos ¢’ (1 0 0 sin @ cos ¢
sinf sing’ | = |0 cosay sina sin @ sin ¢
cos b’ |0 —sina; cosag cos
i sin# cos ¢
= | cosapsind siny +sinay cosf | ;
| —sina; sind sin g + cosay cosd

per tant, en derivar parcialment respecte de a4, obtenim les relacions

/

Oy’

cos ' cos ¢’ —sin@ sing’ — =0
01 aal
! a !
P sl 0P . . .

cos @’ siny +sin#’ cosp’' —— = —sinaq; sinf sinyp + cosay cosd

(e} Oy
. 00 . . .

—sind = —cosa sinf siny — sin ay cosf

i

que, en l'origen («; = 0), proporcionen les férmules

! /
cos cosgo(gzl)o—sinﬁ singo(g;al)o—ﬂ
/ /
cosf singo(ae ) +sin 6 coscp(asa ) = cosf
Oy 0 Oay 0

/
—Sinﬁ(ae ) = —sginfsin ¢,
aal 0

dc manera que

0o’ Oy’
= ¢ i = 9 .
(3a1)0 Sin ¢, (3a1)0 cotgf cose
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Finalment, en repetir ¢l calcul per a la rotacié ¢ = g(0, as,0), obtenim

06" = —cos o¢' = cotg 8 sin
602 0 - SO7 602 0 - g (p'

En conseqiiéncia, obtenim les expressions que voliem per als operadors A;,
1<i<3. A

que

Sigui¥_g, ..., 1, com en la teoria general, una base de W, els vectors
$m 560 vectors propis de A% + A% + A2 de valor propi —£(£+1);1i, a més a
més, Hy,y, = miy,, per a —€ < m < £. Aixi, el vector ¥, —¢ <m < £, és

una solucié f del sistema de dues equacions diferencials

1 of (. , 0 1 0f _
Snd % <smﬁ%> +m8—(p2+f(€+l>f—0

—i 3 =mf,

o
que s’obté immediatament de les expressions anteriors dels A;, As, i As.

En resoldre la segona equacié, obtenim que la funcié f és de la forma
1(8,0) = e™?F(0), per a una certa funcié F(6); pero, per la forma dc la
primera equacié, podem prendre F(6) = P(cosf), per a una certa funcié

P(z), que satisfa I'equacié diferencial ordinaria

QdQP(CU)
dx?

dP(z)

(1 z%) I

—2z(1—z?) + (00 +1)(1 — 22) — m?)P(z) = 0.

En resoldre aquestes equacions, una per a cada valor de m, —¢ <

m < £, s’obté una base de W de la forma

Y, (6, 0) e'™¢ P (cos ), —£<m <Y,

1
Var

i les funcions P;*(z), per a m,{ € Z, admeten les expressions
(—|m|)! [20+1 1 o Ll dEHIMI (22 1)
Pm = —1 m ]- - 2 *
Pl =0V 2w at ) da®HTm]

5.3. Corollari. Les funcions Y;™(0,¢) =

™Y P (cos®), per a £ >0,
\/ﬂ I4 ( ) p =

—¢ < m < £, s6n un sistema complet de funcions de lespai D(S?), de
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les funcions complexes infinitament derivables de S2. Per a cada valor
de £ fix, les funcions Y;7(0,¢), per a —€ < m < £, sdn una base de la
representacid irreductible de SO(3) de dimensic 2¢ + 1. S’anomenen les

funcions esfériques. A

§6. L’equacié de Schrdinger

En mecanica quantica, una particula sotmesa a un camp central definit per
un potencial és caracteritzada per una funcié ¢ de la posicié de la particula,
el quadrat del modul de la qual representa la probabilitat de preseéncia (cf.
lexposicié segilent en aquest mateix seminari). La funcié ¢ s’anomena la

funcié d’ona.

Recordem que un camp definit per un potencial s’anomena central
quan el potencial és donat per una funcié de la forma V = V(r), on r denota
el vector posicid respecte de l'origen del camp. En aquest cas, I'equacio

d’ona satisfa 'equacié de Schrdinger

2
(oo b+ V() ) 0= B0,
on h és la constant de Plank, mg la massa de la particula (que se suposa
que és constant en mecanica quantica classica, i que és la massa en repos
en mecanica quantica relativista), E l’energia (constant) de la particula,
i A Poperador de Laplace, que en coordenades cartesianes (xz,¥,2) admet

l'expressio
92 n a2 n 0?
dx?  Oy? 0227

Posarem H := —;ZOA + V(r), l'operador d¢ Hamilton associat al
potencial V(r). Evidentment, ¢l domini de¢ definicié dec l'operador H no és
tot L2(R?), siné un cert subconjunt, D(H) C L?(R?), que conté les funcions
prou derivables (si el potencial V(r) és prou derivable). D’aquesta manera,
I'equacié de Schrdinger admet 'expressié compacta Hiyp = Et. L’objectiu

d’aquesta seccié és resoldre 'equacié de Schrdinger.
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Convé comenar per algunes consideracions generals. En primer lloc,
com que les rotacions de SO(3) actuen com a isometries de R, la mesura
de Lebesgue en R? és invariant per aquesta acci. Com a conseqiiéncia,

obtenim el resultat segiient.
6.1. Corol-lari. Sigui p laplicacio

p: SO(3) =GL(L3(R?))
g pg: AR — L2(R)
b= pgti=1pogTh

és a dir, pgp : R® — C és la funcid definida per P+ (g1 P). Llavors, p

és una representacid unitaria (continua) de SO(3). A

6.2. Proposicié. Sigui py : SO(3) — GL(L?(R™)) la representacid trivial,
definida per p1,4®(r) := ®(r), per a tota rotacid g € SO(3), tota funcid
® € L%(R™), i tot element r € RT. Sigui p» : SO(3) — GL(L%(S?)) la
representacio natural que hem anomenat p en la seccio anterior. Llavors,

p1 R p2 €s una subrepresentacio de p.

DEMOSTRACIO. El producte d’una funcié ®(r) € L2(R1), per una funcié
f(8,0) € L%(S?), és una funcié ¥(r,0,9) := ®(r)f(8,¢) € L2(R?), on
R3 es descriu en coordenades polars. Considerem el canvi de coordenades

cartesianes (z,vy, 2) a coordenades polars (r,8, ), donat per

x:=rsinf cosyp,
y :=rsind sinyp,

z:=1rcosb.

El canvi de coordenades converteix la funcié ¥ = #(r,6,¢) en una altra
funcié ¥ = ¥(z,y, 2); per tant, LR T)®L?(S?) s’identifica amb un subespai
de L2(R?); a més a més, la representacié p; ® p2 coincideix amb la restriceié
de p al subespai L2(RT) ® L%(5%). A

6.3. Proposicié. Sigui D?(R?) C L%(R?) l'espai de les funcions complezes

de R® dues vegades derivables amb continuitat. Llavors, la representacid p
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i l’operador de Laplace commuten en D?(R3); és a dir, per a tot g € SO(3)
i tota funcié ¢ € D*(R?) és py Ay = Apgip.

DEMOSTRACIO. Sigui g € SO(3) una rotacié qualsevol. Si un punt z :=

(21,72, 23) es transforma en un punt g(x) =y := (y1, y2,¥ys3), 68

3
= ng,jl'ka
k=1

on [g; ;], 1 <4,5 <3, és la matriu de la rotacié g. Llavors,

3

0 By o 9
3931« 72 dy; Oz, ;gm dy;’
de manera que

a-y 2

k=1

N‘L\J

3 3 3
Zzzgkygklayayl JZ:

k=11=1 j=1

ja que la matriu g és ortogonal i, per delinicid, és

3 .o
ST bt
kzlgk’]g"’l 7 0, sij£L

Aixo demostra que l'operador de Laplace és invariant per rotacié, d’on la
proposicié se segueix immediatament. En efecte, aquesta propietat ens diu
que, per a tota funcié 1 i tota rotacié g, és A(y o g=1) = (Ay) o g7 1; per
tant, per a tot punt P,

(pg AP)(P) = (Ap)(g~'P) = (A(s 0 g™H))(P) = (Apa))(P),
com voliem veure. A
Per definicié de camp central, obtenim el resultat segiient.

6.4. Corollari. La representacio p commuta amb ['operador de Hamilton
H associat a un camp central donat per un potencial V.= V(r); és a dir,
per a tot g € SO(3) i tota funcid » € D(R3) és p,Hp = Hp,ep. A

Ancm a procedir, ara, a la resolucié de 'equacié de Schrdinger, Hy =

Evy.
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Sigui ¥ € L2?(R®) una funcié propia de l'operador dec Hamilton,
de valor propi associat E; és a dir, sigui ¥ una solucié de l'equacio de
Schrdinger. Llavors, per a tot g € SO(3), pe¥ és una altra solucié amb el
mateix valor propi. Aixd és degut al fet que la representacié p i 'operador
de Hamilton commuten: H(pyv)) = p,Hyp = paEv = Epgip.

Considerem, ara, cl conjunt de totes les solucions de 1'equacié que
corresponen al valor propi E. Acabem de veure que aquest conjunt és un
subespai de representacié de SO(3), dins de L2(R?); i podem descompon-
drc aquesta representacié com a suma dec representacions irrcductibles. En

particular, obtindrem subespais de dimensions finites 2¢ + 1, £ € N.

En aquests subespais irreductibles, podem obtenir les bases canoni-

ques per resolucié dels sistemes

(A + A3+ ADw +£(0+ 1)y = 0,
H3’(/} = ZA?)’(/} = m'(/Ja

on m recorre U'interval —¢ < m < ¢, i on els operadors Ay, Ay, A3 sén

donats per les expressions

a 0

A e _ R

1 mgal‘g x28$37
0 0

Ay = 3318753 *iﬂaaimla
0 0

A3 = 1'267131 —331671‘2.

En efecte; recordem que, per a una representacié p de SO(3), hem

. 0 .
escrit A; en la forma A; = ( plglag,az,a3)) ] , 1 que podem usar les

80@; 0
rotacions g(0,...,a;,...,0) en lloc de g(ay, a2, a3). Sigui g € SO(3) la
rotacié ¢(0,...,a,...,0), i posem (x',y,2') := g~ *(x,y, ). Llavors, per a

3

tota funcid f(z,y, z), és

(8f(g_1(ac,y,z))> B (a_f oz’ +3_f8y’ +ﬁaz’> .
0 0

Ja; ox' day; Oy Bay 07 Oa;
Per a cada una de les rotacions g = ¢(0,...,q,,...,0), els cilculs de les
. ., 0 oy 92 . ,
derivades parcials —, ——, —— ens proporcionen les férmules

(90&1'7 (90&1'7 80@
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Ox' oz’ .
=0, = —sinasx — cosas 2,
aal aOlQ
ay/ ] ay/
= —sinazy + cosas 2, =0,
aal aOlQ
o7 o7
= —cosazy —sinasg z, = cosqs T — sin ay 2,
aal aOlQ
or' .
Bors = —slna;r+cosayy,
oy .
90 = —cosajx —sinay vy,
3
o7
:07
8a3

que, en substituir en l'origen, produeixen les expressions que volem per als

operadors Aq, Ag, As.
Cal, doncs, procedir a la resolucié del sistema
(A2 + A3+ A+ L6+ 1) =0,
Hzp = iAzyp = myp,

< m<A4.

6.5. Observacié. En fisica quantica, en lloc dels operadors anteriors convé

utilitzar els operadors d’impuls,

0
o= —jh— 1<5<3
p] ? 61:37 7.]7 )

i cls operadors de moment cinetic (o de quantitat de moviment),
L :=ihd;, 1<j<3;

amb aquests operadors, cls sistemes diferencials es converteixen en cls equi-

valents
(L2 + L2+ L2y = h24(L + 1)y,
L3y = hma,

—f<m<U¥.

Cercarem solucions del sistema que siguin de la forma ¥(r, 6, ¢) =
®(r)Y (6, ¢). Observem, en primer lloc, cl resultat segiient, la demostracié

del qual es deixa com a exercici per al lector.
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6.6. Lema. Siguin A; 2 els operadors A; que corresponen a la representacio
p2. Per a1 <1 <3, iperayp =Y, és A,(¢) = A,(DY) =PA, (V). A

Com a conseqiieéncia, obtenim una base de funcions propies de 'ope-

rador de Hamilton.

6.7. Corol-lari. Una base de funcions propies de l'operador de Hamilton

H és formada per funcions ¥7*, —€ <m < {, de la forma
Vi (r,8,90) = 2(r)Y™ (6, ¢),

on les funcions Y{™(8,¢) son les funcions esfériques 1 ®(r) satisfa Uequacid

diferencial ordindria

h (1 d <T2ccll<i>)£(€+1)$)+(V(T)E)q>:o.

 2mg \r2 dr

DEMOSTRACIO. El lema anterior ens permet assegurar que una funcié de la
forma ¥(r,0,¢) := ®(r)Y (6, ¢) és una solucié del sistema

(A2 + A+ Ay +L(L+ 1)y =0,
H3’¢ — ZAS’(/) — m¢7

pera —¢ <m </, si, 1 només si, Y és una solucié del sistema

(AT, + A2, + A3,)Y +£((+1)Y =0,
iAg,QY == mY,

pera —¢ < m < £. Per tant, una base de I’espai de representacio irreductible
en queé ens movem és de la forma ®(r)Y;"(6, ), amb ®(r) una certa funcié i
Y, (8, ¢) les funcions esleriques. Ara bé, no qualsevol funcié ®(r) és tal que
O(r)Y;™ (8, ¢) pertany a aquest espai; cal que ¥ = DY satisfaci 'equacié de
Schrdinger. Per a calcular ®(r), doncs, escrivim 'equacié de Schrdinger en

coordenades polars.

L’operador de Laplace admet ’expressio

Py 200 cowbdy 10 12w
T ar2 oy or r2 00 12002  r2sin®0 0¢?’

Ap(r,0,¢)
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per tant, si tenim en compte la relacié ¥(r,8,¢) = ®(r)Y (6, ¢), 'equacié

de Schrdinger admet l'expressié

2
- B -V)(MY(6,) =
d?®(r) 1 %Y (8, ) 1 %Y (8, )
dr? Y(H’SO)—FT_?(I)(T) 062 TQSinzb‘(I)(r) dp?
2 d®(r)  cotgd Y (6. ¢
+TY(9’S0) dr + r2 () 06

Si ara tenim en compte que cada una de les funcions esferiques satisfa el
sistema diferencial

1 8 (.  8Y(6,¢) 1 *Y(8,9)
sinf 06 <Sm6 o0 + sin2@  9¢?

U+ 1Y (8,0) =0

8(p :mf’

obtenim que ®(r) satisfa 'equacié diferencial ordinaria escrita a enunciat.

Aixd acaba la demostracidé. A

6.8. Esbds de classificacié de particules. Cal, en primer lloc, conéixer

cl valor propi E (és a dir, ¢l nivell d’energia dc la particula).

Com a exemple, ens situarem en ¢l cas d’un atom d’hidrogen; aix{, la
particula és un sol electré sotmes al camp produit pel nucli, i el nucli és un
sol proté. Les energies possibles sén els valors propis discrets de I'equacio
de Schrdinger; en aquest cas, sén de la forma E = —, per a K constant i
n € N, n# 0 (aqui, la constant K val —13.6eV).

¢ El nombre natural n s’anomena el nombre quantic principal. (Podriem]]
prendre el nivell F com a invariant en lloc de n, pero aixo dependria de les

unitats de mesura.)

A continuacié, i un cop fixat ¢l nombre quantic principal (o sigui,
fixat el nivell d’energia de electrd, o, si es vol, el valor propi de Poperador),

la particula és caracteritzada per una funcié (d’ona) de la forma 9}".

e El pes £ de la representacié s’anomena el nombre quantic azimutal,

i és £ € N, de manera que la dimensi6é de 'espai de representacié és 2¢ + 1.

e El caracter m s’anomena cl nombre quantic magnetic, i és —¢ <
m < £.



§ 6. L’equacié de Schrdinger 75

De fet, encara hi ha un altre nombre quantic, ¢l nombre quantic de
paritat, w, que s’obté en considerar que el grup d’invariancia de I'equacié
no és SO(3), siné O(3) ~ SO(3) x {£1}, i definir w :=1 0 bé w = —1
segons que la funcié d’ona 7" sigui invariant o canvii de signe en aplicar —1.
Succeeix que en cl cas d’una sola particula se satisfa la relacié w = (—1)¢, de
manera que el nombre quantic de paritat és determinat pel nombre quantic

azimutal.
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CAPITOL 6

SU(2)

PiLAR BAYER SEsSIO 2A. DEL DIA 30 D’OCTUBRE DE 1996

Les qliestions dc fisica scleccionades en aquest capitol ho han estat per raé

de la seva proximitat al temari del curs.

Cada branca de la fisica té el seu propi domini d’aplicacié. Ateses
les seves caracteristiques, es treballa en cadascuna sota suposits diferents.

Trobem, per exemple, les situacions seglients:

Mecanica classica c=o00, h=0, k=0,
Mecanica relativista c<oo, h=0, k=0,
Mecanica quantica c=o00, h#0, k=0,
Mecanica quantica relativista ¢ < oo, h#0, k=0,
Teoria quantica de camps c<oo, h#0, k=0,
Termodinamica c=o00, h=0, k#0,

on ¢, h, k denoten la velocitat de la llum en el buit, la constant de Planck
i la constant de Boltzmann, respectivament. En les seccions que segueixen
ens apropem a alguns principis 1 aspectes de la mecanica quantica i de la

mecanica quantica rclativista.

§1. Principis generals de la mecanica quantica
Comencarem per introduir la terminologia més habitual en aquest context.

1.1. Sistemes mecanics quantics. Un sistema mecdnic quantic S és

descrit per un espai de Hilbert H i un operador autoadjunt H.

Els subespais de ‘H dec dimensié 1 sén, per definicid, cls estats purs

del sistema. Escriurem 1 per designar un vector de # de modul 1, i z/A; per
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lestat que determina. Notem que cl vector ¥ esta determinat per estat
’(Z} llevat del producte per nombres complexos de norma 1, anomenats els

factors de fase.

Sovint, 'espai H és un espai de funcions de dimensié no finita; els

vectors 1 s’anomenen aleshores funcions d’ona.
El conjunt de tots els estats de S és I'espai projectiu 7 associat a H.

L’operador H s’anomena cl hamiltonia del sistema, o bé 'operador

de l’energia.

Tota magnitud fisica mesurable en 'espai d’estats porta associat un
operador autoadjunt definit en un cert domini de ‘H. La magnitud, aix{ com
I'operador, s’anomenen observables del sistema. El hamiltonia d’un sistema

n’és I’'obscrvable fonamental.

Recordem que la unitat fonamental d’accié (energia x temps) és la

constant de Planck

jo-3¢ ke m”

h = 1.05457266(63) x -

La velocitat de la llum en el buit és, exactament,

¢ = 209792458 —.
S

1.2. Evolucié en el temps. Si, en un temps ¢y, un sistema S es troba

en un estat (t), aleshores el seu estat 9)(¢) en el temps ¢ ve donat per

P(t) == e 4, on

DY Gy m

n=0
El producte tH correspon a una accid.
Aixi, evolucié en el temps d’un sistema esta controlada per un grup

uniparametric d’operadors unitaris U(t) := {e7*# | t € R}, generat pel

hamiltonia.

Un estat 1 d'un sistema mecanic quantic s’anomena estactonar: si

A~

¥(t) = 9, per a tot £ > 0.
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1.3. Teorema. Un estat 1 d’un sistema S és estacionari si, i només si, la

seva funcié d’ona 1 €s un vector propt del hamiltonia H.

DEMOSTRACIO (Esb6s). Si suposem que Hiy = E), per a un cert cscalar
E, tenim que

Y(t) = ey = TPy,

amb la qual cosa veiem que ¥ és un estat estacionari. Ara ens diu Bohr: “La
proposicié inversa d’una veritat que és una bajanada és falsa. La proposicié
inversa d’una gran veritat és certa.” Com que 'anterior és una gran veritat,

la seva inversa és veritable! [

1.4. Espectres. Siguin 7 un espai de Hilbert i A un operador autoadjunt

amb domini de definicié dens en #H. El conjunt
oa(A) == {X| 0 < dimker(4A — A\]) < o0}

s'anomena 'espectre discret de A. Els seus elements sén els valors propis
de A. Els vectors del ker(A — AT) sén els vectors propis. La dimensié del
ker(A — AI) és la multiplicitat del valor propi.

Sigui o.(A) el conjunt dels elements A € C per als quals existeix una
successié afitada i no precompacta {z }x>1 tal que

lim(Az, — Az) =0 quan k — oo.

El conjunt ¢.(A) s’anomena ’espectre continu de 'operador A. Les succes-

sions com les anteriors es coneixen amb el nom de successions de Weyl.

Tant 'espectre discret com 'espectre continu d’un operador autoad-
junt sén sempre reals. Potser val la pena observar que, segons la definicié an-
terior, cls “valors propis” de multiplicitat infinita formen part de 'espectre

continu.

El conjunt o(A) := o4(A) U o.(A) és, per delinicid, Vespectre de A.

1.5. Observables. Tal com ja s’ha dit, tota magnitud observable (per
exemple, ’energia, ¢l moment) d'un sistema mecanic quantic ve represen-

tada per un operador autoadjunt. FEls observables estan definits en certs
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dominis de H. L’espectre d’un obscrvable A és cl sistema complet de valors
que la magnitud associada a A pot prendre. Els ohservables evolucionen en
el temps segons la llei A(t) := e~"# Ae?*H . Els observables que commuten
amb el hamiltonia satisfan A(t) = A.

1.6. Nivells d’energia. En un sistema mecanic quantic, cls clements de
o(H), lespectre del hamiltonia, son els nivells d’energia. En particular, a

cada estat estacionari li correspon un nivell d’energia.

En general, els estats estacionaris d’energia positiva descriuen parti-
, Y4

cules; cls d’energia negativa s'associen a antiparticules.

Si l’espectre de H és simple (multiplicitat 1), H estara equipat d’una
base canonica ortonormal formada per funcions d’ona d’estats estacionaris.
Si la multiplicitat d’un nivell d’energia és més gran que 1, aleshores aquest
nivell i els corresponents estats s’anomenen degenerats; la multiplicitat del

valor propi s’anomena cl grou de degeneracic del nivell d’energia.

Els sistemes mecanic quantics tendeixen a assumir cls estats d’cner-
gia minima. Els estats estacionaris d’energia minima s’anomenen basics; els

altres son els estats excitats.

1.7. Postulat de Bohr. Siguin Z/AJ“ i = 1,2, estats estacionaris d’'un
mateix sistema. Si l'cstat 1&1 salta espontaniament a ’cstat ’(&2 (és a dir, es
produeix un increment o hé un descens en l'energia del sistema), aleshores
la transicié implica I'absorcié o bé I’emissi6 d’una radiacié electromagnetica

1
de freqiiencia v = Z|E1 — Es|, on h és la constant de Planck.

Com que aquestes [reqiiencies es poden mesurar experimentalment,
serveixen per contrastar la bondat d’un model matematic escollit per des-

criure un sistema fisic.

1.8. Regla de quantitzacié. Considerem un sistema classic format per
n particules. Sigui f(21,...,%3n;P1,---.P3r) €l seu hamiltonia, on les vari-
ables x; designen les coordenades cartesianes d’aquelles particules i les vari-
ables p; = m;v;, els seus moments lineals. L’operador hamiltonia del sistema

mecanic quantic associat s’obté a partir de l'operador diferencial
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h 0 h 0O
H1/1==f<x17---:v3n;—. )

7,61‘17“.77;(91'3,1

En la majoria de casos, cal prendre H = L2(R3").

Un cop portat a terme el procés de quantitzacié esmentat, sovint
g’arriba a un operador H que és essencialment autoadjunt. En aquest cas, la
seva adheréncia és 'operador autoadjunt que cal prendre com a hamiltonia
del sistema. (Un operador definit en un cert domini d’un espai de Hilbert
s’anomena essencialment autoadjunt si té una extensié Unica a un domini

més gran en el qual és autoadjunt.)

1.9. Probabilitats de transicié. En un sistema mecanic quantic, la

probabilitat de transicic d’'un estat (;‘; a un estat Z/A} ve donada per

(W, ¢) = |(, 9)I%,

on ¢, 1 sén funcions d’ona dels respectius estats. La desigualtat de Schwarz

€NS assegura que

0<|(s,9))? < 1.

Si ¢ i 1 sén ortogonals, aleshores el sistema preparat en l'estat ¢ no podra

ser observat (immediatament després de la preparacid) en Uestat 1.

1.10. Definicié. Una aplicacié bijectiva T : H — H es diu que és una

isometria si satisfa que

(TP, T) = (¢, 4), peratot v,de€H.

El conjunt dc totes les isometries de 7 forma un grup, que designem per

Aut(#) = PGL().

Tota isometria resulta de la projectivitzacié d’una transformacié uni-
taria o bé antiunitiria dc H. Es a dir, per a tota T, com abans, existeix
U : H — H, operador unitari o bé antiunitari, tal que la seva projectivitzacio
U satisfa U = T. Si Ul = UQ7 aleshores Us = €Uy per a un cert 6 € [0,27).
Si designem per U(#) cl grup de transformacions unitiries o bé antiunitaries
de H, tenim el
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1.11. Teorema. (Wigner-Bargmann) La successid segiient és exacta:

1— U(1) — U(H) — Aut(H) — 1.

Volem ara preparar la definicié de grup de simetries d’un sistema
mecanic quantic. Tots els grups de Lie que prendrem en consideracié seran

grups de Lie reals.

1.12. Definicié. Sigui G un grup de Lie. Els homomorfismes continus
p : G — Aut(#H) s'anomenen representacions projectives de G. Per a
cada transformacié p(g), sigui n(g) € U (H) una transformacié unitaria o
bé antiunitaria tal que #(g) = p(g). Si n(g) és unitaria per a tot g € G,

aleshores es diu que p és una representacid projectiva unitdria.

1.13. Proposicié. Tota representacié projectiva d’un grup de Lie connex

és una representacid projectiva unitaria.

Notem que els operadors de H associats a una representacio projectiva
de G satisfan

m(g)m(h) = w(g, h)m(gh),

per a un cert factor de fase w(g, h) € U(1).

1.14. Grup de simetries d’un sistema mecanic quantic. Donat un
sistema mecanic quantic .S, un grup G d’operadors continus de H es diu
que és un grup de simetries de S quan els seus elements commuten amb el

hamiltonia i es projecten en isometries de #H.

Si G és un grup de simetries de S, aleshores G opera en els estats
estacionaris associats a un mateix valor propi del hamiltonia. Un multiplet
és, per delinicid, el subespai corresponent a una representacié irreductible
del grup. Amb altres paraules, els multiplets associats a un mateix nivell
d’energia provenen de representacions irreductibles de grups de simetria del

sistema. En aquest punt és convenient recordar cl

1.15. Lema. (Schur) Una representacid unitdria m d’un grup compacte
G és irreductible si, 1 només si, els dnics operadors que commuten amb tots

els operadors w(g), g € G, sén homotécies.
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Situem-nos a V¥ := ker(H — EI). Sigui G un grup compacte dc

simetries del sistema i sigui
7: G — Aut(VF)

la representacié corresponent. Escrivim w com a suma de representacions
irrcductibles. Suposem que a V' hi opera un altrc operador A que commuta
amb P'accié de G. En aquest cas, A opera en els components isotipics de
7. El lema de Schur ens diu que P’accié de A en un component isotipic
irreductible és una homotecia. La ra¢ d’homotecia és el valor numeric de la

magnitud que A mesura.

§2. L’espai temps de Minkowski

Els principis de la teoria de la relativitat afirmen que el comportament dels
sistemes f{isics no depén de la referéncia inercial escollida per descriure’ls.
Els sistemes de referéncia es prenen a ’espai temps de Minkowski i els canvis
de referéncia inercials sén descrits per certes transformacions del grup de

Poincaré.

Els canvis dc referéncia incrcials donen lloc a transformacions de
l'espai d’estats del sistema. Un principi basic afirma que la probabilitat
de transici6 d’un estat ¢ a un estat 1 ha de ser la mateixa que la proba-
bilitat de transicié entre cls estats transformats ¢, després dcl canvi de

referéncia.

Aquests fets porten de manera natural a la consideracié de repre-
sentacions projectives del grup de Poincaré valorades en espais de Hilbert

(de dimensié no finita).

2.1. El grup de Lorentz. La métrica de Lorentz es defineix a l'espai

vectorial R* segons

(z,y) =2y —z'y' —2%y® — 2%°.

L’espai metric que en resulta és 'anomenat espat temps de Minkowski.
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El grup £ d’isometrics lincals de 1'espai temps de Minkowski és cl

grup de Lorentz
L£:=0(1,3).

Com a grup de Lie real, el grup de Lorentz és de dimensié 6. Té quatre

components connexos:
Ll:={AeL|A)>1, detA =1},
LV:={AeL|A]>1, detA = -1},
Lh={AeL|AJ<1, detA = -1},
Lhi={AeL]AJ<1, detA=1}.

Posem
Lo=£luct =s0(1,3), ch=rluch.

El grup £, és el grup de Lorentz especiali LT, el grup de Lorentz ortocrono.
Els elements de £ sén automorfismes que respecten la causalitat, o bé, si

es prefereix, l'orientaci6 del temps.

2.2. Teorema. Ezxisteir una successié exacta de grups
1 — Cy — SL(2,C) — £ — 1,
on Co denota el grup ciclic d’ordre 2.

El grup £ = SL(2,C) és un grup de Lie simplement connex. Es el
recobriment universal del component connex de l’element neutre del grup
de Lorentz £1.

Tota matriu de SL(2, C) és producte d’una matriu hermitica per una
matriu unitaria. Per I'aplicacié anterior, les matrius unitaries tenen per
imatge les rotacions; les matrius hermitiques s’apliquen en els impulsors.

Rotacions i impulsors sén un sistema de generadors de LL.

Les transformacions discrctes

1 0 -1 0
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formen un subgrup discret del grup de Lorentz, isomorf a Co x Cy. P
s’anomena la inversid espacial; T, la inversid temporal.

Per a cada rotacié R € SO(3), la matriu

1 0

0 R
defineix un element del grup ﬁl, de tal manera que veiem SO(3) com
un subgrup d’aquest darrer grup. Una rotacié queda determinada pel seu

argument ¢ € [0,7) i per un vector unitari n de R?, que depén de dos

parametres independents.

Les altres transformacions de £T+ que hem de tenir presents sén els

impulsors. Sigui ve R® un vector de norma v < 1. Si posem

W)= =

aleshores, la matriu

v(v) y()v!
y(v)v 13+ 7(1272_1vvt

defineix un clement del grup de Lorentz. L’efecte d’un impulsor és el de
transformar una particula en repos en una particula amb velocitat v. El
conjunt de tots els impulsors no és un subgrup. Constitueix una varietat
homeomorfa a R? (per tant, no compacta). Perd el conjunt de tots els
impulsors en una mateixa direccié v és un subgrup uniparametric del grup

de Lorentz.

Si escollim la parametritzacié donada per

v
v:=tanh w—, w €[0,00),
vl
la composicié d’impulsors de parametres wy, wo és un impulsor de parametre

w1 + we. En una base escaient, I'impulsor s’escriu

coshw sinhw 0 O
sinhw coshw 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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i veiem, per tant, que és una rotaci6 hiperbolica. El grup d’impulsors en una

direccié donada és isomorf al grup de rotacions SO(1,1) del pla hiperbolic.

Per a cada m > 0, es defineix ’hiperboloide de masses
Mpos = {p € R4 | <p,p> = m2, pO > 0}

El punt ¢ = (m,0,0,0) és de M,,,. Aquest punt correspon a una particula
de massa m situada a l’origen de coordenades espacials. El grup d’impulsors
en la direccid

W p = my(v)v

/p2 + m2 ’
opera fidelment i transitiva en M,,;. Aquest fet interpreta les particules de
I'espai temps de Minkowski que es troben a I’hiperboloide de masses que

defineix la particula ¢ donada.

Com que £T+ és un grup de Lie no compacte, car conté tots cls impul-
sors, no té representacions unitaries de dimensio finita llevat de les trivials.
(Aixo fard que els components de les funcions d’ona espinorials es trans-

formin per mitja de matrius antiunitaries).

2.3. El grup de Poincaré. S’anomena aixi el grup P dels desplaca-
ments de 'espal temps de Minkowski. El grup de Poincaré s’obté, doncs,
en compondre les transformacions del grup de Lorentz amb les translacions
de I’espai temps. Com que aquestes formen un grup isomorf a R*, es té una

estructura de producte semidirecte
P=R'eL.
Fl component connex de 1’element neutre
Pl=Rtoc!

és cl grup de Poincaré propi.

El grup de Poincaré propi és fonamental en fisica. Els diferents sis-
temes de referéncia inercials es connecten per transformacions d’aquest grup.
Els principis de la relativitat estableixen que totes les lleis de la natura han
de ser independents del sistema de referéncia incrcial escollit per al seu

estudi.
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Com veurem, les representacions irreductibles del grup de Poincaré
juguen un paper fonamental en la classificacié de les particules elementals

a energies baixes.

El grup recobridor universal del grup de Poincaré ve donat per

P és la uni6 de quatre components connexos:
PL=R‘oLl, Pl =(0,P)PI,

Pt =(0,T)PL, Pl =(0,PT)P.

Amb ¢l punt de mira posat en 'estudi de les transformacions infini-
tesimals de la mecanica quantica relativista, passem a estudiar Ialgebra de

Lie del grup de Poincaré.

2.4. L’algebra de Lie del grup de Poincaré. Com que el grup de
Poincaré P és un grup dec Lie real, per cstudiar-lo introduim coordenades
locals. A l’element neutre li associem l'origen de R°. A l'entorn del seu

element neutre, escollim
q=(a,w,¢) e R

A Tclement a 1i corresponen 4 coordenades, ja que descriu les transla-
cions; a l'element w li'n corresponen tres, car prové dels impulsors, i a
I'element ¢, també tres, car prové de les rotacions espacials. Si posem
g;(t) =(0,...,t,...,0), on la coordenada ¢ ocupa el lloc j, tenim un total
de 10 subgrups uniparametrics dc 771. En cadascun d’ells, la llei de com-

posici6 ve donada per ’'addici6 dels parametres corresponents.

Les 10 transformacions infinitesimals

d
4y i= a0)

t=0

s6n un sistema de generadors de Palgebra de Lie £P. Atesa la seva particu-

laritat se’ls déna les notacions segiients:
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—1
—po := —H, generador de les translacions temporals,
&
P1,D2,P3 generadors de les translacions espacials,
1 1 1 )
——Np,——Ny, ——Nj generadors dels impulsors,
c c c
Ji, Jo, Js generadors de les rotacions.

A partir de les definicions es demostra facilment la

2.5. Proposicié. Els generadors anteriors de £P estan sotmesos a les

relacions segtients:

[pjvpk] = [pijO] = [ijHU] = 07

[N_]vpk] = _5j,kH07 [N_]vHO] = _62pj7
[T, Pk) = — 2,00 €5.ksmPms i, Jel = = >, €ikmdm,
[Ny, Nkl =X, hmdms [T Nl = =22, €5.6m N

peral <j k,m<3.

§3. Principis de la mecanica quantica relativista

Els grups de simetries dels sistemes quantics relativistes estan estretament

lligats al grup de Poincaré.

L’equaci6é d’ona de Schrodinger és una equacié no relativista. Es va-
lida per estudiar el moviment de particules que es desplacen a una velocitat
molt més petita que la velocitat de la llum. Pel fet que en ella intervenen
la primera derivada respecte del temps i la segona derivada respecte de
les coordenades espacials, ’equacié no és invariant respecte del grup de

Poincaré.

La descripcié de fendomens fisics que es produeixen a altes energies
requereix la investigacié d’equacions d’ona relativistes. I’equacié d’ona rela-

tivista que modifica la de Schrédinger és 'equacié de Dirac. L’equacié de
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Dirac s’utilitza per descriure fendomens quantics que impliquen velocitats
suficientment altes com per donar lloc a efectes cinematics relativistes i, al
mateix temps, energies suficientment petites que fan que la creaci6 de parells
nous de particules tingui encara probabilitat negligible. Aixi, la mecanica
quantica rclativista es troba al mig entre la mecanica quantica i la teoria

quantica de camps.

I’equacié de Dirac proporciona una descripcié quantica relativista de
I'electroé i del seu espin. A partir d’aquesta equacié és com Dirac predigué
Iexisténcia del positrd. Aixod no obstant, la consideracié de 'equacié com la
propia d’'una tinica particula porta a algunes inconsisténcies. (Aquestes des-
apareixen en considerar I'equacié de Dirac en el marc de la teoria quantica

de camps, que no tractarem aqul'.)

3.1. Primeres consideracions. Prenem el laplacid de R?

92 92 0?

L’equacié de Schrodinger per a una particula lliure ve donada per

M

ot v
Pecl fet que les transformacions del grup de Lorentz de la teoria especial de
la relativitat barregen l'espai i el temps, veilem que aquesta equacié no és

invariant respecte d’aquest grup.

Per estudiar el moviment de les particules des del punt de vista rela-
tivista, Dirac cerca un hamiltonia invariant pel grup de Lorentz. Per a tal
fi, li calgué portar a terme cl calcul de v/—A, de manera que cl resultat fos
un operador diferencial de primer ordre. El procés el condui a substituir

L?(R®) per L2(R3)* i a cercar equacions en derivades parcials de la forma

o _[hef, 0 9 0N, .
5 _{i <a16$1+a26$2+aaax3)+mc ﬁ} P.

La recerca d’un hamiltonia invariant pel grup de Lorentz comporta que
les quantitats o no poden ser nombres, ja que, si fos aixi, no es donaria
la invariancia respecte del grup de les rotacions SO(3). Calculs oportuns

condueixen a la consideracié de les matrius de Dirac.
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3.2. Matrius de Pauli i matrius de Dirac. Les matrius 2 x 2 autoad-

(01 (0 —i (1 0
=1 0) 2T\ 0 ) BT o 41

formen un sistema normalitzat anticommutatiu. Sén les anomenades ma-

juntes

trius de Pauli. Les matrius 4 X 4 autoadjuntes

{0 o (1 o0

formen un sistema normalitzat anticommutatiu. Sén les anomenadces ma-

trius de Dirac.

3.3. L’operador de Dirac. L’operador de Dirac es defineix per
he o~ O
Hoyp = — > opo— +mc®Bip,
vt Oz,

on ¢ = (1,2, 103,%4), i les funcions ¥; € C§(R*\{0}) sén infinitament

diferenciables amb suport compacte.

3.4. Teorema. L’operador Hy és un operador essencialment autoadjunt
en el domini C3°(R¥\{0})*, que és dens a lespai de Hilbert L2(R®)*. Es
autoadjunt en el primer espai de Sobolev H'(R*)*. El seu espectre discret

és buit. El seu espectre continu és (—oo, —me?] U [mc?, c0).

(El primer espai de Sobolev és ¢l domini natural de definicié dels

operadors diferencials de primer ordre.)

3.5. Particules lliures. Per definicid, cl sistema mecanic quantic associat
a l'operador de Dirac Hy és el d’una particula lliure relativista de massa m.

Les funcions d’ona que en resulten s’anomenen espinorials.

La idea fisica de particula lliure correspon a la d’una particula que
no és obligada per forces externes a moure’s en un volum més petit que el
donat pel cub dc la longitud d’ona de Compton: A, = h/me. Altrament, es

produeix de seguida la creacié de parelles particula-antiparticula.

Passem a dcescriurce alguns operadors lligats a obscrvables quantics

relativistes.
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3.6. Posicié i moment. L’operador x= (21,22, 23) de multiplicaci6é per
x s’anomena l'operador de posicid estandard. De [et, consisteix en tres

operadors autoadjunts, x;, de dominis respectius
4
D(x;) = {¢ € LA(R)* | /Z |z (x)|*d®z < 0o}, peral<i<3.
k=1

L’operador diferencial de moment es defineix com
_ (092 9 9o
P= "\ 021 0y O3 )

3.7. Moment angular. Counsiderem els tres operadors de moment angu-

lar: .
i
S:= —Zg A« moment angular d’espin,
L=xAp moment angular orbital,
J:=L+8 moment angular total.

A més, necessitarem 'operador d’energia centrat
1
N := §(HOX + XH()).
Tots els operadors Hy, p,J, N sén essencialment autoadjunts a CS°(R3)%.

Per raons que quedaran clares més endavant, convé que passem ara

a determinar com evolucionen en el temps els operadors anteriors.

3.8. Evolucid en el temps. L’operador que determina I'evolucid en el
temps exp(—iHot) és un operador integral de l’espai de Hilbert L2(R3)4.
Si 9 és un estat que pertany a l'espai de Schwarz S(R)*, format per les

funcions de decreixement rapid a infinit, aleshores
1/}(t’x) = . K(tax_Y)¢(Y)d3yv
R

per a un cert nucli integral K. En l'expressié d’aquest nucli integral hi
intervenen distribucions diverses: la famosa é de Dirac, la 8 de Heaviside,

aixi com tamhé funcions de Bessel.
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I’expressié anterior permet provar que les funcions d’ona dels es-
pinors es propaguen amb velocitat inferior a la de la llum (ho tenim tot
controlat!). De totes maneres, tinicament per a estats inicials molt particu-
lars la funcié d’ona (¢, x) pot ser determinada explicitament i de manera
compacta. Aixd és degut al fet que cl terme integral ve donat per un des-

envolupament en série que és forga complicat.

3.9. Els tremolors. En cinematica rclativista classica es té la relacié

fonamental

v =c?p/E.

Aquesta relacié podria induir a pensar que c*pH;; 1 és Poperador que convé

prendre per mesurar velocitats quantiques relativistes. Si definim

iHot —iHpt
2

ca(t) = e cae

aleshores

Existeix un operador F tal que
FHy=—-HyF

i que satisfa

ca(t) = PpHy ' + F(t).

Aixi, la velocitat d’una particula lliure en un sistema quantic relativista
oscil-la al voltant del valor mitja c*pHy L Aquest valor és el de la velocitat
quan no es tenen en compte cls efectes relativistes. El fenomen es coneix

normalment com Zitterbewegung (tremolor).

Els tremolors donen sentit fisic a les matrius de Dirac. Ocasionen
que ni ¢l moment angular orbital ni ¢l moment d’espin es conservin. Es a

dir, depenen del temps. En canvi, el moment angular total J satisfa
Jit)y=1J o bé, equivalentment, [J, Ho] =0,

i és, per tant, un invariant de la teoria.
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§4. Invariancia relativista de I’equacié de Dirac.

Provar la invariancia relativista de I’equacié de Dirac vol dir provar la seva
invariancia respecte de les transformacions del grup de Poincaré propi. Aixd

es tradueix en la construccié d’una representacié continua i projectiva
m: Pl — Aut(H),

on H és ara 'espai de funcions d’ona espinorials.

Sigui 731 = PT el grup recobridor universal del grup de Poincaré.

Considerem la successié exacta fonamental
1—)C2—>ﬁ1—>731—)1,

on Cy és el grup ciclic d’ordre 2 generat per I'element (0,—14). Aconse-
guirem la construccié de la representacié projectiva del grup propi de Poin-
caré mitjancant una representacio lineal continua i unitaria del seu grup re-
cobridor universal. A aquesta hi arribarcm per integracié convenient d’una

representacié de la seva algebra de Lie.

4.1. Teorema. (Bargmann) Siguin G un grup de Lie connex 4 G el
seu recobriment universal. Escrivim é/ C ~ G, on C és subgrup de Lie
central i discret. Sigui g l'algebra de Lie de G (i també de G ). Suposem
que H?(g,R) = 0. Aleshores, existeiz una correspondéncia bijectiva entre
les representacions projectives de G 1 les representacions lineals unitaries

de G que satisfan

m(h) =M1, peratotheC.

4.2, Teorema. (Bargmann) Sigui £P ldlgebra de Lie del grup de Poin-

caré (equivalentment del grup de Poincaré propi). Aleshores
H2(2P,R) = 0.

En particular, tota representacid projectiva de 771 admet un aivecament en

una representacid lineal unitaria de 731.
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Arribats en aquest punt, podem preguntar-nos com aconseguir la
representacié lineal unitaria de Palgebra de Lie £P lligada a 1’equaci6 de
Dirac. Ho farem a partir d’observables lligats a aquesta equacié. De
I'existencia d’operadors autoadjunts que representen l'algebra de Lie del

grup de¢ Poincaré es deducix la invariancia relativista de I'equacié de Dirac.

4.3. Teorema. Els operadors Hy, p, J, N son essencialment autoadjunts en
el domini comii de definicié C§°(R*)%. Generen una representacid unitaria
w, univocament determinada, de l'algebra de Lie E’ﬁi Via laplicacio ex-
ponencial, s’obté una representacio unitaria de 731 En particular, el grup
propi de Poincaré 7?1 opera en [’espai projectiu H dels estats espinorials

que son solucic de l'equacid de Dirac.

DEMOSTRACIO (Esbds). Facilment es comprova a partir de la seva definicié
que les regles de commutacié que satisfan aquests operadors analitics sén
les mateixes que les relacions algebraiques que satisfan els generadors de
I'algebra de Lie del grup de Poincaré. Perd amb aixo no n’hi ha prou. A
més, I'operador

1 1
Q= —2H02+p2+J2+—2N2
C C

és cssencialment autoadjunt a CS°(R3). Aquest fet és suficient per garantir
que la representaci6 és unitaria, gracies a un teorema d’operadors en espais
de Hilbert, degut a Nelson. [

§5. Una classificacio relativista de sistemes mecanics
quantics

Ens proposem en aquesta seccié donar compte de la classificacié de totes
les representacions projectives irreductibles i unitaries del grup propi de
Poincaré. Al mateix temps, justificarem el fet que la representacié que hem

obtingut anteriorment és la que correspon a I'electré (quan m > 0).

5.1. Representacions irreductibles del grup de Poincaré. A fi de
determinar totes aquestes representacions, comencem per tenir en compte

lestructura de producte semidirecte
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PT=Ric L.

Es convenient escollir a PT un subgrup tancat K maximal, que prendrem
de la forma

K=R*oD,
on D és un subgrup de ct que determinarem convenientment.

Per a cada p € R?, definim el caracter de R*
xp(a) = P2 a e R

El conjunt dc caracters de R* obtinguts d’aquesta manera constitueix cl

grup dual @4, isomorf a R4.

El grup P opera a R* per automorfismes interns i, en particular,
també ho fa sobre el grup de caracters RY. Aquestes accions s’expressen
aixi:

I(b,L)(aa 1) = (ba L)((L, 1)(baL)_1 = (L(a)v 1)7

Ty xp(@) = xp(L 1) = x1p(a).

Per a cada ¢ € R, podem prendre en consideracié el grup d’isotropia
P =19 €P" | Ijxq = xo} = {(a,L) € P" | L{g) = q}-.
Es clar que 753 =R*'® Z;r, on
Ll:={LeL"|Lig)=q}.

El grup d’isotropia Eg s’anomena el grup petit.

El grup @4, sota I’accié de LT, és uni6 disjunta d’orbites O,. Per a

distingir-les, podem prendre cls punts ¢ segiients:

) g=(10,0,0), pn>0
2) q:(_uaovov )7 #>0
3) q:(O,M,0,0), #>0
4) g=1(1,1,0,0),

5) q= (_1’ 17070)7

6) g =1(0,0,0,0).
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L’drbita 1) correspon a Mp,s; Dorbita 2) s’cscriu Mye,. Aquestes orbites
descrinen particules amb massa real p/c =: m > 0. L’orbita 3) no té
significat fisic clar (hi ha persones que parlen de taquions). Les drbites 4),
5) 1 6) condueixen a la descripcié de particules amb massa inercial nul-la.

Cadascuna d’aquestes orbites té associada una mesura invariant.

Prendrem K = 75; =R*® [12 Per a cada representacié o del grup
petit podem definir

7(a, L) = xq(a)o(L).

Obtenim aixi una representacié de K. Aquesta, a la vegada, inducix una

representacié a tot el grup P

5.2. Teorema. Tota representacio irreductible i unitaria del grup de Poin-
caré PT és induida per una representacid T com Uanterior. La representacid
o, que cal que sigui irreductible, esta determinade llevat d’equivaléncies.

L’orbita O4 sota l'accid de LT estd univocament determinada.

En les aplicacions fisiques, l'orbita O, determina la massa de les

particules; la representacié o, com veurem, el seu espin.

Les representacions esmentades es visualitzen, per a cada ¢, en uns
espais de Hilbert 9M,, de dimensié infinita, anomenats espais d’estats de
Wigner. Els elements de 9, sén funcions de quadrat integrable definides
sobre cl grup P i valorades a X, lespai de la representacié o del grup petit.
En posar juntes totes les definicions donades, es comprova que els estats de

Wigner ¢ € M, satisfan I'equacié funcional
(]5(((1, L) (b’ L/)_l) = €i<q7b>U(L/)¢(av L)v

per a tot (a,L) € PTitot (b,L') € }Sj

Per acabar de comprendre aquestes representacions ens resta només
concentrar-nos en les representacions del grup petit. Per a aix0 suposarem

que g correspon a una particula de massa no nul-la.
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§6. El grup petit

El grup d’isotropia de ¢ = (£, 0, 0,0) conté totes les translacions, totes les
rotacions espacials i la simetria espacial P. Per contra, els impulsors o les

transformacions que no respecten la causalitat canvien ¢. Per tant,
L,={Ly,LpLy |U €SUQ)},  ¢=(£4,0,0,0).

El grup d’isotropia de ¢ el veiem, aixi, representat com un grup de matrius
4 x 4. Pero aquesta accié de Zq a C* és reductible. En efecte, la matriu
B = Lp commuta amb totes les altres matrius de Eq i no és una homotecia.
Per tant, pel lema de Schur, cal que la representacié matricial que estem

considerant redueixi. Les matrius

1

Q* = S(1£5)

sén projectors en dos subespais @QTC?*, @ C*, tots dos isomorfs a C2.
Aquests subespais s’anomenen dels espinors parells i dels espinors senars,
respectivament. Cadascun proporciona una representacié irreductible del
grup petit. Resta tan sols determinar totes les representacions irreductibles
de SU(2).

6.1. Representacions de SU(2). El grup SU(2) és compacte. Per tant,
totes les representacions irreductibles d’aquest grup sén de dimensié finita.
Per a cada A € SU(2), sigui

®7"A . ®7‘cQ N ®7‘cQ
la seva poteéncia tensorial r-esima. Sigui
or(A) : Sym” C* — Sym" C?

la seva restriccié al subespai, de dimensi6 r-+1, format pels tensors simetrics.
Com que SU(2) és compacte, podem dotar aquest espai d’una estructura

d’espai de Hilbert de manera que la representacié
or: SU(2) — U(Sym" C?)

sigui una representacié unitaria.
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6.2. Teorema. Les representacions o, sén totes irreductibles © tota repre-

sentacid irreductible de SU(2) és equivalent a una d’aquestes.

L’clement de I'algebra de Lie de SU(2) que correspon a les rotacions

al voltant de eix 2° és

1 .
on o3 és la tercera matriu de Pauli. Per tant, ~o.(a3) és la matriu diagonal
i

r r
-1, —=2, ... — =
T2 ’ 2

N3
N3

Per definicid, la particula associada a la representacié (x4, 0r) té massa m
(que proporciona ¢q) i espin s = r/2. Veiem, doncs, que els valors de Uespin

poden ser
1 3

s=0, =, 1, —,...

2 2

A tota particula de massa m i espin s = /2 correspon una fibra, V.1, de
dimensié 2s + 1. El fet s’interpreta tot dient que la particula en qiliestié

admet 25 + 1 estats de polaritzacio.

6.3. Definicid. L’clectrd és una particula de massa i espin donats per
m = 9.1093897(54) x 1031 kg, s=1/2.

Pot estar doncs polaritzat de dues maneres diferents.

Amb una mica més de feina, i gracies al teorema de Peter-Weyl,
podriem construir funcions per descriure analiticament els estats solucié de

I’equacié Dirac.

No obstant tot ¢l recopilat fins ara, encara no podem passar a la
descripcié directa de 'atom d’hidrogen. En el sistema quantic relativista
associat a I’atom d’hidrogen, ’electré es mou sota la influéncia del camp de
Coulomb creat pel seu nucli. En aquest cas, I'electré no és una particula

lliure. Per al seu estudi ens calen metodes pertorbatius.
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§7. L’atom d’hidrogen relativista i amb espin

La teoria dec particules sotmeses a l'accié d’un camp exterior és un primer
pas per descriure fenomens d’interaccié de particules. Els camps exteriors
exerceixen una influéncia en el moviment de les particules sense que aques-
tes estiguin pertorbades per la presencia d’altres particules. Aquest és un
concepte idcalitzat ates que, a la realitat, les particules interaccionen amb

el camp que genera el mecanisme.

Suposem que el nostre camp exterior ve donat per una matriu 4 X 4

amb entrades a L2(R3):
V(z)=(Vi;(z)), onz=/ct x).

A fi d’obtenir l'operador de Dirac pertorbat, la matriu del potencial V
s’afegeix a 'operador de Dirac lliure Hy, i s’obté 'operador de Dirac per-
torbat

H:=Hy+V.

Com que volem que el nou operador de Dirac continui essent autoadjunt,
imposem que la matriu V() sigui hermitica per a cada xz. Notem que,
d’entrada, estem considerant unicament potencials que sén independents
del temps. A fi que I'equacié pertorbada continui invariant per 'accié del
grup de Poincaré, cal que el potencial satisfaci certes condicions de simetria

sota ’acci6 d’aquest grup.

7.1. Teorema. Suposem que P(x) sigui una solucid de Uequacid de Dirac
pertorbada per mitja del potencial V(z). Sigui (a,L) € P, Aleshores la
funcié d’ona Lyy(L™Y(x — a)) és una solucid de l'equacié de Dirac amb el

potencial transformat

Vi(z) =L*'V(L " (z —a))L™".

En general, no es pot esperar aconseguir solucions de I'equacié dc
Dirac pertorbada si no s’hi introdueixen algunes simetries addicionals. Des
del punt de vista fisic, les més importants sén les simetries esferiques dels
potencials. En aquest cas, l'operador d¢ Dirac es pot simplificar a basta-

ment.
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Podem ara considerar 'operador de Dirac que defineix ¢l sistema
mecanic quantic associat a ’atom d’hidrogen relativista i amb espin. Per
a tal fi, suposem que l'atom d’hidrogen esta sotmes a ’accié d’un camp
exterior electromagnetic que és constant en el temps. Prenem com a origen
de coordenades espacials ¢l nucli de atom. Siguin ara m, e la massa i la
carrega de electrd, respectivament, i 7 = /z3 + x3 + 2 el mddul del seu

vector de posicié. Recordem que
e = 1.60217733(49) x 1071°C.

Posem 5

H .= Ho - 314.
r

7.2. Teorema. L’operador H és essencialment autoadjunt. El seu espectre

continu és (—oo,—mc?| U [mc?,00). El seu espectre discret ve donat per

{Erni}t, peran=0,1,2,...; k=1,2,3,..., on

—-1/2
o2
Eop=mc® |1+ .
n,k < (n I/~ a2)2>

El valor N = n+ k s’anomena el nombre quantic principal. A més, o =
2

e 1

ch " 137

7.3. Definicié. L’operador H és el hamiltonia del sistema mecanic quantic

relativista associat a ’atom d’hidrogen.
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CapiTOL 7

Representacions de grups de Lie se-
misimples 1 compactes

JOSEFINA DEXEUS SESSIO 1A. I 2A. DEL DIA 6 DE NOVEMBRE DE 1996

E. Cartan, a partir de la classificacié de les algebres de Lie semisimples
complexes, descriu les representacions irreductibles de dimensi6é finita cas
per cas. A principi dels anys 20, H. Weyl fa un tractament general per
metodes trascendents. Descriurem mitjancant un exemple la idea basica de

l'argument dec Weyl.

Considerem una representacié del grup de Lie SL(n,R), que és connex

i semisimple, pero no compacte, en un C-espai vectorial V' de dimensi6 [inita,
SL(n,R) — GL(V).

En diferenciar, en resulta una representacié de I'algebra de Lie sl(n,R), que
g’estén per linealitat a la complexiflicada si{n, R)QC = sl(n). Ara bé, tamhé
l’algebra de Lie real su(n) té per complexificada sl(n); aixi que, per restric-
cig, s’obté una representacié de su(n). Finalment, a través de ’exponencial,
passem a una representacié del grup de Lie SU(n), que és connex, semisim-

ple, compacte i simplement connex, en el mateix espai vectorial V:
SU(n) — GL(V).

Si, per exemple, W és un subespai de¢ V invariant per a SL(n,R), també és
invariant per a SU(n); per ser SU(n) compacte, W té un complementari
invariant que també ho és per a SL(n,R). De fet, hi ha una bijeccié entre
representacions de¢ dimensié finita de SL(n,R) i representacions unitaries
de dimensié finita de SU(n).
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Aquest pas de grups de Lie no compactes amb algebres de Lie se-
misimples a grups de Lie compactes amb la mateixa complexificacié de

I'algebra de Lie és 'anomenat unitarian trick de H. Weyl.

§1. Formes reals compactes
Nomeés considerarem grups de Lie connexos.

1.1. Proposicié. Si G és un grup de Lie real compacte, la forma de Killing

k és negativa.
DEMOSTRACIO. Per ser G compacte, en ’algebra de Lie g existeix un pro-
ducte escalar invariant per a la representacié adjunta Ad
B(AdzY,AdzZ) = B(Y, Z).
en diferenciar, s’obté que
B(ad XY, Z)+ B(Y,ad XZ) = 0,

igualtat que ens diu que els endomorfismes ad X sén antisimetrics respecte
Bi

kX, X)=tr(ad X)* = aja; =—» aZ; <0.

En particular, hem vist que els endomorfismes ad X sén semisimples

i els valors propis sén imaginaris purs.

1.2. Teorema. (Weyl) Si G és un grup de Lie real compacte i semisim-
ple, el recobriment universal G també és compacte i semisimple ([Va74, p.
345] ).

Cal remarcar, com a exemple, que cl tor és compacte perd no ho és
el seu recobriment universal (el tor no és semisimple).
Donem ara un criteri infinitesimal de compacitat.

1.3. Proposicié. Sigui G un grup de Lie real semisimple; G és compacte

st, ¢t només si, k és definida negativa.
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DEMOSTRACIO. En cls grups semisimples, la forma de Killing és no dege-
nerada, 1 només cal aplicar la proposicié 1.1 per saber que la condicié és

necessaria.

Per a la suficiéncia, cal tenir present que si G és semisimple amb
algebra de Lie g, el grup AdG = (Autg)? és algebraic amb la mateixa al-
gebra de Lie; per tant, semisimple, i que opera sobre g fidelment i preserva
k. En la nostra hipotesi, (Aut g)° és un subgrup tancat del grup ortogonal
relatiu a —k, SO(—k). Com que aquest és compacte, (Autg)? també ho
és. Segons cl teorema de Weyl, ¢l recobriment universal G també és com-
pacte 1 semisimple. Finalment, G és compacte per ser imatge continua d’un

compacte. [l

Siguin g una algebra de Lie real i g. = g @ C la seva complexificada.
La majoria de propietats es transmeten per extensi6é d’escalars i per restric-
cio. Per exemple, g és semisimple si, i només si, g. és semisimple; els rangs
de g i de la complexificada sén iguals; b és una subalgebra de Cartan de g
si, 1 només si, h, és una subalgebra de Cartan de g.; elements regulars es
corresponen amb elements regulars ... Assenyalem, només, que les subal-
gebres de Cartan de g no sén necessariament conjugades per Int g, pero en

tot cas hi ha un nombre finit de classes de conjugacié.

S’anomena g una forma real de g, i s’afegeix compacta si la forma de

Killing de g és definida negativa.
Donem ara un teorema d’existéncia i unicitat de formes reals com-

pactes.

1.4. Teorema. Si g és una algebra de Lie semisimple complexa, existeir

una forma real compacta, Unica a menys d’automorfismes de g.
DEMOSTRACIO. Podem prendre una basc de g (base dec Weyl) dc la manera
segiient:

i) H,, Vo € S, la base habitual de §.

i) Xo € 9% X_o € g7% Ya € R tals que k(Xy, X_o) = 1 (aleshores
[Xavaoc] = Ha);

iii) sie, B, a+ B € R, Nyg=—N_,_p5, on [Xqo, Xg] = NagXoqs-
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Notem ay := iHgy, by := Xo — X _q, o = i(Xy + X_4). Aleshores,
Iespai vectorial real gg =< a4, by, co >gr €és una forma real compacta de g.
En efecte, és immediat que go®r C = g i que gg és una subalgebra de Lie de
g; també k restringida a go és definida negativa, perqueé si z := > A4 +
> babatd Yala = Y. AaiHa+ 3 (Bat Ve ) Xat D (a—1Va) X —a, tindrem
k(z,x) = =33 = > (g +13) <0. O

Per exemple, les algebres de Lie su(n), so{n), sp(n) sén respectiva-

ment les formes reals compactes de les algebres sl(n, C), so(n,C), sp(n,C).

Globaliment, tenim les mateixes definicions. Si G és un grup de Lie
complex amb algebra de Lie g, i Gy és un subgrup de Lie real de G amb
algebra de Lie go C g, s'Tanomena G una forma real (compacta) de G si, i

només si, go és una forma real (compacta) de g.

1.5. Teorema. Tot grup de Lie semisimple complex admet una forma real

compacta Unica ¢ menys de conjugacio.

Per exemple, SU(n), SO(n), Sp(n) sén, respectivament, les formes
reals compactes dels grups SL(n, C), SO(n,C), Sp(n, C).

La primera part del teorema segiient examina la connexié amb les
formes reals compactes en el cas simplement connex, fet que permet donar

el resultat basic sobre les representacions.

1.6. Teorema. Tot grup de Lie compacte semisimple pot ser immers com
a forma real d’algun grup semisimple complex. Sigui G un grup de Lie
complex semisimple © simplement connex. Les formes reals compactes sdn
subgrups de Lie de G compactes i simplement connexos. Per a cada repre-
sentacid irreductible de dimensid finita p de G, la restriccid a una forma real
compacta és irreductible ¢ la classe d’equivaléncia només depén de p. A més,

la correspondéncia entre les classes d’equivaléncia respectives €s bijectiva.

En definitiva, si g és una forma real compacta de l'algebra de Lie
semisimple gc i G és la forma real compacta del grup de Lie semisimple sim-
plement connex Ge corresponent, les classes de representacions irreductibles
dels quatre objectes en un espai vectorial complex V' de dimensié finita es

corresponen bijectivament segons el diagrama
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Reps(Ge, V) —2— Reps(G, V)

| |
Reps(ge, V) 4 Reps(g, V),

on les aplicacions a, d sén les aplicacions restriccié i b, ¢ les obtingudes a

partir de la diferencial.

En particular, les representacions irreductibles obtingudes en els capi-
tols anteriors de I'algebra de Lie complexa sl(2,C) i del grup de Lie real
SU(2) es corresponen bijectivament.

§2. Tors maximals dels grups de Lie compactes

Recordem que un tor T és un grup de Lie connex abelia i compacte. Es

isomorf a dimT-copies de R/Z i admet un generador topologic.

Fixem G un grup de Lie real, compacte i connex, i T un tor maximal.

Notem per g i § les algebres de Lie respectives.

Per ser G compacte, podem escollir una metrica euclidiana en g in-
variant per a 'accié de la representacié Ad. La descomposicié associada,
g = bt @b, és invariant per a l'accié de T a través de l'adjunta (Ad);
per ser T abelia, opera trivialment sobre by, i per ser T maximal, no opera

trivialment sobre cap vector no nul de hL.

El normalitzador de T en G és un subgrup tancat de G; per tant,
és un grup de Lie compacte que conté T. El quocient Ng(T)/T s’anomena
el grup de Weyl de G associat a T. Veurem que tots els tors maximals
sén conjugats, dec manera que diferents tors maximals donen grups de Weyl

isomorfs.

Per exemple, en el grup U(n), el conjunt de matrius diagonals és un

tor maximal i té grup de Weyl isomorf al grup simetric de n elements.

2.1. Teorema. El grup de Weyl W d’un grup de Lie real G compacte @

connex és finit.

DEMOSTRACIO. Si £ és 'algebra de Lie de Ng(T') tindrem, amb les notacions



110 7. Representacions de grups de Lie semisimples i compactes

anteriors, £ = (ENHL) @ h. Perd ENht C b, ien resulta € = h. Per ser T
connex, T és la component connexa de la identitat en Ng(7T'). Finalment,
per la compacitat del normalitzador, el quocient W és compacte i discret;

per tant, finit. [

Per ser T tancat, l’espai homogeni G/T té estructura de varietat
diferenciable i I'aplicaci6é conjugacié

v:G/TXT— G
(zT,y) — xyz~*

és un morfisme de varietats compactes i connexes de la mateixa dimensid.

Ara volem calcular el grau de 1, que és un enter tal que

' H'(G) — H" " (G/T) H™(T),
wg — grauy wa T @ wr
onn=dimG ir=dmT. Per a aixo, farem us del criteri segiient:
i) Si % no és exhaustiva, grauy = 0.

ii) Si existeix g € G tal que ¥~ 1(g) = {z1,22,...,25} i ¥ és un difeo-
morfisme en cada x;, grauy = > (—=1)%, on ¢; és 1 o 0 segons si es

conserva la orientacié previament fixada o no.

La projeccié m : G — G/T indueix una aplicaci6é entre g i 'espai
tangent de G/T en el neutre, que és un isomorfisme entre h* i aquest
espai tangent. Via aquest isomorfisme, identifiquem ambdds subespais. Per

translacié, podem veure di en cada punt com una aplicacié de g en g.
El lema segiient ens posara en les condicions del criteri per calcular
el grau de 9.
2.2. Lema. Sigui a un generador de T'. Aleshores,
i) ¥~1(a) té [W| elements.
i1) det dy és positiu en aquests punts.
DEMOSTRACIO. Es clar que ¢~ (a) = {(«T, 2~ ax)}sew i que el det dy en

ol punt (zT,z " az) és cl mateix que en cl punt (z7,a). Per a tot X € b+,
Y € b, calculem
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% (zexp(tX)aexp(tY) exp(—tX)z™!)i—o(zaz™t)
=z2(Xa+aY —aX)z tzalz™?
=2(X +AdaY — AdaX)z ™!
=z((I-Ada)X +Y)z%

D’aqui veiem que det diy(, 7 o) = det(I—Ada). Es positiu perqué I —Ad a no
té valors propis reals; els valors propis sén complexos agrupats per parelles,
un i el seu conjugat. En efecte, si tingués valors propis reals, haurien de ser
+1 0 —1, ja que Ada és ortogonal. Com que a? també genera T, n’hi ha
prou amb comprovar que Ad a no té el valor propi 1. Si per a algun X € h+
f6s AdaX = X, tindriem el grup abelia i connex {exp sX };crT. Per ser T
maximal, aquest grup estd contingut en 7' i, per tant, X e hpnplt =0. O

Remarquem que en el curs de la demostracié anterior s’ha observat
que dim G/T és parella.

Conseqiiencia immediata del lema és la segilient
2.3. Proposicié. grauy = |W|. En particular, ¥ és erhaustiva.

Donem ara algunes conseqiiencies:
1) G=U,eq 2Tzt

2) Tots cls tors maximals de G sén conjugats. En particular, tenen la

mateixa dimensié, nombre que s’anomena el rang de G.
3) L’aplicacié exp : g — G és exhaustiva.

El morfisme de conjugacié 1) permet passar d’integrals sobre G a
integrals sobre T'. Ho precisem donant a continuacié la férmula d’integracio

dec Weyl, eina important en l'estudi de representacions.

2.4. Teorema. Sigui j una mesura de Hoar sobre G, normalitzada, amb
restriccid a T també normalitzada. Si f és una funcié integrable sobre G,

invariant sobre les classes de conjugacid, tindrem

1
/Gfd,u =W /Tdet(l — Ad)fdp.
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DEMOSTRACIO. Notem per dugr la mesura normalitzada obtinguda per
composicié amb la projeccié canonica de G sobre G/T i apliquem a la inte-

gral la formula del canvi de variable induit per la conjugacié ¥. Es té
1 -1
fdp = — det(1 — Ady)f(zyx™ " )duc rdur.
G W1 Ja/rxr

El teorema de Fubini déna ara la férmula buscada. [0

Cal observar que la integral del segon membre no es calcula sobre
tots els punts de T perque el jacobia del canvi de coordenades s’anul-la en
els punts, anomenats singulars, que pertanyen a més d’un tor maximal. Ara

bé, cl conjunt d’aquests punts té mesura 0.

§3. Representacions de les algebres de Lie semisim-

ples complexes

Siguin g una algebra de Lie semisimple complexa de dimensié finita, b una
subalgebra de Cartan i R el sistema d’arrels associat a h. Escollim una base
S ={ai,...,a,} de Rinotem per R el conjunt d’arrels positives.

Per a cada o € RT, escollim X, € g%, Y, € g~ tals que [X,,Y,] =
H, (les notacions habituals ... ). Si a és una de les arrels simples «;,
escriurem X;, Y;, H; en lloc de X,,, Ya,, Ha,. Notarem n = 3 g%
nT=3 8% b=bdn

Sigui p : g — gl(V) una representacié de g en un C-espai vectorial
V de dimensié qualsevol. Si A € b*, considerem V* = {v € V | p(H)v =
MH)v, YH € b}. Si VA #£ 0, es diu que A és un pes dc p de multiplicitat
dim V™ i que v € V* és un vector de pes A. Per exemple, les arrels sén els

pesos de la representacié adjunta.

3.1. Proposicié.
a) p(g*)V* = Ve va e R.
b) La suma V' = > V> és directa i V' és un g-submodul de V.
¢) Sila dimensid de V' és finita, V' = V.
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Si per a un A € h* existeix v € V? tal que p(X,)v =0, Ya € Rt (v
g’anomena vector primitiu de pes A\), v seria un vector que no augmentaria

el seu pes per 'acci6é de p. El g-submodul E generat per v satisfa:

a) Si fB1,..., B, sén les arrels positives diferents, E estd generat com
espal vectorial per elements de la forma p(Y3, )™ ... p(Y5,)™*, amb
m; € N;

b) Els pesos dc E sén dc la forma A — > | p;a;, amb p; € N, i tenen

dimensio finita;
c) dim E* = 1;
i s’anomena de pes maximal A; quan p és irreductible, coincideix amb V.

Es poden donar exemples de representacions irreductibles que no con-
tenen cap element primitiu; sén necessariament de dimensié finita, com

veurem aviat.

El teorema segient ens explica com construir representacions irre-

ductibles que admetin elements primitius.

3.2. Teorema. Ezxisteir una bijeccio entre els elements A de h* 1 les classes

de representacions de g irreductibles amb pes mazximal A.

DEMOSTRACIO. Siguin Vi i Vo g-moduls irreductibles generats per vy i vs,
vectors primitius de pesos Ay i Ag, respectivament. Cal veure que V7 1 V5
s6n isomorfs si, i només si, A\; i Ag sén iguals. FEls pesos de Vi sén de la
forma A1 — > p;5; 1 els de Vo, Ao — > p.5;, amb p;, p; € N. Les igualtats
Ao = A1 — Dopifli, A1 = A2 — D pif3; només soén possibles si p; = p, = 0
per a tot 7. Si ara Ay = Ay = A, el g-modul Vi & V5 té vy + vs per element
primitiu de pes més gran A. Es veu facilment que les projeccions de V; &V,

sobre cada component sén isomorfismes.

Reciprocament, donada A € h*, considerem la representacié de grau

1 segiient:

b=h&n— gl((e))
H — (e > AM(H)e)

X — (e —=0).
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Sigui Vi ¢l modul de Verma associat, Vi := U(g) ®u(p) (e), on U(g) denota
Palgebra envolupant de g (recordem que és el quocient entre ’algebra ten-
sorial de g i l'ideal bilater generat per x @ y — y ® & — [z,y], per a tot z,
y € g). Com a g-modul, estd generat per 1 ® e, que és primitiu de pes A.
Sigui Ny cl g-submodul de V), generat per tots cls g-submoduls propis de
V. Pot ser 0, pero sempre Ny # V). Per exemple, per a 'algebra de Lie
s[(2), segons sigui A, pot ser Ny = 0 o N, # 0. El quocient V3,/Ny és un

g-modul simple amb pes més gran A. [
Ens fixarem ara en les representacions que sén de dimensié finita.

3.3. Teorema. La bijeccid del teorema anterior indueir una subbijeccio

entre el conjunt de pesos dominants,
{Aev | A(Hy) > 0,Va € S},

i les classes de representacions irreductibles de dimensid finita.

DEMOSTRACIO. Primer observem que tot g-modul V de dimensié finita
conté un clement primitiu. En efecte, per ser V' de dimensié finita, tenim
V =@V . Com que p(g*)V* = Ve existeix A tal que per a tot o € RT,
A+« no és un pes. Per tant, n, V* = 0 hi ha elements primitius.

Si afegim V simple i v és un vector primitiu de pes A, V esta gene-
rat per v i té pes maximal A. Per tant, tota representacié irrcductible de

dimensié finita té un pes més gran.

Sigui ara V) un g-modul simple de dimensié finita generat per un
vector primitiu v de pes A. També v és un element primitiu de V) com a
sl(2) = (X4, Yy, Hy)-modul. Com que les representacions de s[(2) ja han
estat estudiades, ja sabem que A(H,) > 0, per a tot « € S.

Reciprocament, cal veure que si A és un pes dominant, ¢l g-modul
simple amb pes més gran A, V), generat per v, és de dimensié finita. Per a

aix0, cal comprovar:

i) Vy éssumade s; = (X;,Y;, H;)-submdduls de dimensié finita generats
per p(Y;)Pv, amb 0 < p <m;, m; = MH;),i=1,...,n.

ii) El conjunt dc pesos de V), Py, és invariant per a la simetria associada

amb 'arrel «;.
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iii) Py és finit.

Finalment, cl resultat es deducix del fet que cls pesos tenen multiplicitat
finita. O

Remarquem que ¢l grup de Weyl opera sobre ¢l conjunt de pesos
d’un g-modul simple amb pes més gran i que aquesta accié conserva la

multiplicitat dels pesos.

Sigui {w;}i=1,....» la base de h* dual de la base {H;}i=1,...». Els w;
s’anomenen els pesos fonamentals del sistema d’arrels R (respecte la base

cscollida §).

Els pesos dominants es caracteritzen per ser combinacions lincals dels

pesos w; amb coeficients enters no negatius.

Les representacions irreductibles amb pes maximal w; s’anomenen les
representacions fonamentals de g. Si p; és una tal representacié en el C-
espai vectorial V;, amb vector primitiu v;, tota representacio irreductible de
dimensié finita és equivalent a una de pes més gran A = >, A(H;)w;, que
és una subrepresentaci6 de

A(Hy) AMHn)
P=P1QR PR QP QR pp,

amb vector primitiu
U:Ul®“‘®U1®“‘®Un®“‘®vn.

Observem que podem substituir el g-modul V; ® - - - ® V; per la A(H;)-ésima
poténcia simetrica de V; sense canviar el pes maximal.

Per exemple, si g = s[(2), hi ha una sola arrel positiva o = 2X i un
unic pes fonamental A. La representacié natural

p: 51(2) — End(C?)

és irrcductible amb pes maximal A. Tota representaci6 irreductible de di-
mensié finita és equivalent a una de pes més gran kX, k=0, 1, 2,3, ...,

que és una subrepresentacié de

®"p : s1(2) — End(8FC?).
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Es prova que és exactament la k-ésima potencia simetrica
Sym” p : 51(2) — End(Sym" C?).

En particular, és de grau igual a k& + 1.

En usar V'unitarian trick dc Weyl, també tenim calculades totes les

representacions de dimensié finita dels grups de Lie SL(2) i SU(2).

1 3
Els fisics acostumen a parametritzar per espin s = 0, 3 1, LR
amb k£ = 2s i grau igual a 2s + 1.

§4. La férmula de Weyl dels caracters

Sigui G un grup de Lie semisimple, compacte, connex i simplement connex,
amb algebra de Lie g. Triem una subalgebra de Cartan § i notem T el tor
maximal associat. Sabem que les representacions irreductibles de dimensi6
finita de G es corresponen amb les representacions irreductibles de dimensié
finita de 1’Algebra de Lie g i també amb les de la complexificada g¢ (les
notarem amb la mateixa lletra). Per completar cls resultats de la seccié
anterior, resta calcular el caracter i el grau de les representacions de pes

maximal.

Donat que tot element de G és conjugat a un element de T, i que
els caracters sén invariants sobre les classes de conjugacié, per calcular el
caracter d’una representacié, n’hi ha prou amb fixar-se en 1’acci6é de T', que

és un subgrup de Lie tancat, abelia i connex.

Sigui px una representacié de G (o de g, o de g¢) irreductible sobre
un C-espai vectorial V de dimensié finita, de pes maximal A, i amb caracter
Xxx- Notarem cls diferents pesos dc px per p, i per m,, la multiplicitat. Per

la definicié dels pesos,
xx(expH) = Z met ) VH e p.
pE Py
Utilitzarem la notacié simbolica

YA = Z myet.

pE Py
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Si p és un pes, escriurem
Ja— w
A, = E e(w)e™t,
weWw

on e(w) = det w. Se satisfa que wA, = e(w)A,.

1
3 Y wer+ @ satisfa 6(H;) = 1,i=1,....n.

Per tant, 4 és un pes i es comprova que

As = H (e% — e_%)

a€RT

Cal remarcar que Ag :=

i també que

|As|* = 4545 = ] (e

a€RT a€RT

=[] (1 —e®) =det(1 - Ad).

aER

wR
|
[
|
vlR
S
—_—~
o
vlR
|
o
|
vlR
S
s
™
Q
|
—
g
s
®
R
|
—
g

4.1. Teorema. FEl caracter x» d’una representacio irreductible de dimensio

finita de pes més gran A és donat per

Axgs
Xx — A,

(Remarquem que As és 0 sobre els elements singulars, perd tota classe
d’elements regulars de G talla als elements regulars de T i el conjunt de

tots els elements regulars és dens).

DEMOSTRACIO. Calculem
As - xa= Z e(w)eW5~ Z myet = Z nw,uewé'“‘.
weWw HE Py weW, un€ Py

Amb atenci6, s’observa que Ay s surt en aquesta suma, dc manera que

podem escriure
A(;-X)\:TL)\A)\+5+ Z n/_ze'u‘
REPx,p#A+E

Per ser cl caracter x, irreductible, podem aplicar les relacions d’ortogona-

litat i la férmula d’integracié de Weyl per obtenir

_ 1
1:/X>\‘X>\dﬂG:/ IxalPduc = 7/ Ixal? - [As|*dpr.
G e Wl Jr
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Per l'ortonormalitat dcls e tenim, finalment,
1=n3+ L Z n?
v g
HEP, pu#X
Per forga, ha deserny =1in, =0. O
Per exemple, si g = sl(2), cl caracter dc la representacié de pes ma-
ximal kA, amb k& > 0, és donat per

e(k+ DA _ o= (k+1)A

D SRS PTIRE O

Xx =
P
Conseqiiencia de la férmula dels caracters és la férmula de les dimen-

sions que donem a continuacio.

4.2. Teorema. El grau d’una representacid irreductible de pes mazimal A

e

” ] Qo)

a€ERT 6(Ha)

DEMOSTRACIO. En principi, només s’ha de calcular el valor de y, en el
neutre, pero no és tan facil perque la f6rmula dels caracters queda indeter-
minada en el neutre i cal fer un pas al limit (de fet, As en el neutre és un

zero d’ordre ¢l nombre d’arrels positives). O

Finalment, en el cas no simplement connex, tot grup de Lie és quo-
cient del recobriment universal per un subgrup discret C contingut en cl
centre. Les representacions sén aleshores les del recobriment universal que
son trivials sobre C'. Si p és una representaci6 de pes maximal A, sera trivial

ACX)

sobre C siinomés sie = I, o sigui,

MX)e2mZ, VexpX (.

Per exemple, les representacions irreductibles de PSL(2) = SL(2)/{1, -1}
corresponen a les representacions irreductibles de sl(2) que sén poténcies

simetriques parelles.
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§5. Representacions dels grups classics

Tipus A,, n > 1.

I’algebra de Lie g = sl(n+1) esta formada per les matrius complexes
(n+1) x (n+ 1) de traca 0. El grup de Lie complex simplement connex
corresponent és SL(n + 1), que té per forma compacta cl grup de Lie real
SU(n).

Les matrius diagonals de traca 0 formen una subalgebra de Cartan b

de g. Prenem com a base de g les matrius Fy; — E;q1 511, B, i # 7.

Si A; és 'element de b* que assigna a una matriu diagonal H la

component %, I’accié de ad H sobre g,
[H, Eij] = (A — Aj)(Eij),

déna cl sistema d’arrcls R = {a; }izj, on oy := A; — A;. Escollim la basc

de R, S ={w;}iz1, n, 00 & = ;41

El grup de Weyl és isomorf al grup simetric de n elements i opera

sobre S per Si;04; = Q4.

Els H; sén les matrius diagonals amb 1 en el lloc ¢, —1 en el lloc ¢+1,

i els pesos fonamentals sén

wi=A+-t A, 1<i<n.

La representaci6é natural
p1:sl(n+ 1) — End(C™™)

és una representacié fonamental de pes maximal wy. En efecte, per a k =
1,...,n4+1, el vector e; de la base canonica de C*T! és primitiu de pes Ag;

aquests sén tots cls pesos i wy = A1 és cl més gran, perque
art-taior =AM — A

La irreductibilitat prové del fet que tots cls pesos estan a la mateixa orbita

per a l'acci6 del grup de Weyl.
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Considerem la representaci6 py, := A¥py,
pr : sl(n + 1) — End(A*C™T,
que opera per
pe(X) (e, Ao Neg ) =Xeyy Aov-Ney, +--+ei Ao A Xey, .

Els pesos de pg sén A, +-- 4+ X, 1 <4y < -+ <4 < n+1; el més
gran és A1 + - -+ A\ = wy, 1 tots estan a la mateixa orbita per a 'accié del
grup de Weyl. Aixi, les pr, 1 < k < n, descriuen totes les representacions

fonamentals de sl(n + 1).

Aquestes py sén la diferencial de les representacions fonamentals
pr : SL(n + 1) — GL(AFC" )
determinades per
pe(A)(es, A---Ney, ) = Aey Ao A Aey, .

Per restriccid, s’obtenen les del grup SU(n).

El centre de SL(n+ 1) és un grup ciclic C de n+1 elements generat,

per exemple, per exp X, amb

2 —
X = S (B = nButins) -
"+1i:1( nEni1ny1)

Tot grup de Lie no simplement connex amb algebra de Lie g és isomorf
a un quocient de SL(n + 1) per un subgrup de C de m elements. Una

representacié de pes maximal
A= )\(Hl)wl + -+ )\(Hn)wn

(posant ay := i, A(H;), utilitzarem la notacié A = a1 A1 + - + anAy)

passa al quocient quan A(X) = (2wi/m)(a1 + - - + ay) és miltiple de 274,
o sigui, quan a; + - -- + a, és miltiple dc m. En particular, per al grup

PSL(n + 1), la condicié és que a1 + - - - + a,, sigui miltiple de n + 1.
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En cl grup PSL(2), aixo significa que les representacions irreductibles
corresponen a les de 51(2) que tenen pes maximal un miltiple enter de ’arrel

positiva a.

Tipus Cn, n Z 2, (Cl - Al)

L’algebra de Lie simpléctica g = sp(n) té per elements les matrius

complexes 2n X 2n, M, tals que

; B (0 I
M!S+ SM =0, S_(_I 0).

A B
C —At)°

El grup de Lie simplement connex corresponent és el grup simpleéctic

Sén matrius del tipus

amb B i C simetriques.

Sp(n,C), format per cls automorfismes de C?" que dcixen invariant una
forma bilineal antisimétrica no degenerada @ (no depeén de Q). Té per

forma compacta el grup Sp(n) = Sp(n,C) N U(2n).

Prenem com a subalgebra de Cartan b de g les matrius amb A4 dia-
gonal, B=01iC =0. Unabascde h és By — Erpypntss, ¢ = 1,...,n. El
sistema d’arrels associat és B = {£\; £ A;j}1<; j<n, 1 escollim com a base

de R, § = {Xi — Ait1}i<icn U {225}

El grup de Weyl és isomorf al producte semidirecte del grup simetric
de n elements pel grup (Z/27)".

La base de h corresponent a S soén les matrius diagonals H; que, per
al<i<n,tenen lencllloci, —1en clllocz+41; mentre que, per a< = n,

tenen 1 en el lloc n. Els pesos fonamentals sén

Wi = A1+ Ay 1<:<n.

La representaci6é natural
p1 : sp(n) — End(C?™)

és una representacio fonamental de pes maximal wy. En efecte, els pesos sén
{£Xi}1<i<n, A1 = w1 és cl més gran, i tots pertanyen a la mateixa orbita

per a l'acci6 del grup de Weyl.
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Les representacions pp = A¥p;, 1 < k < n, tenen pes maximal
A1+ -+ A = wyg; pero ara no son irreductibles. Cal restringir al g-
submodul generat per I'element primitiu ey A --- A eg, que és el nucli de la
contraccié
¢t AFCP — AFTECPR

definida per

Ge(vr A Avg) = QUi v) (1) T g A Adi A Ay A A
1<j
. 2n 2n
Aquestes representacions fonamentals tenen grau s) " \e_9)
Les representacions de I’dlgebra de Lie sp(n) obtingudes sén les dife-

rencials de les representacions fonamentals del grup Sp(n, C). Per restriccid,

s’obtenen les de la forma compacta Sp(n).

El centre del grup Sp(n, C) té dos elements, T i —I = exp X, on
n
X =i <Z(Eu‘ - Ei+n,i+n)> :
i=1

Una representacié de Sp(n,C) de pes maximal A déna una representacié
irreductible del grup PSp(n,C) si A(X) = wi(a1+- - -+a,) (s6n les mateixes
notacions que en cl tipus A,,) és miiltiple dec 27, o sigui, si a1 + - -+ ay, és

parell.

Tipus B, n > 2, (B; = Ay).

I’algebra de Lie g = s0(2n + 1) esta formada per les matrins com-
plexes 2n + 1 x 2n + 1, M, tals que

0 I, 0
M!S+ SM =0, S=[1, 0 0
0 0 1

Sén matrius del tipus

A B a
c —A' b,
- —at 0
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amb B i C antisimetriques. El grup de Lie simplement connex corresponent

és el grup Spin(2n+1,C), que té per forma compacta el grup Spin(2n+1).

Prenem com a subalgebra de Cartan § de g les matrius diagonals
i com a base del sistema d’arrels associat, a; = A\ — A1, 1 < @ < n;

O 1= Ap-

El grup de Weyl és isomorf al producte semidirecte del grup simeétric
de n clements pel grup (Z/27)™.

Els pesos fonamentals sén

1
Wi =A1 4+ A, 1< <nj wnzi()\1+"'+)\n)-

La representacié natural
p1:s0(2n +1) — End(C?" 1)
té pesos X, 0; el pes més gran és Ay = wy.-

Més en general, pera k = 1,...,n—1, les representacions py := A¥p;

tenen pes més gran Ay + - - -+ Ay = wg. S6n irreductibles perque la dimensié

<2n ]:_ 1> concorda amb la férmula de dimensions.

Ara bé, si k = n, la corresponent A"p; també és una representacid
irreductible, pero té pes maximal Ay + --- + A,, = 2w,,. Per tant, la repre-
sentacié fonamental de pes maximal w, no pot ser obtinguda per aquest
procediment. Aquesta tltima representacié és 'anomenada representacio

espin; 'obtindrem recordant la relaci6 entre les algebres de Lie ortogonals i
les algebres de Clifford.

Donats ’espai vectorial V := €271 i la forma bilincal simetrica no
degenerada @ de matriu S, considerem el quocient entre ’algebra tensorial
de V i l'ideal bilater generat per v ® v — Q(v,v) - 1, per a tot v € V.
Es una algebra associativa, unitaria, de dimensié 22"*!, Z/2Z-graduada,
C(Q) = C(Q)P !l @ C(Q)**"", anomenada 1'algebra de Clifford associada
aVia@.

L aplicacié de A2V a C(Q), que assigna a a Ab 'element a.-b—Q(a, b),
combinada amb 'isomorfisme entre A2V i s0(2n + 1), que assigna a a A b
Pendomorfisme ¢,np(v) = 2(Q(b,v)a — Q(a,v)b), inducix una immersié de
s0(2n 4+ 1) en C(Q)P*°!, com a subalgebra de Lie.
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D’altra banda, la descomposicié natural de V, V. = W e W’ ¢ U,
on W i W’ sén subespais isotrops de dimensié n i U és un subespai de

dimensié 1 ortogonal a W i a W/, determina un isomorfisme d’algebres
C(Q) =2 End(AW) @ End(AW)', tal que C(Q)P*" ! = End(AW).

S’obté, aixi, una representacié de dimensié 2™
Pn i 50(2n 4+ 1) — gl(AW),

en la qual tots cls vectors de la basc canonica de AW, ef =e;; A--- Aeyy,
s6n primitius de pesos %(Zze oYY jer Aj). Tots aquests pesos pertanyen
a la mateixa orbita per a 'accié del grup de Weyl i el més gran és w,.

Les representacions de lalgebra de Lie so(2n + 1) obtingudes sén
les diferencials de les representacions fonamentals del grup de Lie complex
Spin(2n + 1,C). Per restriccid, s’obtenen les de la forma real compacta
Spin(2n + 1).

El centre del grup Spin(2n + 1,C) té dos elements, I i —T = exp X,
on X = 2wi(E11 — Ent1,n+1)- El quocient és el grup ortogonal complex
SO(2n+1,C) = PSO(2n +1,C). Una representacié de pes maximal

A= )\(Hl)wl + -+ )\(Hn)wn

passa al quocient quan A(X) = 2wi(a; + - - - + ap,) és multiple dec 274 (sén
les mateixes notacions que en el cas A,,), cosa que succeeix sempre perque

els coeficients A\(H;) sén enters positius.

Per restriccié, s’obtenen les representacions fonamentals de la forma,

compacta SO(2n + 1), que sén
pr 1 SO(2n + 1) — GL(AFC? T,
determinades per
pu(A)(es, Ao Nej )= Aey, A---ANAe,, k=1,...,n—1;

més la representacid espin.

Aquests resultats sén aplicables al cas n = 1; hi ha una sola represen-

tacié lonamental, que és la representacié espin, amb pes maximal la meitat
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de inica arrcl positiva. Si comparem amb la seccié anterior, constatem,
en particular, que les representacions del grup ortogonal SO(3) sén les que

provenen del seu recobriment simplement connex, SU(2).

Tipus Dn7 n > 4, (D2 = A1 X A17D3 = A3)

L’algebra de Lie g = s50(2n) esta formada per les matrius complexes

2n X 2n, M, tals que

t _ (0 I
M'S+SM =0, S—(] R

Sén matrius del tipus

(é _it) B'=-B,C'=—C.

El grup simplement connex corresponent és ¢l grup Spin(2n, C), que té per
forma compacta el grup Spin(2n).

Prenem com a subalgebra de Cartan § de g les matrius diagonals. El
sistema d’arrels associat és R = {£(X\; — A;), £(Ap + Ag) bicjp<q, 1 escollim
la base a; := A; — Mg, 1 <4< ay i= A1 + Ap.

El grup de Weyl és isomorf al producte semidirecte del grup simetric

de n elements pel grup (Z/2Z)"~*.
Els pesos fonamentals sén
. 1
wi=Art+-+A,1<i<n—1; wy 1= 5()\1+"'+)\n71_)‘n);

1

A partir de la representacié natural
p1 : 50(2n) — End(C?")

considerem, per a k = 1,...,n — 2, les representacions py, := AFp;. Tenen

pes dominant wy, i sén irreductibles.

Les representacions fonamentals que manquen, p,_1 1 pn, les ano-

menades representacions espin, les obtindrem a partir de la relacié amb
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I'algebra de Clifford associada a l’espai vectorial V' := C?" i a la forma

bilineal simetrica no degenerada @ de matriu S, igual que en el cas senar.

La descomposicié natural de V., V= W & W’, on W i W’ sén sub-
espais isotrops n-dimensionals de V', determina un isomorfisme d’algebres
C(Q) = End(AW) tal que C(Q)P2e" = End(APe¢!) @ End(A**"*" W ). Per
tant, la immersié de s0(2n) en C(Q)?* ! com a subalgebra de Lie inducix

dues representacions de dimensié 271
Pn_1:50(2n) — gl(AP" WY p,, i s0(2n) — gI(ATTW),

que sén irreductibles i tenen pes maximal w,_1 1 w,, en el cas que n és

senar; quan n és parell és al contrari.

Les representacions de ’algebra de Lie s0(2n) obtingudes sén les di-
ferencials de les representacions fonamentals del grup de Lie Spin(2n, C).

Per restriccid, s’obtenen les de la forma compacta Spin(2n).

El centre del grup Spin(2n, C) és d’ordre 4; és isomorfa Z/2Z X Z/27Z,
sin és parell,ia Z/47Z, sin és senar. En ambdds casos, notem els 4 elements
per £1,tw; és —1 = exp X, amb X = 27wi(Eyy — Epqint1) 1w = exp?,
amb Y = i} (Ej; — Entjnts)-

El quocient de Spin(2n,C) pel centre és el grup PSO(2n,C). Una
representacio de pes maximal X passa al quocient quan la suma a+---+a,

(s6n les notacions anteriors...) és parella.

El quocient pel subgrup {1} és el grup ortogonal SO(2n,C). Igual
que en cl cas senar, totes les representacions amb pes maximal passen al

quocient.

Per restriccid, s’obtenen les representacions fonamentals de les formes

compactes PSO(2n) i SO(2n).

En el cas n parell, hi ha dos grups més amb algebra de Lie so(2n), que
sén els quocients pels subgrups del centre, {1,w} i {1,—w}. En el primer
cas, una representacié amb pes maximal passa al quocient quan la suma
a1 + -+ + a, és parella; en el segon cas, quan aquesta suma menys n/2 és

senar.
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CapiTOL 8

Grups reductius

MONTSERRAT ALSINA  SESSIO 1A. DEL DIA 13 DE NOVEMBRE DE 1996

§1. Sistemes d’arrels i dades d’arrels

1.1. Definicid. Una dada d’arrcls és una quadrupla ¥ = (X, ®, XV, ®V) on
X i XV sén grups abelians lliures de tipus finit, duals per a un aparellament
{(): XxXVY = Z,i®1i®Y s6n subconjunts finits de X i XV, respectivament,
i hi ha una bijeccié @ — oV dc ® sobre ®V. Per a o € ®, posem 54 i 5ov cls
endomorfismes de X i XV, respectivament, definits per so(z) = 2—(z,a¥ )

i sov(u) =u— (a,u)a". Aleshores, s’han de satisfer els axiomes segiients:
DAl Va € ® tenim {a,a") = 2;
DA2 Vo € ® tenim $,(®) C @ 1 s,v(®Y) C @Y,
0, equivalentment,
DA2" a)Va € ® tenim s,(P) C D;
b) els s, generen un grup finit.
Observem que de la definicié es dedueix que s2 = id i s,(a) = —a (i

similarment per a sqv). Es clar, també, que & = (XY, @V, X, ®) també és
una dada d’arrels, la dual de I'anterior.
Sigui @ el subgrup de X generat per ® i denotem per Xj el subgrup

de X ortogonal a @V, V =Q®Q, V, = Xo ® Q. Es defineixen similarment
els subgrups QV, X de XV i els espais vectorials V'V i V}’.
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Diem que ¥ és semisimple si X = {0} i toral si @ és buit.

Es demostra que @ N Xy = {0} i que @ + X és d’index finit en X.
Aleshores V'V es pot identificar amb ’espai dual de V. Si s’identifica &
amb d®1 CV, ® £ 0, es veu que ® és de fet un sistema d’arrels en V.

Recordem la definicid.

1.2. Definicié. ® és un sistema d’arrels si satisfa:
(2) ® és finit i genera V; a més, 0 ¢ ®;

(2) Va € @ hi ha a¥ € VV tal que {(a,a") = 2 1 tal que laplicaci6 s,
estabilitza ®;

(3) Yo € ® tenim oV (P) C 7.

Les aplicacions s,, generen el grup de Weyl de @, W(®), un grup finit
de transformacions lineals de V, i s’identifica amb el grup d’automorfismes

de X generat per s, i cl grup d’automorfismes de XV generat per sqv.

Aixi, si ¥ és una dada d’arrcls no toral, & s’anomecna cl sistema
d’arrels de .

1.3. Relacié entre sistemes i dades d’arrels. Sigui & un sistema
d’arrels al Q-espai vectorial V. Aleshores, hi ha un nombre finit de dades
d’arrels semisimples (X, ®, XV, ®V), amb X € V, XV C VV. Posem Q
i QY les rets de V i VV generades per ® i &V, respectivament, i definim
P={xe V] (z,av) eZ Ya e ®}iP¥ dc forma aniloga. Aleshores
Q C P, P/Q és un grup finit i X ha d’estar contingut entre @ i P i per
a cada X aix{, hi ha un dnic XV, entre PV i QV, que ens doni una dada
d’arrels (X, ®, XV, ®V).

1.4. Propietats dels sistemes d’arrels.

1
a) Sia € @1 A € P, aleshores A = :I:l,:l:i,:I:Q. El sistema d’arrels
P es diu que és reduit si, Va € @, els tnics multiples de o a ® sén
+a. A cada sistema d’arrels se li poden associar dos sistemes d’arrels

reduits (treient cls miltiples més alts, o més baixos, de «).

b) ® és la suma dirccta dels sistemes d’arrcls @ ¢ V/'i ®” ¢ V" si
V=Va&V"i® =32 Ud". Pera dades d’arrels la definicié és
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analoga. Un sistema d’arrcls es diu que és irreductible si no és la
suma directa de dos subsistemes. Cada sistema d’arrels és una suma

directa de sistemes irreductibles.

c¢) Els tnics sistemes d’arrels irreductibles sén els usuals:
An (n Z 1)7 Bn (n Z 2)7 Cn (n Z 3)7 Dn (n Z 4)7 E67 E77 E87 F47
Go.

d) Per a cada dimensié n hi ha un tnic sistema d’arrels irreductible no

reduit, i es denota BC,,.

1.5. Cambres de Weyl, bases i diagrames de Dynkin. Sigui® C V
un sistema d’arrels, i ¢l pensem dins de Vg = V ®g R. Les cambres de
Weyl a Vg sén les components connexes del complementari de 1a unié dels

hiperplans ortogonals a les arrels (se’n diuen hiperplans singulars).

* El grup de Weyl W(®) actua de forma simplement transitiva en el
conjunt de cambres de Weyl (i.e. permuta les cambres transitivament

i lestabilitzador d’'una cambra a W es reducix a la identitat).

A cada cambra de Weyl C se li pot associar un ordre de les arrels:
a>0% (z,a") >0V € C Aleshores, denotem per T el conjunt d’arrels
positives i per @~ el conjunt d’arrels negatives. Diem que una arrel és
simple (per a l'ordre donat per ) si no és la suma de dues arrels positives.

El conjunt d’arrcls simples, A, s’anomena una basce del sistema d’arrels.

* Cada arrcl és una combinacié lincal entera d’arrcls simples, amb tots

els coeficients del mateix signe.

Una cambra de Weyl fixada determina una base, a la qual se li associa

un diagrama de Dynkin.

* Els 84, per a a € A, generen W(®), i sovint s’anomenen reflexions fo-
namentals. Més precisament, (W, (8o )aeca) és un sistema dec Coxeter.
Com a tal, té un graf associat, que coincideix amb el graf que se li

associa per a construir el diagrama de Dynkin.

* El diagrama de Dynkin no depen, llevat d’isomorfisme canonic, de

Ieleccié de la cambra de Weyl C.

Aixi, llevat d’isomorfisme, és equivalent: fixar una cambra de Weyl,
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fixar un ordre de les arrels, fixar una base, i fixar un diagrama de Dynkin.

Diem que una basc A és connexa si no es pot escriure com a unié
disjunta A =A"U A" on (A" +A")NA=0.

* @ és irreductible & A connexa < diagrama de Dynkin connex.

Sigui ¥ una dada d’arrels tal que el seu sistema d’arrels associat, @,
és reduit. Sigui A una base de ®. Aleshores, ® i &V queden univocament
determinats per A, i podem posar ¥ = (X, A, XV, AY) la dada d’arrcls amb

base.

§2. Grups algebraics reductius. Cas absolut

Per grup algebraic entendrem un subgrup algebraic del grup GL,,, les ma-
trius invertibles d’ordre n. Escriurem sovint &,, = GL1, i G, designara cl

grup additiu de dimensié 1.

Per al cas absolut, sense tenir en compte el cos base, podem pensar

que és un subgrup d’algun GL(n,{2), per a § cos algebraicament tancat.

2.1. Definicié. Un grup algebraic T és un tor si és connex i se satisfan les

condicions equivalents segiients:
(1) T esta format per elements semisimples;
(2) T és diagonalitzable;

(3) T és isomorf al producte de n copies de G, (on n = dimT).

Sigui G un grup algebraic. Un caracter de G és un morfisme de
G a G,,. El conjunt de caracters, amb la llei de composicié definida pel
producte a G, és un grup commutatiu de tipus finit, lliure si G és connex,
i ¢l denotem X*(G). Un grup multiplicatiu d’un parametre de G és un
morfisme G,, = G. Si G és commutatiu, el conjunt de grups multiplicatius
d’un parametre, amb la llei de composicié definida pel producte dels valors,
és un grup multiplicatiu lliure de tipus finit, s’anomena grup de cocaracters
i el denotem X, (G). Si G =T és un tor, cls grups X*(G) i X.(G) sén grups

abelians lliures de rang igual a dimT'.
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Un morfisme de grups algebraics ¢ : G — G’ inducix candnicament
morfismes ¢* : X*(G') = X*(G) 1 ¢ : Xu(G) = X.(G).

Denotem, com sempre, G° la component connexa de la identitat.

2.2. Definicions. El radical d’un grup algebraic connex G és cl subgrup
distingit tancat connex i resoluble maximal. El radical unipotent d’un grup
algebraic connex G és el subgrup distingit tancat connex i unipotent max-
imal. GG s’anomena semisimple si el radical de la component connexa de la
identitat R, (G?) és la identitat.

2.3. Definicié. Un grup algebraic G s’anomena reductiu si se satisfan les

condicions equivalents segiients:
1) el radical és un tor,

2) G té una representacié lineal de nucli finit completament reductible.

A partir d’ara, sigui G un grup algebraic lineal reductiu connex.

Si § és un subtor qualsevol de G, podem definir el sistema d’arrels
®(G, S), de G respecte S, com el conjunt de caracters de S no trivials que
apareixen quan es diagonalitza la representacié de S en 'algebra de Lie g

de G, on S opera via la representacié autoadjunta.

2.4. Dada d’arrels associada. Fixem ara un subtor maximal T de G.
Associarcm al parell (G,T) una dada d’arrels ¥(G,T) = (X, ®,XV,®Y), a

partir del sistema d’arrels associat ®(G,T), de la forma seglient:

e X = X*(T), el grup de caracters del tor, que és un grup abelia lliure
de rang finit.

e XV = X.(T), el grup de cocaracters del tor o grup de subgrups
multiplicatius d’un parametre de T, és a dir, el grup d’homomor-
fismes (de grups algebraics) GL; — T. XV es pot posar en dualitat
ambh X per aparellament (,) que ve definit per : si z € X*(T),
u € X, (T), aleshores z(u(t)) = t{&% (t € Q%).

e & =®(G,T), el sistema d’arrels de G respecte T

e &V é&s un conjunt d’homomorfismes oV : GLy — G, per a cada
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a € @, de forma que determinen uns grups unipotents que denotem
U,.

Anem a descriure-ho explicitament. Sigui o € ®, i sigui T}, la com-
ponent de la identitat en el nucli de «. T, és un subtor de codimensié 1. El
centralitzador Z,, de T,, a G és un grup reductiu connex amb tor maximal T'.
Considerem cl seu grup derivat G ; és semisimple de rang 1, és a dir isomorf
a SL(2) o PSL(2). Hi ha un 1inic homomorfisme ¥ : GL; — G, tal que
T = (Im aV)T,, i {a,a") = 2. Aquests homomorfismes a constitueixen
®V. A cada o € ® se li associa un homomorfisme dc grups algebraics

univocament determinat

-1

Zo : G, = G, tal que tz,(u)t™ = 2,(t%), perat € T,u € L.

Posem U,, = Im(z,) i sigui X,, € g un vector no nul tangent a U,,. Aleshores
g=Lie(T)® >  QX,.

aed
Es comprova que es satisfan DA1 i DA2’. A més, el sistema d’arrels ® és

redult.

Sigui B un subgrup de Borel, és a dir, un subgrup tancat resoluble
connex maximal, que contingui T. Hi ha un 1inic ordre de les arrels ® tal
que B és generat per T i els U, amb « > 0, la qual cosa determina una
base. Aix{, a la tripleta (G, T, B), li podem associar un sistema d’arrels amb

base, la basc determinada per 'ordre associat en funcié de B.

Per a qualsevol basc A, si prenem totes les arrels, enlloc de prendre

només les positives, es té que els U,, amb a € A, juntament amb 7', generen
G.

2.5. Isogénies. Una isogeénia ¢ : G — G de grups algebraics és un
homomorfisme (racional) exhaustiu amb nucli finit. Siguin ara G i G’ grups

reductius, i T un subtor maximal de G.

2.6. Definicié. Una isogeénia central ¢ : G — G’ és una isogénia que
indueix un isomorfisme de grups algebraics de U,, en la seva imatge, Vo € ®.
Equivalentment, d¢(X,) # 0 per a tot o € ® (on d¢ és 'homomorfisme
indult a 'algebra dec Lie). La imatge T' = ¢(T') és un subtor maximal dc

G’; aixi, diem que ¢ és una isogénia central de (G,T) sobre (G',T").
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2.7. Morfismes de dades d’arrels. Siguin ¥ = (X, ®, XV, ®V) i ¥ =
(X', @, (X")V,(®")V) dues dades d’arrels. Un homorfisme f : X’ — X

s’anomena una isogenia de ¢’ a ¥ si
(a) f és injectiva i Imf té index finit a X,

(b) f indueix una bijeccié de &' sobre ® i la seva transposada ! f indueix

una bijeccié entre Y i ($')V.

Observem que ' f també és una injeccié amb conucli finit de XV a (X')V.

Posem f(¢) = ¢* 'homomorfisme induit en els grups de caracters,
f(@) : X*(T") = X*(T).

2.8. Proposicié.

a) Si ¢ és una isogénia central, aleshores f(¢) és una isogénia entre les
dades d’arrels que hem associat o (G, T) i (G',T").

b) Si¢i¢ sdnisogénies centrals de (G, T) sobre (G',T') tals que f(¢) =
f(&"), aleshores existeiz t € T tal que ¢’ = ¢ o Int(t).

Per a demostrar-ho s’utilitza que un isogeénia queda completament
determinada per la seva restriccié a T i a U, per a o € A (ja que aquests

generen G).

2.9. Teorema.

a) Per a qualsevulla dada d’arrels U que tingui sistema d’arrels associat
reduit, existeizen un grup reductiv G i un tor mazimal T de G tals
que ¥ =¥(G,T). La parella (G,T) és tinica llevat isomorfisme.

b) Siguin les dades d’arrels ¥ = (G, T) i1 ¥ = (G, T"). Si f és
una isogénia de O’ a U, aleshores existeir una isogénia central ® de
(G, T) a (G, T") amb f(¢) = f. Dues tals isogénies difereizen en un
automorfisme Int(t), per a t € T, de G.
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§3. Grups reductius amb cos base k. Cas relatiu

Siguin k& C Q un cos, k la clausura algebraica de k en Q1 k, la seva clausura
separable. Un grup algebraic lineal G que esta definit sobre k£ s’anomena un
k-grup; denotem per G(k) els seus punts k-racionals. Si A és una k-algebra,
posem G(A) = Homy(k[G], 4).

3.1. Definicié. Siguin G i G’ k-grups. Es diu que G’ és una k-forma de
G si G 1 G’ s6n isomorfs sobre ). Per exemple, per a k =R, U(n) és una
k-forma de GL(n).

3.2. Definicié. Un tor T s’anomena k-split si estd definit sobre k (és a dir,
és un k-tor) i és k-isomorf a un producte de grups G,,. Observem que un
k-tor sempre és k-split. Si T estd definit sobre k, aixd és equivalent a dir
que T sigui diagonalitzable sobre k, a dir que X*(T) = X*(T), i a dir que
X (T) = X.(T)y.

3.3. Definicions. Sigui G un k-grup reductiu connex. Es diu que G és
quasi-split si conté un subgrup de Borel definit sobre k. Es diu que G és
split sobre k si té un subtor maximal definit sobre k i k-split. Observem
que split implica quasi-split.

Siguin G' un k-grup reductiu connex, S un k-subtor de G k-split i maximal
amb aquestes propietats; de fet és unic llevat de conjugacié per un clement
de G(k). La dimensié de S s'anomena el k-rang de G. El sistema d’arrels
associat a (G, S) s’anomena el sistema d’arrels de G relatiu i es denota per
P (és un sistema d’arrels en el sentit habitual i genera un subespai V' de
X*(S) ® Q). El seu grup dc Weyl s’anomena grup de Weyl relatiu i es
denota per ;W. Denotem per N(S) i Z(S) els k-subgrups normalitzador
i centralitzador de S a G, respectivament. El quocient N(S)/Z(S) actua
sobre P i sobre V; de fet es pot identificar amb W, i qualsevol classe pot

ser representada per un clement de N(S)(k).

3.4. Subgrups parabolics. Un subgrup parabolic P d’un grup algebraic
G és un subgrup tancat tal que G/P és una varietat projectiva. Equiva-
lentment, P és parabolic si conté un subgrup de Borel de G. Per a G un

k-grup reductiu, cls k-subgrups parabolics minimals sén conjugats sobre k.
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Si P n’és un, aleshores existeix S, un tor maximal k-split de G, tal que P
és el producte semidirecte de k-grups P = Z(S) - R, (P). Hi ha un ordre
de 1P tal que P és generat per Z(S) i els grups unipotents U, amb « > 0.
Els k-subgrups parabolics minimals que contenen un S donat corresponen
a les cambres de Weyl de (@, i sén permutats de forma transitiva (simple)

pel grup de Weyl relatiu.

Fixem un ordre de @ i sigui ;A la basc de 1P que defineix. Per a
qualsevol subonjunt 8 C A, denotem per Py el subgrup generat per Z(S)
iels U, on o € . ® és una combinacié lineal de les arrels de ;P tal que per
a les arrels que no sén a 8, el coeficient és > 0. En particular, P o = G,
Py = Pi Py D P. Els Py sanomenen cls subgrups estandards parabolics
de G que contenen P. Qualsevol k-subgrup parabolic de G és k-conjugat a
un tnic Py. Si Sy és la component connexa de la identitat de [, (ker 6),
aleshores Sy és un subtor k-split de G 1 tenim que Py = Z(Sy) - Ry.(Py),
producte semidirccte de k-grups. A més, R, (Fy) esti generat pels U, amb

o arrel positiva que no és una combinacio lineal de les arrels de 6.

3.5. Subgrups de Levi. Sigui ) un k-subgrup parabolic de G, amb
radical unipotent V' (definit sobre k). Un sugbrup de Levi de Q és un k-
subgrup L de Q tal que @ és el producte semidirecte de k-grups Q=L -V.
Existeixen k-subgrups de Levi, per exemple els I = Z(Sy) d’abans. Dos
subgrups de¢ Levi de @ sén k-conjugats. Si A és un tor maximal k-split
en el centre de L, aleshores L = Z(A). Si A és un subtor de G k-split
qualsevol, aleshores existeix un k-subgrup parabolic Q de G amb subgrup
de Levi L = Z(A). Dos tals ) no sén necessariament k-conjugats (en canvi
sf que ho serien si A fos un tor k-split maximal). Dos k-subgrups parabolics
s’anomenen associats si tenen subgrups de Levi k-conjugats. Aixo defineix
una relacié d’equivaléncia en el conjunt de k-subgrups parabolics. Si @ i
Q)2 sén dos k-subgrups parabolics, aleshores (@1 N Q2) - Ry (Q1) també és
un k-subgrup parabolic contingut en Q. Es igual a @ si, i només si, hi
ha un subgrup de Levi de Q1 que contingui un subgrup de Levi de Q3. Els
grups (01 1 Q2 s’anomenen oposats si la interseccié (1 N Qs és un subgrup
de Levi dels dos.
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3.6. Descomposicié de Bruhat. Siguin G un k-grup reductiu connex, S
un k-subtor de G k-split i maximal amb aquestes propietats, i P un subgrup
parabolic de G (alguna propietat més). Posem U = R, (P) i n,, € N(S)(k)
un representant de w € ,W. Aleshores, G(k) és la unié disjunta de les

classes dobles U(k)ny, P(k), per a w € W, anomcenada descomposicié de
Bruhat de G(k).

3.7. Immoble de Tits. Sigui G un k-grup reductiu connex. Definim

I'immoble de Tits de (G, k) com cl complex BB segiient:
e veértexs: S6n cls k-subgrups parabolics maximals no trivials de G.

¢ simplexs: Un conjunt dc vertexs diferents {Py,... P,} determina un
simplex de B si, i només si, P = P, N---N P, és un k-subgrup
parabolic. En aquest cas, els P; estan univocament determinats per
P. Denotem per op el simplex definit per P. De fet doncs, els

simplexs de B corresponen als k-subgrups parabolics no trivials de

G.

e op ésuna carade o siinoméssi P’ C P. Elssimplexs maximals cor-
responen als k-subgrups parabolics minimals, i s’anomenen cambres
(per la connexié amb les cambres de Weyl dels sistemes d’arrels). Les
cares d’una cambra (codimensié 1) s’anomenen parets. Dues cambros
s6n adjacents si tenen una paret en comii. Dues cambres qualssevol o
i ¢’ poden ser unides per una galeria, és a dir, un conjunt de cambres
o = 0g,01,...0, = o tals que o; 1 0,1 s6n adjacents (0 < ¢ < s).
o 1 ¢’ g'anomenen els extrems. Un galeria s’anomena minimal si no
hi ha cap altra galeria amb els mateixos extrems de longitud inferior.
Aleshores, es defineix la distancia entre dues cambres com la longitud
d’una galeria minimal que les tingui com a extrems. Es diu que un
immoble de Tits és un apartament, si cada paret pertany exactament

a dues cambres.

A més, tenim que G(k) opera sobre B.

Segons Serre, si posem les cambres com a vertexs i les galeries com a

camins, aquest immoble es pot pensar com un graf.
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3.8. Exemple. El grup reductiu G = GL(n) amb k arbitrari.

La seva algebra de Lie g és ’algebra de Lie de totes les matrius n x n.

A 0
(El pensem inclos en SL(n + 1) fent A — ( 0 1 ))

det A
Posem S el subgrup de les matrius diagonals; és un tor maximal

k-split que, de fet, també és un tor maximal en sentit absolut. Con-
siderem les aplicacions e; € X*(S) definides per e;(s) = s;; formen
una base de X*(95).

El sistema d’arrels ®(G,.S), que coincideix amb el relatiu, ,®(G, S),
esta format per les arrels e; — e; € X*(S), per a i # j.

La dada d’arrcls és donada per X = Z" = XV, ® = {e; — ¢ }izj,
DV = {e) — e} }izj, on {e;} és 1a base de XV dual a {e,}.

Posem B el subgrup de les matrius triangulars superiors; és un k-
subgrup parabolic minimal i és de Borel. El seu radical unipotent U

és el subgrup de les matrius triangulars superiors amb 1 a la diagonal.
La base A de ® definida per B és {e; — €;11}1<i<n—1-

El grup de Weyl, W = W, és isomorf al grup simetric §,, vist com

a grup de permutacions de la basec.

Els subgrups parabolics P D B s6n les matrius amb blocs

Ay A oo Ay
0 Ay - Ay
0 0 - Ag

on A;; és una matriu (n; X n;), A;; és no singular, i nqi+---+n, = n.
El seu radical unipotent consisteix en les matrius que tenen A;; =1
(1<i<s).

El subgrup L de les matrius que tenen A;; = 0, per a j > ¢, és un
subgrup dc Levi de P. El centre de L consisteix en aquells clements
de S (=matrius diagonals) en els quals els elements de A diferents
d’un dels e,,, — e, 11 (1 < ¢ < 5) 86n trivials. En aquest cas, P = Py,

on 8 C A és el complement del conjunt d’aquestes arrels.

Es pot donar una descripcié més geometrica dels subgrups parabolics

en termes de banderes (en angles, “flags”), a partir de la qual des-
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criurem l"immoble de Tits. Sigui V' = Q™. Una bandera a V és una
seqiiencia 0 = Vo € V3 C --- C V, = V de subespais diferents de
V. S’anomena una k-bandera si tots els V; estan definits sobre k,
és a dir, tenen una base de vectors de k™. G opera en el conjunt
de bandceres. Els grups parabolics sén aleshores cls grups d’isotropia
de les banderes. De [et, hi ha una bijeccié del conjunt de subgrups
parabolics de G sobre el conjunt de banderes, sota el qual els k-
subgrups corresponen a k-banderes. Si P és un subgrup parabolic,
aleshores els punts del quocient G/ P es poden veure com les banderes
del mateix tipus que P (és a dir, tals que els subespais de les banderes

tenen una dimensié constant).

¢ L’immoble de Tits de (G,k) es pot descriure ara en termes de ban-
deres: cls simplexs corresponen a les k-banderes no trivials (i.e. s >
1). Si oy és el simplex definit per la bandera f, aleshores oy és una
cara de oy si, i només si, f' refina f. Les cambres corresponen a les
banderes maximals (és a dir, s = n, dinV; = 4) 1 els vertexs sén els
k-subespais de V' no trivials. L’estructura combinatoria de B dibuixa
les incidencies a espal projectiu P,,_1 (k). El cas especial més senzill
no trivial correspon a n = 3 i k = Fy. En aquest cas, G = SL3(F2),
B és un graf amb 14 vertexs i 21 arestes. Els vertexs son els punts i
les rectes del pla projectiu sobre Fo, i les arestes uneixen les parelles
de vertexs que formen una bandera, és a dir, un punt i una recta que
passa pel punt.
(Hi ha 7 punts i 7 rectes; cada recta passa per tres punts.)

§4. Descomposicions d’una classe de grups de Lie

Ara parlarem d’una classe de grups de Lie, que és la que intervindra en el

proper capitol, de representacions sobre de grups de Lie reductius reals.

Sigui G un grup de Lie, amb algebra de Lie associada g. Denotem
per GV la component dc la identitat, i per °G la interseccié dels nuclis dc
tots els homomorfismes continus G — R%. Aleshores, °G és un subgrup

tancat normal i el quocient G/°G és un grup vectorial.
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Suposem que G té les propietats seglients:

(1) Hi ha un R-grup reductiu G i un morfisme v : G — G(R) amb nucli
finit 1 tal que la imatge és un subgrup obert de de G(R). v indueix
un isomorfisme de g sobre els punts reals de 'algebra de Lie de G.
D’aquf es dedueix que G té index finit a G (ja que aix{ és per a G(R)

i ker v és finit).

(2) La imatge de G en cl grup d’automorfismes de g = g Qg C esta en
la imatge de la component de la identitat G° de G.

De fet, (1) és per a incloure recobriments finits dels grups lineals, per
exemple, el grup metapléctic i els grups semisimples connexos amb centre
finit. (2) és per assegurar que G actua trivialment en cl centre dc lalgebra

recobriment universal de g.

4.1. Definicié. Una component split de GG és un subgrup vectorial V de G
tal que G =°G -V amb °G NV = {e}.

4.2. Involucions de Cartan. Sigui fy I'automorfisme de GL(n,R) que
envia g a ‘g~!. Es prova que qualsevol R-subgrup de GL(n,C) estable
per a 8y és reductiu. Per definicié, una involucié de Cartan de GL(n,R)
és un automorfisme # conjugat a 6y. Aleshores, amb la notacié anterior, es
demostra que v(G) és estable per alguna involucié de Cartan 6§ de GL(n,R),
és a dir, sobre 6y llevat de conjugacié. Denotarem per K la imatge inversa

a G (per v) dels punts fixos dc la involucié 6 a v(G).

4.3. Subgrups parabolics. Els subgrups parabolics de G es corresponen
amb els R-subgrups parabolics de G°. Siguin P un R-subgrup parabolic de
GY N = R,(P) el radical unipotent de P, i L = P N §P.

4.4. Lema. (a) L és un subgrup de Levi de P.

(b) L’dlgebra de Lie de G és la suma directa de les dlgebres de Lie asso-
ciades a N, 6N 7 L.

4.5. Notacié. Sigui S el subtor maximal R-split del centre de L. Consi-
derem els subgrups de GG segiients:
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P, ¢l subgrup parabolic corresponent a P,

L=PnNéP,

M="L,

A=v7H(S(R))",

N =v71(N(R))°.

L, M i A sén f-estables, i L = Zg(A). L satisfa les propietats (1) i

(2) del comengament. A és una component split de L i de P.

4.6. Proposicié. (Descomposicié de Langlands) L’aplicaciéc M x AxN —

P donada per (m,a,n) — man és un difeomorfisme analitic.

Suposem ara que P és un subgrup parabolic minimal; correspon a P
R-subgrup parabolic de G° minimal. En aquest cas, M és compacte; per
tant, M C K i, d’aqui, M = KN P.

4.7. Proposicié. (Descomposicié d'Twasawa) L’aplicacid K x Ax N — G

donada per (k,a,n) — kan és un difeomorfisme analitic.

4.8. Corol-lari. Per a qualsevol subgrup parabolic P de G, tenim la igualtat
G=KP.

4.9. Proposicié. (Descomposicié de Cartan) Tenim la descomposicid
G =KAK.

Es demostra en utilitzar que G = K - § és una descomposicié de

Cartan i que S = U kAL,
keK
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Representacions de grups reductius
associats a algebres centrals i simples
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PiLAR BAYER SEssIO 1A. DEL DIA 4 DE DESEMBRE DE 1996

En aquest capitol, volem posar de manifest com, a partir de representa-
cions de¢ grups reductius associats a algebres centrals 1 simples sobre cossos
locals, es pot edificar una teoria de factors locals, de manera similar a la
que es presenta en la tesi de Tate [Ta67]. L’eina principal és I'analisi de
Fourier, tant en el cas arquimedia com en el cas ultrametric. El tractament
sera, necessariament, molt parcial. Un tractament cxhaustiu necessitaria
de 'estudi de les series de representacions associades a aquests grups locals.
A [Ad 79], en l'exposicié de P. Gerardin, es pot trobar la construccié de la
serie cuspidal no ramificada associada al grup multiplicatiu d’una d’aquestes

algebres.

§1. Grups algebraics reductius
Les notacions que fixem tot seguit seran valides al llarg del capitol.

1.1. Notacions:
F designa un cos local;
Op, I'anell d’enters de F;

H, una algebra de divisi6é central sobre F'
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Oy = {z € H| Op|x] és un Op-mddul finitament generat};

d* =rgp H;

M = M(m, H), 'algebra, simple, dc matrius amb entrades a H;
n?=rgpM; n:=md,

Nras; Tras, la norma i la traca reduides de M;

7: F — C, un caracter additiu fix.

1.2. Proposicié. Fl grup lineal GL(m, H) és un grup algebraic reductiu

sobre F.

Denotem per G = GL(m, H)(F) el grup dels punts F-racionals de
GL(m, H), i per Z = F*, el centre de G.

1.3. Definicié. Si F és un cos local ultrametric, sigui S(M) Vespai de
les funcions localment constants amb suport compacte definides a M =
M(m,H). Si F =R, o bé C, els elements de S(M) s6n, per definicid,
les funcions f de classe C*° tals que, per a tot polinomi P i tot operador
diferencial D, la funcié PD(f) és alitada; és a dir, sén les funcions tals que
elles i totes les seves derivades presenten un decreixement rapid a Uinfinit.

S(M) s’anomena [’espai de Schwartz-Bruhat associat a M (m, H).

1.4. Proposicid. Els subgrups K que escrivim a continuacid sén subgrups

compactes mazximals de G.
Cas arquimedia :
i)SiF=R,d=1, K:=0(nR)=0( 22).
W) SiF=R,d=2, K:=00_",2%%).
En particular, si m =1, aleshores K = O((1, -1, -1,1}).
w) St F=C, K:=U(nC)=U3",%%).
Cas ultramétric:
iw) K .= GL(m, Og).
En particular, sid=1, K = GL(n,Of); sim =1, K = O%.
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1.5. Definicié. Donada una funcié de SchwartzBruhat ¢ € S(M), es

defineix la seva transformada de Fourier per mitja de la integral

o) = [ otyr(Tan)is

on dy designa una mesura de Haar de M normalitzada de manera que

6(0) = / )dy.

1.6. Proposicié. Sigui d*z una mesura de Haar de G. Sigui ¢ € S(M).
i) La integral
| eiNears
G
convergeiz absolutament per a Res > d(m — 1).

ii) Per a tota funcié f € L*(G/Z), la integral
/G b)) Ne(w)|*d"

convergeiz absolutament per a Res > 1d(m — 1).

DEMOSTRACIO (Esbés). El cas m = 1 és cl tractat a la tesi de Tate. Si
m > 1, escrivim G = PK = AUK, on P és el subgrup parabolic de G
format per les matrius triangulars superiors, K és un subgrup compacte
maximal, 4 és el grup diagonal (amb entrades en H) i U és el radical

unipotent de P. Definim la funcié
d(x) = / o(xk)dk.
K
Aleshores, ® € S(M). Definim, donat a € A,
¢la) = / ®(au)du.
A

Aleshores, si a, .. ., a,, sén les entrades a la diagonal de A, podem prendre

una descomposicié de la forma

d(a) = ¢'(a1,...,am) H | Nr(a;)|~4m=9,

1<i<m
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amb una certa funcié ¢’ € S(H™). Es facil veure que existeixen funcions

¢; € S(H), positives, tals que

¢'(a1, .. am) < ] dilas).

1<i<m
Per a la integral que es tracta de calcular, podem escriure
/ (k)| Nray (a)|*da du i —
el

[ #taran,.csan) [ INem(a) =9, <

1<i<m

1<i<m

Aquesta integral és finita si s > d(m — 1). D’aquesta manera es demostra
Pafirmacié de ).

Per provar I’afirmacié de #4), la integral es trenca dc la manera segiient

[ is@Pdg [ slalae.o
G/Z F*

§2. Representacions absolutament cuspidals

En aquesta seccid, suposem que F és un cos local ultrametric. Denotem
per H(G) l'algebra de Hecke formada per les funcions definides sobre G,

localment constants i amb suport compacte, amb ¢l producte de convolucié.

Donat un C-espai vectorial V', considerem una representacid
T: G — Aut(V),
irreductible i admissible. Aquestes representacions tenen definit un caracter
Tr(m)(g) := Tr(n(g)), rg(n(g)) < oo.

Tr(n) és un funcional lincal continu definit sobre H(G); és, per tant, una

distribucié sobre G.
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Donat un subgrup parabolic maximal P C G, amb radical unipotent

U, sigui

V(P):= {v eV n(u)vdv =0, per a U’ C U, obert compacte } .

U’

2.1. Definicid. Una representacié m s’anomena absolutament cuspidal si, i

només si, se satisfa que

per a tot subgrup parabolic maximal P de G.

Alguns autors, Harish-Chandra entre ells, anomenen supercuspidals
les representacions anteriors. La importancia d’aquestes representacions es

posa de manifest en el teorema segiient.

2.2. Teorema. Tota representacid m : G — Aut(V) irreductible i admissible

és isomorfa a una subrepresentacio d’una representacio induida,
Ind(G, P, o),

on P és un subgrup parabolic de G i o és una representacio absolutament
cuspidal de P/U(P).

§3. Factors locals ultrametrics

Ens proposem presentar en aquesta seccié una teoria general de factors L i
dc factors e associats a representacions admissibles del grup G. Suposem,

com en la secci6 anterior, que el cos base F és local ultrametric.

3.1. Definicié. Un factor d’Euler és una funcié de la forma

P(g=s)’

on ¢ = #Op/mp és cl nombre d’clements del cos residual de Pancll d’enters

de F i P és un polinomi tal que P(0) = 1.
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Donades una representacié admissible i la seva representacié contra-

gradient

7:G = Aut(V), 7:G - Aut(V),

i donats vectors v € V, v € TM/, es defineix el coeficient
fv o G—-C
de la representacié m per la férmula

fo5(9) = (n(g)v,v).

Al mateix temps, les fé6rmules

£,309) = f,5097Y) = (v, 7 (9)P)

)

defineixen cl coeficient contragradient corresponent a 7.

3.2. Definicid. (Funcié zeta local) Donades una representacié admissible
m de G, una funcié ¢ € S(M), i un coeficient f de 7, definim

Z(ps,f) = /G 6(2) ()] Neas (0)|pd* 2.

3.3. Teorema. Sigui 7 : G — Aut(V) una representacid irreductible 4

admissible, fizada.

i) Existeiz un so € R tal que, per a tota ¢ € S(M) i per a tot coeficient

f de m, les integrals

Z(¢;s. 1), Z(¢:s,])

convergeizen absolutament per a tot s € C tal que Res > sq.
i) Emisteizen factors d’Euler L(s, ), L(s, %) tals que, per a tota funcié
@ 1 tot coeficient f, es tenen les igualtats

Z(p5 4 3 (n—1), ) = 06,5, )L(s.7),

25+ 5(n 1), F) = 06,5, DL(s. ),
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on 8(d,s, 1), 6(b, s, f) son polinomis en q~

8. q°, respectivament.

iii) Exzisteir una funcid de s, e(s,m,7), tal que satisfd l'equacid funcional
0(9,1— s, f) = (1) Ve(s,m,7) 68,5, /),

per a tot parell ¢, f. El factor € és producte d’una constant per una

poténcia de q~°.
La demostraci6 del teorema es troba, en el cas n =1, a [Ta67]; quan

n =2, a [Ja-La70]; i, en cl cas general, a [Go-Ja 72].

En cl cas general, la demostracié del teorema passa per una serie dc
reduccions. Suposem que m = Ind(G, P, o). Es veu que si el teorema és cert
per a g, també ho és per a w. Suposem que P/U = H§=1 Gj, 0 =1loj, on
cada o; és una representacié admissible de ;. Aleshores, si el teorema és

cert per a cada representacié ¢;, també ho és per a 7 i se satisfa que
L(s,7) = I_IL(s,o*j)7
J
L(s,7) = I_IL(S,EJ-)7
J
e(s,m,7) = Hs(s,ojm).
J

Aquestes consideracions fan que la demostracié del teorema es pugui reduir

a l'estudi del cas absolutament cuspidal.

Anem a veure algunes particularitats en ¢l cas m = 11 en cl cas

absolutament cuspidal.

3.4. Proposicid. Suposem que G = H*; ésa dir, M = H, m=1,n =
d. Donada una representacié m™ admissible, existeizen factors L d’Euler.
Satisfan que

L(s,m)=L(s,7) =1,

llevat del cas m = wNry, i w = x| |* un quasicaracter de F* no ramificat.

En aquest cas,
L(s,m)=L(s+1/2(n—-1),x),

L(s, @)= L(s+1/2(n—1),x4).
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Per a tot parell ¢,vp € S(M) se satisfa que

Z(¢a S, QS)Z(wa n—s, %) = Z(¢a n—s, %)Z(wa S, 7T)7
en tenir present les prolongacions analitiques corresponents.
3.5. Proposicid. Sigui w la representacid trivial de G = H*, 1 siguin [;,
1 < i< n, els n quasicaracters de F* definits per

lin+1)—i
p(e) = |2 20TH 7

Aleshores,
1
L(S”’T):L(Saul): 1 s
1- 1
qs+5(n—1)
g (s,m,1)= H ' (8, i, 7).
1<i<n

(El factor €' resulta de modificar lleugerament el factor €.)

3.6. Proposicié. Suposem que m > 1. Sigui m : G — Aut(V) una repre-
sentacid absolutament cuspidal © irreductible. Definim el quasicardcter as-
sociat

w(a) :=n(a), a€F".
Aleshores,

1) Per a tot coeficient f de 7 se satisfa que

f(ga) = f(g)w(a), per atota e 7.

La funcié f, modul el centre, té suport compacte.
i1) Siw és un cardacter, aleshores la representacid ™ és preunitiria.

iii) La representacid contragradient 7 és, també, absolutament cuspidal.

3.7. Proposicié. Suposem que m > 1 1, com abans, que m és absolutament
cuspidal. Aleshores,
L(s,m)=L(s,7) = 1.
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Siw és un cardacter ramificat,

L(s,w) = L(s,w™) = 1.

Suposem que m > 1, G = GL(m, H), K = GL(m,Og). Tot seguit
veurem com 1'is de les funcions esferiques permeten el calcul de factors
locals. 1’algebra de Hecke relativa, H(G, K), formada per les funcions que
sén K-biinvariants, és commutativa i opera en Vy := VE. Com que 7 és
irreductible i Vy # 0, Vy és H(G, K )-mddul irreductible. Per tant, existeixen

vectors distingits vy, Ug tals que

Vo=(vo), Vo={T), (v0,%0)=1.

3.8. Definicid. La funcié fo(g) := (7w (g)vo, Vo) s’anomena la funcid esférica

associada a .

3.9. Proposicié. Sigui M = M(m,H), m > 1; siguin ¢ la funcid carac-
teristica de K, i m una representacid admissible, irreductible ¢ que contin-
gui la representacio trivial de K. Normalitzem les mesures de manera que

fK d*g =1. Sigui fo la funcid esférica associada a w. Aleshores,
i) 9=9¢.
i) e(s,m,7) =1

iii) Existeizen n quasicardcters x; =| 7%, 1 <1 <mn, tals que
1
Z(p, s+ 5(71 — 1), fo) = L(s,m)
= H L(SaXl)

1<i<n

1
:Hil’

1<i<n 1- qoits
Z(¢,s+ 5(n—1), fo) = L(s,7)

I Z6x™

1<i<n

-0 —

1<i<n 1- g cits
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§4. La representacio especial
Continuem en cl cas en qué F és un cos local ultrameétric. Suposem que
G = GL(m, F) i sigui (Gy, B, N(A) N B, S) un sistema de Tits de G.

Sigui w una arrel d’un uniformitzant @ de F', en el sentit que

Denotem per Wy el grup de Weyl afi. Donat w € Wy, sigui AMw) el
nombre minim de simetries que necessitem per escriure ’element w com a

producte d’aquests elements.

Considerem la funcié
0B (wPw) == (=1)"7HP(—g) =AW,
peraw e Wy, p e Z.

4.1. Teorema. FExisteix una representacio irreductible,
o:G— Aut(V),

en un cert espai vectorial V, dnica llevat d’equivalencies, tal que:
i) La funcid g és un coeficient de o.
it) o és quasiunitdria 1 & ~ o.

iii) o és un component de la representacié Ind(G, Py, pt1, ... lin), 0N ;

és el quasicaracter de F* definit per p; = | |%("+1)_i.

w) Se satisfan les identitats

L(s,0) = L(s, u1), g'(s,0,7) = H ' (8,15, T).
1<i<n

§5. Factors locals en el cas arquimedia

Suposem que F =R,C; G = GL(m, F); 7 : G — Aut V. Denotem tamhé
per 7 la representacié dc l'algebra de Hocke H(G, K) en End(V) que es

dedueix de «.
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5.1. Teorema. Suposem que 7 és irreductible © admissible. Sigui P un
subgrup parabolic maximal de G i stgui U el seu radical unipotent. Existeix

una representacid continua, irreductible 1 de dimensio finita
o: P/U — Aut(W)

tal que w és un component de Ind(G, P, o).

5.2. Definicié. Siguin

Go(s) = (2m)1~°T'(s).

Si F =R, s’anomenen factors d’Euler les expressions
P(s)[[Gr(s+s:) [[Gals+5))-
i J
Si F = C, s’anomenen factors d’Euler les expressions
P(s) HGQ(S + ;).
J
En ambdues situacions, P(s) denota una funcié polinomica en s.

5.3. Teorema. Suposem que w és admissible 1 irreductible.

i) Existeiz un sg € R tal que la integral

Z(d.5.f) = / 6(2)| Ne(@)|f (2)d"

és absolutament convergent en cl semipld Re(s) > sq.

i) En el cas F = R, 7(x) = €2>™%%  egisteizen factors d’Euler respecte

de les funcions

8(s, ., f) = P(s)a| 2"

i) En el cas F = C, 7(x) = e2™*@+%)  episteizen factors d’Euler res-

pecte de les funcions

8(s, b, f) = P(s)(z2) 2"
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En ambdues situacions, P denota un polinomi.

i) Exzisteiz un factor e(s,m,7) tal que
06,1 =5, F) = (=)™ e(s, m,7)6(6,5, f),

per a tot parell ¢, f.

§6. El cas unitari

Suposem que F és un cos local ultrametric, o bé que F = R, C. Suposem

que V és un espai dec Hilbert i sigui
7: G — Aut(V)
una representacié unitaria i de quadrat integrable. La funcié
Z(¢,s,m)

admet una prolongacié analitica en una funcié meromorfa de tot el pla

complex. Donades funcions ¢, € S(M), se satifa U'equacié funcional
2(¢,8,m)Z(b.n — 5,7) = Z(,n— 5, 7) 2 (1, 5,m),

on 7(g) := 7(g~1), és una antirepresentacié deduida de .
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CapiTOL 13

Formes automorfes sobre grups re-
ductius reals

NURIA VIiLA  SESSIO 2A. DEL DIA 4 DE DESEMBRE DE 1996, 1 1A. DEL
DIA 11 DE DESEMBRE DE 1996

L’objectiu que ens proposem és presentar les formes automorfes sobre un
grup reductiu real. Es vol tenir una definicié de forma automorfa prou
general per tal que la definicié sigui traslladable “copiant” al cas adelic i
que englobi les formes modulars classiques i les formes ona en cl sentit de
Maass. A més, es voldria que en considerar les representacions antomorfes
associades a les formes cuspidals en el cas adelic i les L-series associades, es

tingui el caracter enter i el producte d’Euler.

Aquestes notes contenen aproximadament el que vaig explicar en el
STNB 96-97. La primera sessié la vaig dedicar a presentar i intentar enten-
dre les condicions que intervenen en la definicié de forma automorfa sobre
un grup reductiu real. La segona la varem dedicar a veure amb “tot detall”

que les formes modulars classiques sén formes automorfes.

§1. Definicié de forma automorfa sobre grups reduc-
tius reals

1.1. Notacions.
G, grup algebraic reductiu connex Q-definit.

Z, tor del centre de G, Q-split maximal.
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K c G(R), subgrup compacte maximal.

g, Ualgebra de Lie de G(R).

U(g), 'algebra envolupant universal de g sobre C.

Z(g), cl centre de U(g).

H=H(G(R), K), I’algebra dc Hecke.

Ag, lalgebra de mesures finites de K.

t i U(t), I'algebra de Lie i 'envolupant universal associades a K.

Recordem que l'algebra de Hecke H = H(G(R), K), és a dir, l'algebra
de convolucié de les distribucions sobre G(R) amb suport a K és isomorfa
a U(g) Xy Ax. Un idempotent a # és un idempotent a Ay, és a dir, una
suma finita de mesures d(o) !X, -dk, on o és una representacié irrcductible
de dimensié finita de K de grau d(o), x, és el caracter de o i dk és una

mesura de Haar sobre K normalitzada.

1.2. Funcions de creixement lent. Una funcié f sobre G(R) es diu que
és dc creixement lent si existeixen una norma a G(R), una constant C' i un

enter positiu n tals que

[f(@)] < C-|l=]",
per a tot x € G(R).

Una norma a G(R) és una funcié de la forma

lgll = (tro(9)™ - o(9))"/2,

on o : G(R) — GL(E) és una representacié de dimensié finita complexa
amb nucli finit 1 imatge tancada a End(FE); * denota 'adjunt respecte a

I'estructura d’espai de Hilbert de E invariant per K.

Notem que, de fet, la definicié de funcié de creixement lent no depén
de la norma. En elecle, si 7 és una altra representacid, existeixen una
constant C7 > 01 un enter positiu ny tals que ||z]l, < Cy - |Jz||?*, per a tot

z € G[R).

D’altra banda, la condicié de¢ imatge de la representacié o tancada,

no és essencial. Si ¢ : G(R) — GL(E) té nueli finit, perd no té la imatge
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tancada a End(E), es pot, o bé afegir una coordenada i det o(g)~! com a
entrada, o hé prendre la suma o + o*, on 0*(g) = o(g~!)*. Aleshores es té

que

lgll* = |det o(g)~** + tr(a(g)* - o(g)),

o bé

lgll* = tr(o(g)* - o(g)) + tr(c(g™) - o(g™")").

1.3. Subgrups aritmeétics de G(Q). Un subgrup I' ¢ G(Q) es diu
que és un subgrup aritmeétic si existeix una representacié p : G — GL,,,
Q-delinida, tal que p(T") és commensurable amb p(G(R) N GL,,(Z)).

Recordem que A, B C C s6n commensurables si AN B és d’index finit
en Aien B.

Notem que un grup aritmetic I':
e Es un subgrup discret de G(R).
e Opera a G(R) per translaci6 a la dreta.

e Sip: G — G és un Q-epimorfisme de grups algebraics, la imatge
p(T) és un subgrup aritmetic de G’.

1.4. Definici6é de forma automorfa. Sigui I' € G(Q) un subgrup arit-
metic; una funcié f : G(R) — C llisa és una forma automorfa per a (I, K)

(o simplement per a T), si satisfa les propietats segilents:
(i) f(yx) = f(z), peratot x € GR) i tot vy €T
(ii) Existeix un idempotent £ € #H tal que f & = f.

(iii) Existeix un ideal J de codimensié finita de Z(g) que annul-la f,
ésadir,tal que f* X =0,pera X € J.

(iv) f és dc creixement lent.
Una forma automorfa que satisfa les condicions (i), (ii), (iii), (iv)
s’anomena de tipus (&, J).

Denotem per A(T', &, J, K) l'espai de les formes automorfes per a
(T, K) ide tipus (&, J).
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1.5. Teorema. (Harish-Chandra) L'espai AT, &, J, K) és de dimensid
finita.

La demostracié d’aquest teorema per a grups semisimples és a [H-
C 68]. Segons Borel-Jacquet [B-J 79], la generalitzacié a grups reductius

és facil. Una altra referéncia per a la prova és [Lan 76].

1.6. Analisi de les condicions.

¢ La condicié (ii) és equivalent a dir que f és K-finita a la dreta, és a
dir, que els traslladats de f per elements de K (a la dreta) generen un espai
de funcions de dimensié finita. A més, satisfan les condicions (i), (iii), (iv),
si f les satisfa (cf. [Bo 66]).

¢ Sir: K — GL(V) és una representacié unitaria de dimensié finita
de K, tenim la noci6é de forma automorfa V-valuada, aixo és, una funcié
f+ G(R) — V llisa que satisfa (i), (iii), (iv), per a || || la norma a V i la

condicié segona substituida per
(i) flz-k)=rk"Y) - f(z),on2zcGK)ikeK.

e Una definici6 similar es pot donar per a recobriments finits H d’un
subgrup obert de G(R), en lloc de G(R) i en substituir I" per un subgrup de
H amb imatge a G(R) aritmetica. Aqui s'inscriuen les formes modulars de

pes racional, de fet, sén formes automorfes de recobriments finits de SLa(R).

1.7. La condicié de creixement. Sigui 4 la component de ’element
neutre de S, ¢l tor Q-split maximal de G. Sigui @ un sistema de QQ arrcls
de G respecte a S. Fixem una ordenacié a ® i sigui A el conjunt d’arrels

simples. Donat ¢ > 0 sigui

Ar={a e A:|a(a)| > t,a € A}

e Si f és una funcid llisa que satisfa les condicions (i), (ii), (iii), la

condicié (iv) és equivalent a la condicié

(iv)’ Donats un compacte R C G(R) i t > 0 existeixen una constant
C > 01 un enter positiu m tals que |f(z - a)| < Clafa)|[™, per a tot a € Ay,
tot @ € Aitot xz € R.
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e Si f és una funcié llisa que satisfa les condicions (i), (if), (iii) i

f(z-2) =x(2)f(z),
per atot z € Z(R) i tot € G(R), on x és un caracter de Z(R)/(Z(R)NT),
aleshores |f| és una funcié a Z(R) T'\ G(R).
Si, a més, |f| € LP(Z(R) T'\ G(R)), per a p > 1, aleshores f és de

creixement lent i, per tant, f és una forma automorfa.

1.8. Formes cuspidals. Una funcié continua (respectivament mesurable)

sobre G(R) és cuspidal si

/ f(n.z) dn=0,
(CAN(RIAN(R)

per a tot (respectivament, quasi tot) © € G(R), on N és cl radical unipotent
d’un Q-subgrup parabolic de G.

Una forma cuspidal és una forma automorfa cuspidal. Denotem per
°A(T, ¢, J, K) C A(T, £, J, K) 'espai de formes cuspidals.

1.9. Proposicid. Si f és una funcid llisa cuspidal que satisfa (i), (1), (i)

i existeiz un caracter x de Z(R) tal que

fz-z) = x(2)f(z),

per a tot z € Z(R) i tot x € G(R), hi ha equivaléncia entre
a) f és de creizement lent (és a dir, és una forma cuspidal);
b) f és afitada;

c) |fl € LA((ZR) T) \ G(R)) (és a dir, de quadrat integrable modul
Z(R) T).

1.10. Operador de Laplace. Sigui G(R) = SL3(R). L’algebra de Lie g

esta generada per

0 1 00 10
w=00) = (0 0) =6 h)
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Siguin Lx, , Lx_, Ly € U(g) cls clements de I'cnvolvent universal as-
sociats. L’operador de Casimir, tamhé anomenat operador de Laplace, el

definim. com

A= (L +2(Lx, Lx_ +Lx_Lx.)) = — (L + LY = Liy),

onV = (? (1)), W = (_01 (1)) i Ly, Lw € U(g). D’aquest operador

destaquem lcs propietats (cf. [La75]):
1) A commuta amb Ly, Lx,, Lx_. Per tant, A € Z(g).

2) Z(g) = C[A], algebra dc polinomis en la variable A i coeficients a C.

1.11. Exemple: Forma-Ona en el sentit de Maass. Siguin G = GLs,
I' = GL:(Z), K = O(2,R), £ =11 J l'ideal de Z(g) generat per (A — X),
on A € Ci A és 'operador de Casimir.

Una forma automorfa per a (T, K) de tipus (¢, J) és una funcié propia
de operador de Casimir, invariant a U'esquerra per I', invariant a la dreta
per K, invariant pel centre Z de G(R). El quocient G(R)/Z- K es pot identi-
ficar amb el semipla superior de Poincaré . En conseqiiéncia, f és pot veure
com una funcié I'-invariant, valor propi de 'operador de Laplace-Beltrami

a §); aquesta és una “forma-ona” en el sentit de Maass (cf. [Ge 75]).

§2. Formes modulars classiques “versus” formes au-
tomorfes

Counsiderem G = G(R) = SL(2,R) com a grup reductiu real, T' = T'o(N)
subgrup dc congruencia, com a subgrup aritmetic. Dediquem aquest apartat

a establir una correspondéncia bijectiva entre S (T'), k parell, i cert subespai
de dimensi6 finita de L%(T"\ G).

2.1. Descomposicié d’Iwasava i $. Sabem que G = BK = NAK, on
N = { (8 7;) } és el subgrup unipotent,

A= { (g 91) } és ¢l subgrup diagonal, i
a a>0
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cosf —sind

K = SO,(R) = {7”(9): (sin9 cos

rotacions, ¢l compacte maximal.

)70§9<27r}7 és el grup de

Sabem que G actua al semipla superior de Poincaré

$H={z:Imz >0}

az+b
cz+d

SizEﬁig—(Z Z)EG,tenimqueg(z)—

. Notem que:

1) B = N - A actua transitivament a 9. En electe,

1/2 —1/2 1/2; —-1/2
Y Ty N YyTitTy . .
( 0 y_1/2 ) 1 —T—m‘i‘yl

2) K és el grup d’isotropia de ¢ (lestabilitzador de 7). En efecte,

a4+ =1
a b N 2 9 a b _
(c d) ()=ie f+d =1 (c d) = r(0).
ad —be=1
Per tant, 'aplicacié
G— 9
g+ g(i)
indueix una bijeccid
NA—9H

1 =z 1/2 0 .
(6 (% %) et

H~NA~G/K.

o

Es a dir,

Donat que un element

Cfa b\ [y ozyV?
g(c d)( 0 y—1/2 T(@),

podem parametritzar G per (z,y,6), on z,y € R, y > 0, 8 € [0, 2w).
Si posem z = z + iy € H, aleshores (z,60) també parametritza G.
Notem que z = g(i) 1 8 = arg(ci + d).
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Qué vol dir, aleshores, [ ¢ una funcié de G7

1 2 e’} (o) dxdy
dg= L / / oy, 0) Y g9,
/Gcb(g)g e A B YR

prenent la mesura de Haar de G normalitzada.

2.2. L’operador de Laplace en les coordenades de G. Recordem que

10 0 1 0 1
(o ) =)= (5o),

H,V, WegiLy, Ly, Lw € U(g), tenim que 'operador de Laplace és

si

-1
A= T(L%, + LY — Ly).

Ara, A estd definida sobre funcions de L(T'\G); prenent a G les coordenades

(z,v,0), aleshores tenim:

0
L = —
w 807
Lg = —2ysinQ€2 + 2ycos292 + Sin292,

dz dy 39

Ly = 2ycos 29% + 2y sin 29(% — cos 29%.

Un calcul ens permet expressar I'operador de Laplace com:

92 o o2
— .2 oy —_
A=y (fw + 8y2) Y 9200
(cf. [LaT75]).

2.3. Definicié de Paplicacié. Assignem ara a cada forma modular

parabolica una forma automorfa cuspidal:
Sp(T) — L*(T\ G)
[ 95

Definim

o5(9) = f(g(i))j(g,9)",



§ 2. Formes modulars classiques “versus” formes automorfes 177

ong€Gijlg,z) = (cz+d)(detg) V2 perag= (Z Z € GL™(2,R),

és el factor d’automorfia. En el nostre cas, g € G = SL(2,R); per tant,
Jlg,2) = (ez+d).
2.4. Proposicié. La funcid ¢y satisfa:
1) ¢5(vg) = ds(g), per a tot y €T.
ke __(cosf —sind .
) b5l 10) = < Moo) per ar(0) = (rp ) ek

3) fr\g |¢f | dg < oo.

4)/ ¢f< (1 xlh)g>dm20, per a tot g € G, ¢ € SL(2,Z), on

e2riz/h gg | uniformitzant local ¢ o(00).

Notem que la condicié 1) és la condicié (i) de la definicié de forma
automorfa; la condicié 2) déna la K-finitud; l'afitacié de la condicié 3)
ens déna la condicié de creixement lent, i la condicié 4) déna ¢l caracter
cuspidal. De [(et, veurem caracter cuspidal lligat a 'anul-lacié del coeficient

zero del desenvolupament de Fourier.

DEMOSTRACIO.

1)
¢1(vg) = f(7g(3))j(vg,i)~F

= j (v, 9(0))* £ (9(0))i (v, 9(i) (g, 4) 7
= ¢f(g)7

en tenir en compte que el factor d’automorfia j(g, 2) satisfa

39192, 2) = j(g91,922)7(g2, 2).

¢1(g r(8)) = fg r(6) D)jlg r(6),9)~"
= f(g(i)) 5(g.r()))~*j(r(8), )7
= ¢s(g)e ™,

ja que

§(r(6),5) 7% = (isin + cos6) % = ()" = (15)7F,



178 13. Formes automorfes sobre grups reductius reals
4) La condicié cuspidal és

/ $s(ng) dn =0,
CAN(R)\ N (R)

1
0

o/ 67(ng) dn
AN (R)\N(R)
1 =z
= d
/rmN(R)\N(R) ¢f((0 1>g> !
1 =z ! 1 =z
Lo ((o T)a)ae=[or((6 T)a) e

Si la punta és oo, aquesta condici6 és

ongeG. AraT‘ﬁN(R):( T)vonmEZ. Ara,

1
a6 =/ f(@+iy)de = 0,
4]

que és la condicié de forma parabolica. En efecte,

/01¢f(((1) T)g)dm:
[ 7)oy §)sian=

1 1
/ f(z—l—:v)j(l,z—kx)_’“dx:/ flx +yi)da.
0 0

Per a les altres puntes, la condicié és

1
ao(s):/o fliole (ha + 2)dz = 0.0

2.5. Teorema. La imatge Im(®) de

®:5,(T) — LA\ Q)

[ oy
és el congunt de ¢ € L3(T'\ G) que satisfa, (a), (b), (c), (d), tals que
k k
Alg) = —5(5 —1)¢-

2°2
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DEMOSTRACIO. Cal veure que ¢ és vector propi de l'operador de Laplace;
concretament, que A(¢;) = —5(& —1)¢,.

Remarquem primer que ¢(g) = ¢5(2,0) = y*/2f(2)e~**%. En electe,
¢7(9) = f(g(2))i(g,1)*. Ara, si

o b yl/2 g y=1/2
9= (C d) = ( 0 y71/2 r(6‘),

i) = j ((ylo/z xyy—ljf) r(@),z’) -
((yo/ z y_;jf) ,r(&)(i)>_kj(7”(9)ai)_k

— e 20,

tenim

I
.

D’altra banda,
Adg(g) =

92 92 92 .
2 _ k/2 —ik0 —
< y (—azg + —ay2> y—axa(,) (Y™ f(z)e™™)

(_e—ik9y2+k/2) ( 6 + 6_2> f(z)+

02
(iyemsty 402 (4 2 1)
k k k/2 —ik
5(5— L)y 2f(z)e="*.

Donat que f(z) és holomorfa, és armonica i, per tant, els dos primers

sumands s’anul-len. Tenim doncs que
(5 — Dy*2f(z)e™*
(5 — Dos(g).

Reciprocament, si ¢(g) € Im(®), posem

fo(2) = 6(9)i(g,9)",

on g € G, g(i) = z. La condicié (b) ens diu que f(z) esta ben definida, no

Agr(g) =—

NN
NN T

depeén de g. Es clar que ¢f, = ¢. Cal veure que fg(z) € Si(I'). Comprovar
les propietats és facil, estudiar I’holomorfia és més dificil (c¢f. [Ge75]). O
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CapiTOL 14

Teoria analitica de formes automor-
fes sobre grups d’ideles lineals

PiLAR BAYER SESSIO 2A. DEL DIA 18 DE DESEMBRE DE 1996

§1. Grups d’ideles: el cas GL(2)

Comengarem per introduir les nocions més basiques a fi de parlar dels punts

adelics de GL(2) i d’altres grups algebraics similars.
1.1. Productes directes restringits. Sigui P un conjunt d’indexs. Su-
posem donats:

Gy un grup abelia localment compacte, per a cada p € P,

H, un subgrup obert i compacte de Gy, q.p.t. p € P,

S un subconjunt finit de P que conté els p on H, no estd definit.

Posem

Gs = HGp X HHF"
peS p¢s

Amb les dades anteriors, es defineix el grup producte restringit dels grups Gy,

en relacié amb els subgrups H, com G := 1i_n>1G5. Farem servir la notacié6
G =[G, : Hy).

1.2. Proposicié. El grup abeliac G = [[(G, : Hy) és localment compacte.
Els productes N = H’J Ny, on Ny, és un entorn de Uelement neutre de Gy 4

N, = H, q.p.t., son una base d’entorns de l’element neutre de G.
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1.3. Exemple. Siguin F un cos de nombres, O cl seu ancll d’enters, P cl
conjunt de les seves places finites i P, el de les seves places no finites. Per
acadap € PU P, prenem Gy, = F; per a cada p € P, prenem H, = O,.
Aleshores, els elements del grup additiu producte restringit

Ap = [](F: 0p)

son les adeles del cos F. En aquest cas, Ap té, a més, estructura d’anell
topologic. Es Pancll de les adeles de F. Les seves unitats formen cl grup

multiplicatiu A% de les ideles de F'.

1.4. Exemple. Siguin F, P i P,, com abans. Sigui n > 1 un nombre
natural fix. Per a cada p € PU P, prenem G, = GL(n, F,); per a cada
p € P, prenem H, = GL(n,0,). Aleshores, cl producte restringit

GL(n,Ar) := [[(GL(n, F,) : GL(n,0,))

és cl grup d’ideles del grup lincal GL(n) sobre F. Per a n = 1, s’obté ¢l
grup de les ideles, A%. Notem que GL(n) és el grup algebraic de les unitats
de Palgebra de matrius M(n).

1.5. Exemple. Siguin F, P i P,, com abans. Sigui S C PU Py un
subconjunt finit de places de F. Sigui G un grup connex reductiu definit
gobre 'anell dels elements de F' que sén enters fora de Sy. Per a qualsevol

subconjunt finit .S O Sy, posem

G(Aps) = [[ G(F,) x [] G(0y).

pes pgEs

Aleshores, el producte restringit

G(Ar) = [[(G(F) : G(Oy))

és el grup dels punts adélics del grup G. O bé, més senzillament, el grup
d’ideles de G. En el capitol segiient, veurem exemples concrets d’aquesta

situacié més general, associats al grup d’unitats d’algebres de quaternions

H= (a},;‘b>7 definides sobre F.
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1.6. Lema. F* és un subgrup discret de A%.

1.7. Definicié. El grup quocient F*\A% és el grup de classes d’ideles del

cos F.

Designem per FY el component connex de l'element neutre en el

producte Hp cp., Fp de les completacions arquimedianes de F'.

1.8. Proposicié. El grup quocient
F\AR/FL ] o
peP

és isomorf al grup de classes d’ideals de Op. Denotem per h(F) el seu

nombre, finit, d’elements; és a dir, el nombre de classes de F.

1.9. Corollari. Si h(F) =1, aleshores
Ap=FTF ] ;.
peP

En particular, per a« F = Q, obtenim la descomposicio

Ay =Q R ]z
p

La descomposicié anterior es coneix amb ¢l nom d’aprozimacid forta.
El teoremes segiients generalitzen cl resultat d’aproximacié forta que

acabem de recordar en dimensio 1.

1.10. Teorema. (D’aproximacié forta: cas F = Q) Suposem que F = Q.
Per a cada primer p, sigut K, un subgrup obert de GL(2,Z,). Suposem que

se satisfan les condicions
i) K, = GL(2,Z,), quasi per a tot p € P U {poo }-
i) det : K, — Z, €s una aplicacid ezhaustiva quasi per a tot p.

Aleshores se satisfa que

GL(2,Ag) = GL(2,Q)GLT(2,R) [ [ &,.

4
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1.11. Exemple. Fixat un enter N > 1, podem prendre

K, =K,(N) = {(‘CL Z) €GL(2,Z,) | c=0 mod(N)}.

El grup K,(N) és el grup de congruencia local de nivell N.

1.12. Teorema. (D’aproximaci6 forta per a GL(2), cas quadratic) Sigui
F=Q(Vd), d>0. Suposem que h(F)=1. Se satisfo que
GL(2,Ap) = GL(2,F)(GL"(2,R) x GL™(2,R)) [ GL(2,0,).

p

1.13. Notacions. Posarem, sempre que no es presti a confusid,

GQ = GL(?,Q),
A =Agq,
Ga = GL(2,A),

G+ = GL*(2,R),

2o ={(§ o)laen],
26 ={(§ 2)laca}.

Notem que el quocient Z(Gg)\Z(G4) és isomorf al grup de classes d’ideles
Q*\A*.

1.14. Lema.

i) L’espai homogeni Go\Ga admet una mesura de Haar invariant per
a GA.

it) L’espai homogeni Z(Gp)Go\Ga €s de mesura finita.

§2. Formes automorfes en dimensié 1

En aquesta seccid, ens limitem a recordar la definicié de Grossencharakter, a

fi de preparar el contingut de la seccié segiient. Considerem el grup unitari,
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en dimensi6 1, U(1) := {z € C| |2| = 1}. D’ara endavant, F designa un cos

de nombres.

2.1. Definicié. Un Grosencharakter sobre un cos de nombres F és una
representacié unitaria i irreductible del grup (localment compacte) de les

classes d’ideles de F. Es a dir, és un homomorfisme continu

T : F\AL = U(1).

2.2. Proposicié. Tot caracter de Dirichlet
¥ :(Z/NZ)" — C*
defineiz un Griossencharakter de Q.
DEMOSTRACIO. En efecte, si definim
by T8 — (Z/NZ)* L5 C7,

el producte [] 9, és un caracter de [, Z;. Per tant, és un caracter de A*
que és trivial sobre Q*R* . En particular, és un caracter sobre les classcs

d’ideles, valorat en el grup de les arrels N-esimes de la unitat. O

§3. Formes automorfes en dimensié 2

La descomposicié que mostra la proposicié segiient ens permetra interpre-
tar les formes modulars respecte de I'1(V) com a certes funcions (formes

automorfes) sobre les classes d’ideles, Gp\Ga, en dimensié 2, de Q.

3.1. Proposicié. Per a cada enter N > 1, se salisfa que

2(G1)Go\Ga/ [[ K»(N)O(2,R) = To(N)\SL(2,R)/SO(2).

DEMOSTRACIO. La demostracié s’obté facilment a partir de ’isomorfisme

Gon GL [[ Kp(N) = To(N)
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i cl teorema d’aproximacié forta, que proporciona la igualtat

Ga = GoGL [ Kp(N).O

Sigui % un caracter de Dirichlet definit mod (N). L’aplicacié

b s (00 0

és un caracter. També denotem per v el caracter
¥ [[E(N) =, =[] e
p
Donada una idele g € G, escrivim

9=k,  7VEGu, goo € GL, K€ [[ (),

p

d’acord amb la descomposicié que proporciona el teorema d’aproximacio

forta.

Sigui S(N,k, ) cl C-espai vectorial complex format per les formes
modulars paraboliques de tipus N, k,v. Donada f € S(N, k, ), definim

¢1(9) = (950 ()5 (950, 1) "9 (k)
on, si goo = (Z Z) , aleshores

at+b

gooli) = 50 (gon) = (e -+ d)(det goc) 2

Recordem la descomposicié de SL(2,R) donada per
SL(2,R) = BSO(2) = NASO(2),

on B denota el subgrup de Borel, i N, el subgrup nilpotent triangular su-

perior. Farem servir la variable 6 per designar I'argument en els elements
de SO(2).

3.2. Proposicié. L’aplicacid f(z) — ¢5(g) estableizr un isomorfisme entre
Pespai S(N,k,v) i Uespai vectorial de les funcions complexes, ¢, definides

sobre Ga, que satisfan les propietats seqgiients:
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Z) ¢(’Yg) = ¢(9)a per a tot vy € GQ,
Es a dir, ¢ factoritza segons ¢ : Gg\Ga — C.

i) ¢(gr) = ¢(9)¥(k), per a tot k € [] Kp(N).

kb . fcosf —sinf

“Z) (b(g?n@) =e¢ (rb(g); 81Ty = (sin9 —COSG) .

i) La funcid ¢ restringida a GT, = SL(2,R) satisfa l'equacid diferencial

A¢—‘2’f(’;—1>¢,

9* 9* ) 9?

on
A=y =+ 2= |~y
y (3$2 o) " Vozoe

és l'operador de Laplace.
Aquesta condicid ens diu que ¢ és un vector propi de l'espectre discret

de l'operador de Laplace.

v) ¢(29) = ¢(gz) = ¥(2)d(g), per a tot z € Z(Ga).

vi) La funcid ¢ és de creizement lent. Esa dir, per a tota constant ¢ > 0
1 tot compacte 2 C Gy, existeizen constants C, M tals que

o((5 1)) <cta,

per a tot g €Q, a € A*, |a| > c.

vii) La funcié ¢ és cuspidal. Es a dir,

/Q\A¢)(((1) f)g) dr=0, gqpt g

3.3. Definicié. Es denota per L2(Gg\Ga, 1) lespai de les funcions ¢ defi-

nides sobre G, mesurables, tals que satisfan les condicions seglients:
i) ¢(vg) = #(g), per a tot v € Gg.

ii) ¢(gz) = ¢(g)¥(2), per a tot z € Z(Ga).

iii) fZ(GA)GQ\GA |6(9)*dg < co.

3.4. Proposicié. Si f € S(N,k,v), aleshores ¢5 € L*(Gg\Ga, ).
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DEMOSTRACIO. Només cal que comprovem iii). Pero, s’obté immediatament
q p )

a partir de les definicions que
dxd
/ sl = [ 1Py g < 0.
Z(Gu)Go\Ga To(N)\H Yy

Ja ho tenim tot a punt a fi de donar la definicié de forma automorfa

sobre ¢l grup algebraic GL(2).

3.5. Definicid. Una forma automorfa ¢ sobre GL(2) és una funcié definida

sobre ¢l grup dels seus punts adelics, Gy, que satisfa

i) ¢(vg) = ¢(9), per a tot v € Gg.

ii) Existeix un Grossencharakter 1 tal que ¢(gz) = ¢(zg) = ¥(2)é(g),
per a tot z € Z4.

iil) ¢ és G [[, Kp = GLT(2,R) [, GL(2, Zp)-linita.

iv) Si per Z(U) denotem el centre de I'algebra envolvent universal, la
restriccié de ¢ a G és llisa i Z(U)-finita.

v) ¢ és una funcié de creixement lent.

1 =z
/@\AQJ)((O 1)g>dm:0, q.p-t. g,

aleshores, es diu que ¢ és una forma automorfa cuspidal de caracter

vi) Si, a més,

central igual a .

Denotem per Ag(t)) D'espai format per les formes automorfes cuspidals de

caracter central .

Si denotem per L2 el subespai de L? format per les funcions cuspidals,

tenim les inclusions:
S(N,k, ) C Ao() C L§(Go\Ga,9) € L*(Gg\Ga, ).
Notem que, de (et,

S(N,k, %) € L§(Go\Ga/ [ [ Ko (N), ¥).

4
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§4. Series de Poincaré

En aquesta seccié introduim certes formes automorfes per a GL(2), al-
gunes de les quals, que no sén cuspidals, provenen de 'espectre continu de

l'operador de Laplace.

Sigui T un subgrup d’index finit de SL(2,7Z) i sigui T, el subgrup
ciclic, infinit, generat per la minima translacié z — z + h continguda en
I'. Per a cada parell d’enters & > 0, v > 0, la série de Poincaré dc pes k i

caracter v es defineix per

v(2)

oy (z) = 2627”'1/ h (cz+d)~,

¥

. a b
on 7y recorre un sistema de representants v = ¢ d de T\
4.1. Proposicié.

i) La série anterior convergeiz absolutament i uniformement sobre cls

compactes del semipla superior de Poincaré.

1) La série de Poincaré de pes k és una forma automorfa respecte de T
de pes 2k.

i) &, (2) és una forma automorfa cuspidal si, i només si, v > 1.

i) Per av > 1, les séries de Poincaré de pes 2k generen espai vectorial
S(T,2k) de totes les formes automorfes cuspidals de pes 2k respecte
de T.

4.2, Proposicié. Si T' = SL(2,7Z), considerem la série

do(z) = Z(cz +d)~ %,

c,d

on la suma s’estén a tots els parells (c,d) # (0,0). La funcid

1
(=)= 5eam)

$o(2),

on ¢ denota la funcié zeta de Riemann, és una forma modular de pes 2k

per a L.
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La funcié E(z) s’anomena la série d’Eiscnstcin normalitzada. El seu

desenvolupament en seérie de Fourier ve donat per
(—1)kdk 2mins
Eylz) =14 —— oop_1(n)e ™",

k(2) B nzl 2k-1(n)

on By denota el k-ésim nombre de Bernoulli.

§5. Series d’Eisenstein

Tot seguit, volem presentar les series d’Eisenstein des del punt de vista de

la teoria de les formes antomorfes sobre GL(2, A).

zZ ;:{(8 2)| reR’;}.

De moment ens és més convenient, treballar a L%(X), on

Sigui

X :=Z1GL(2,Q)\GL(2,A),

que fer-ho a L2(GL(2,Q)\GL(2,A)).
Fixem les notacions segiients:
A el subgrup de les matrius diagonals de GL(2),
B el subgrup de les matrius triangulars superiors de GL(2),
N el subgrup nilpotent triangular superior de GL(2),
K =[] K, subgrup compacte maximal de GL(2,A).

Se satisfa que

GL(2,A) = B(A)K = N(A)A(A)K.

Com a mesura de Haar de GL(2, A), prenem la seva mesura de Tamagawa.
En els subgrups discrets de GL(2, A), hi posem la mesura que assigna a
cada punt el valor 1. A ZZI, hi posem la mesura que prové de la mesura

enclidiana de R* . D’aquesta manera, determinem una mesura a

GL(2,A)! := ZT\GL(2,A).
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L’eleccid de les mesures anteriors determina una mesura a X que és invariant

per Paccié del grup GL(2, A).

5.1. Definicié. L’espai X = Z1GL(2,Q)\GL(2,A) és dc mesura total

finita. El seu valor és 'anomenat nombre de Tamagawa de GL(2).

De manera semblant, s’assignen mesures, de manera univoca, als
grups idelics A(A), N(A), al grup

A;;:{(aol f)ero| ai>0}7
2

aixi com també a

A(A) = {(“01 0 ) e AA) | Jai] = 1} — AT\A(A).

az

Passem ara a definir dues mesures en el subgrup de Borel idélic B(A). Les
descomposicions

B(A) = A(A)N(A) = N(A)A(A)

permeten definir en el grup B(A) mesures de Haar d;, respectivament d,.,
que sén invariants per l'esquerra, i per la dreta, respectivament. El lema

seglient posa de manifest que B(A) no és un grup unimodular, car d, # d.

5.2. Lema.
i) Se satisfa que d,.b = dg(b)db, on

_ a1 n
perab—(o ag)'

i1) Existeir una constant k = k(GL(2)) tal que

= -1
/GL(zA)f(:C)dxR/B(A)/Kf(bk)dB(b) d.bdk.

0p(b) = la1/az|

Tot seguit, fixem l'isomorfisme de R en un subgrup T de AL donat

t
thf:(eO P(jt)‘

per
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A partir de la descomposicié GL(2,A) = N(A)A(A)'RK Z}, escrivim

z = nahskz.
Ates que el nombre ¢ estd univocament determinat per z, el denotem H ().

5.3. Proposicid. De les descomposicions anteriors, en resulta la férmula

d’integracid
/ f(z)dx = m/ / / / f(nahsk)e™* dnda dt dk.
ZI\GL(2,A) N(A) JAA J—o JK

5.4. Definicié. Suposem que f és una funcié complexa continua definida
a Z1 GL(2,Q)\GL(2,A). El seu terme constant és la funcié

o) = / f(n) dn.
N@Q\N(A)

Per tant, f és una forma cuspidal si, i només si, el seu terme constant és

zero gairebé per tot.

5.5. Definicid. Denotem per R(g) la representacié natural, unitaria, de
GL(2,A) en 'espai L?(Z1 GL(2,Q)\GL(2,A)).

Prenem en consideracié el subgrup de B(A), T := N(A)A(Q)AL

oo

Per a cada z € C, considerem el caracter de 7

b= (0:)1 : ) = e ) = Jay fa,| /2.
2

Cousiderem l'espai de les funcions mesurables sobre GL(2, A)

H(z) = {¢| /K ()2 di < oo, ¢<nag>=e<z+l>H<m>¢<g>}.

L’espai H(z) és un espai de Hilbert. El dotem de Pestructura de 7-modul
definida per

R(na, 2)$(g) = |j—;|<z+1/2>¢<g>,

per a tot na € T.
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La férmula segiient defineix una representacié complexa del grup
idelic ZX\GL(2,A),

._ GL(2,A) 2H(b)
R(z,z) := IndN(A)A(Q)Aj,'O e .

Volem tot seguit identificar un espai per a la representacié anterior.

Designem per H ’espai de les funcions mesurables sobre
N(A)AQAL\GL(2,A) = T\GL(2,A),
dotat de Pestructura de GL(2, A)-modul definida per
R'(z,2)¢(g) = DT g(gp)em CHDIE g (g),
per a tot € GL(2,A).

5.6. Proposicid.

i) Per a cada 2 € C, les representacions R(x,z) 1 R (x,2) sén equiva-
lents. L’operador que permet passar d’una representacio a l'altra ve

donat per
1(2) : ¢(g) = p(g)e”GTVH©),

ii) L’operador adjunt de R(x,z) és R(z™1, —%). Per tant, R(z, z) és un

operador unitari per a Re(z) = 0.

5.7. Definicid. Sigui 7 una representacié irreductible de K. Una funcié
¢ € C°(T\GL(2, A)) es diu que és dc tipus 7 si, per a tot z € GL(2,A), la
funcié ¢(zk) estd continguda en el subespai de L#(K) en el qual la repre-
sentacié regular és equivalent a 7. Aquest espai, que és de dimensié finita,

el designem per H(7).

5.8. Proposicié. En descompondre la representacid regular de K, s’obté

que H = @ H(7), 1 els espais H(T) son de dimensié finita.

Veurem que les seéries d’Eisenstein proporcionen una aplicacié de
l’espai H de la representacié R{x, z) en un espai de formes automorfes per a

GL(2,A). Per a tal fi, considerem una funcié auxiliar. Per a cada ¢ € H(7),
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definim (I71(2)¢)(g) := ¢(x)e=TVH©), Es facil veure que aquesta funcié és
de H(7), amb la qual cosa tenim controlada la seva férmula de transforma-

cio.

5.9. Definicié. Sigui ¢ € H(7). Definim la série d’Eisentein associada a ¢
segons

E(g.¢,2) = Y. (T Ha)p)vg)= Y. yg)eFtHHO9).
YEB(Q\G(Q) yeB(Q\G(Q)

5.10. Observacié. Quan ¢ =1, g= és una matriu real, i y > 0,

Yy z
6 1
es té que F(g, ¢,z) = E(z+1iy, z) és la série d’Eiscnstein que hem considerat

al comencament.

5.11. Teorema. (Selberg-Langlands)
i) E(x,¢,z) és una forma automorfa per a GL(2, A).

i1) El seu terme constant ve donat per
B, ,2) = 0(e)el V) 4 M(:)p(a)el VA,

on M(z) és una funcid analitica, untvocament determinada, que de-
pén de (1), i que aplica el semipla definit per Re(z) > 1 en lespai

d’operadors lineals sobre 7.
iii) L’operador adjunt de M(z) és M(Z).

i) Les funcions E(x,¢, z) i M(z) admeten una prolongacid analitica en
funcions meromorfes del pla complex. L’ inic pol possible a la dreta
de iR és simple; es presenta en el punt z =1, alhora per a E(x, ¢, 2)
1 per a M(2)é.

v) La funcié E(x,¢,z) és de creizement lent per a Re(z) = 0.

vi) Se satisfan les equacions funcionals
M(z)M(=z)¢ = ¢,

E(x,M(2)¢,—2) = E(x, ¢, 2).
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5.12. Proposicié. Si 7 és trivial, aleshores M{z) = &(2)/&(z + 1), on
E(z) = n L (2/2)¢(2).

§6. Series d’Kisenstein i representacions

Sigui R(g) la representacié natural del grup ideélic GL(2, A) en l'espai de
Hilbert
L*(GL(2,Q)\GL(2, A)).

Tenim la suma directa hilbertiana
[*(GL(2,Q)\GL(2,A)) = / [2(GL(2,Q)\GL(2, A), ) d),

on la integral s’estén a tots els caracters del centre de GL(2,A) que sén
trivials sobre Q*. Denotem per RY(g) la subrepresentacié que resulta de
laccié de GL(2, A) en l'espai

L*(GL(2,Q)\GL(2,A), ).

Es presenta el problema de descompondre cadascuna de les subrepre-
sentacions R¥(g) en suma de representacions irreductibles. Aquesta suma
consta de dues parts: la part discreta, proporcionada essencialment per
les formes paraboliques, i la part continua, proporcionada per les series

d’Eisenstein.

6.1. Proposicié. L’aplicacié ¢ — E(x,$,2) de H en el corresponent cspai
de formes automorfes commuta amb laccid de GL(2, A). Es a dir, se satisfa
que

E(z, R(g,2)¢,2) = R(9)E(%, 9, 2),

on R(g) denota la representacid regular.
Podem enunciar ara 'important

6.2. Teorema. Sigui Ry la restriccid de R al subespai de formes para-

boliques. Sigui R™ la restriccid de R al subespai @, Cd,, on x recorre €l
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conjunt dels Gréssencharakteren de Q de quadrat trivial sobre RY. i d, (g) =
x(det(g)). Aleshores,

R(z) = Ry(z) ® R (z) @ /Ooo R(z,it) dt.

6.3. Observacié. FEl teorema anterior permet descriure espectre continu
de L?(I'\SL(2,R)) per als subgrups de congruéncia I' de SL(2, Z).

6.4. Exemple. Considerem la representacié de SL({2,R) induida pel carac-

a U is
(5 ) ~lal®.

Sigui H(s) I’espai d’aquesta representacié. Aquesta és una representacié de

ter

la série principal. Suposem, per simplificar, que T' = SL{2,Z). El teorema

anterior aplicat a aquest cas, s’escriu
L*(T,SL(2,R)) = L3(I',SL(2,R)) & C & / H(s)ds,
0

on C denota el subespai de L? generat per les constants.

La demostracié del teorema és forga dificil. El principal problema
en la prova prové del fet que les series d’Eisenstein E(z,¢,z) no sén de
quadrat integrable. En conseqliéncia, cal definir transformades de Fourier

de manera escaient.



Bibliografia

[Ge75] Gelbart, S.S.: Automorphic Forms on Adele Groups, Annals of
Math. Studies, Princeton, 1975.

[Ja-La 70] Jacquet, H.; Langlands R.P.: Automorphic Forms on GL(2),
LNM, n. 114, 1970.

[Shi 72] Shimizu, H.: Theta series and automophic forms on GLs, J. Math.
Soc. Japan 24 (1972), 638-683.



CapiTOL 15

Teoria analitica de formes automor-
fes sobre grups d’ideles quaternionics

PiLAR BAYER SESSIO 1A. 1 2A. DEL DIA 15 DE GENER DE 1997

§1. Aritmetica d’algebres de quaternions

Abans d’introduir les formes automorfes associades a algebres de quater-
nions, farem un breu repas d’alguns dels conceptes més necessaris, relatius

a l'aritmetica d’aquests objectes.

Suposem que O és un ancll de Dedekind i que F' és cl seu cos de

a,b
fraccions. Donats dos elements a,b € F*, denotem per H = ( 7 > la

F-algebra de base {1,¢,7,k} on els elements ¢, € H satisfan

i?=a, j°=0b, ij=—ji.
H s’anomena 'dlgebra de quaternions sobre F associada al parell {a,b}.
Denotem per Tr, Nr la traca i la norma reduides, respectivament.

Per a cada placa p de F, sigui
Hp = Fp R H.

Es diu que p ramifice a H quan H, és un cos, no commutatiu. Es diu que
p descompon a H quan Hy, ~ M(2,F,); és a dir, és isomorfa a I'algebra de
matrius 2 x 2 sobre F,. Per definicié, el discriminant reduit, D = d(H), és
I'ideal de O que s’obté com a producte de tots cls ideals primers de F' on

H ramifica.
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Suposem que F' és un cos de nombres. Una algebra de quaternions
H sobre F es diu que és indefinida si existeix almenys una placa oo € Pao
en la qual H és no ramificada. Quan aixo sigui aixi, considerarem fixat un
isomorfisme H,_ ~ M(2,R). En el cas contrari, H es diu que és totalment
definida.

1.1. Xarxes i ordres

Una O-zarzae L de H és un O-submodul de H finitament generat tal
que F®o L =H.

Un O-ordre A de H és una O-xarxa que, a més, és un subanell de H.

Siguin A un ordre de H i L una O-xarxa. Si L ® A C L, es diu que
L és un A-ideal per la dreta. Si A Q@ L C L, es diu que L és un A-ideal
per esquerra. Si una xarxa és, a la vegada, un A-ideal per la dreta i per

I'esquerra, es diu que és un A-ideal bilateral.

Els ideals bilaterals dels ordres formen un grup lliure generat pels

ideals primers.

Un ideal I d'un ordre A (per 'esquerra, per la dreta, o bé bilateral)
es diu que és enter quan L C A.

Dos idcals per ladreta L, L’ de A es diu que sén equivalents, si existeix
un element 6 € A tal que 6L = L. Dos ideals per I'esquerra L, L’ de A es

diu que sén equivalents, si existeix un element § € A tal que L = L'.

Els ideals dels ordres maximals sén localment principals. El grup dels
ideals bilatcrals esta generat pels ideals de O i cls ideals bilaterals de A de
norma reduida p, quan p descriu el conjunt dels ideals primers de O que

ramifiquen a H.

Donada una O-xarxa L de H, es defineix la zarza dual

I} :={x e H|Tr(zL) C O}.

Si L és un ideal d’un ordre A, el seu dual L¥ és un ideal bilateral.

Donat un ordre A, I'ideal (AF)~! s’anomena la diferent de A. L’ideal
de O donat per
d(A) = Nr(AH ™!
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s’anomena ¢l discriminant reduit de A. El nivell N(A) és, per definicid,

I'ideal de O donat per la igualtat

Si A és un O-modul lliure de base u;, aleshores

d(A)? = O(det Tr(u;uy)).

Si A és un ordre maximal de H, ¢l discriminant reduit de H, d(H),
pot identificar-se amb l'ideal de O generat per les normes reduides dels
elements de A*~'. Es a dir, d(H) = Nr(Af=1) = d(A). Per tant, els ordres

maximals sén de nivell 1.

Suposem que F' és un cos de nombres i que O és el seu anell d’enters.

El discriminant (no reduit) de H es defineix per la {6rmula
§(H) := D(F)*Ny/gd(H)>.

Per tant, si F = @, aleshores 6(H) = d(H)?; és a dir, el discriminant no

reduit és igual al quadrat del discriminant reduit de ’algebra de quaternions.

Un ordre A de H es diu que és d’Eichler si és igual a la interseccié de

dos ordres maximals.

Sovint, en les aplicacions, cal considerar anclls més grans que 'ancll
Opr. Per a certs resultats cal treballar amb els elements de F' que sén enters

fora d’un conjunt finit de places S del cos F.

1.2. Definicié. Un subconjunt finit .S de places de F es diu que satisfa la
condici6 d’Eichler quan conté, almenys, una placa de F' que és no ramificada
a lalgebra H.

En les definicions i propietats que segueixen, suposem, si cal, que O
és el subanell de F format pels elements enters fora d’un conjunt S que

satisfa la condicié d’Eichler. Sovint va bé de pensar que oo € S.

1.3. Definicions. Dos O-ordres A, A’ de H es diu que sén conjugats quan
existeix un clement o € H*(F) tal que A’ = aAa™l. A [Vi80]ia [Pi73]

es diu, en aquest cas, que A i A’ sén del mateix fipus.
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Suposem que H és una algebra de quaternions totalment definida
sobre un cos de nombres totalment real F. A [Pi73] es troben férmules per
al calcul del nombre de tipus d’ordres d’Eichler continguts a H, d’un nivell
donat.

Si H és indefinidai F' = Q, tots els ordres d’Eichler de nivell N donat

sén conjugats.

Dos O-ordres A, A’ de H es diu que sén isomorfs quan ho sén com a

O-algebres.

A [Pi78], es consideren algebres de quaternions definides, sobre el
cos dels racionals, i s’hi donen férmules per al nombre de classes d’isomorfia
d’ordres d’Eichler d’un nivell donat. (En aquest treball, es diu que dos or-

dres d’Eichler, amb el mateix nivell, sén del mateix tipus quan sén isomorfs.)

Dos OQ-ordres A, A’ de H es diu que pertanyen al mateix génere quan
les Op-algebres Ay, A}, sén isomorfes per a tot p € PUP,,. Aquesta definicié
és la donada a [Ko 87, p. 196].

Suposem que H és totalment definida i F' és totalment real. En el
treball [K6 87, p. 196], es defineix ¢l nombre de tipus t(A) d’un ordre A com

el nombre de classes d’isomorfia contingudes en el génere que A individua.

Donada una forma quadratica ternaria @ amb coeficients enters, la
seva (segona) algebra de Clifford C(Q) és una algebra de quaternions sobre
Q. A la forma en gilestié se i pot associar un ordre A = A(Q) de C(Q).
El nivell de A(Q) coincideix amb el nivell, en el sentit de Hecke, de la
seva forma normica. Aquesta propietat caracteritza, a més, tots els ordres
associats a formes quadratiques ternaries. C(Q) és definida si, i només si, la
forma ternaria de partida és definida positiva. En ¢l cas definit, ¢l nombre
de tipus t(A) és igual al nombre de classes contingudes en el genere de la
forma quadratica ternaria (cf. [Pe 69], [Ko 87]).

§2. Grups idelics associats a algebres de quaternions

El grup multiplicatiu H* és un grup algebraic reductiu sobre U'ancll dels

elements de F que s6n enters fora del discriminant D(H). Podem considerar



§ 2. Grups ideélics associats a algebres de quaternions 205

cl grup dels seus punts adelics, H*(AF), aixi com també cl grup dels seus
punts racionals, H*(F). Aquest grup coincideix amb el grup multiplicatiu
H\{0}. Amb una mica més de precisié, caldria escriure H*(Ap p). Notem
que H* = GL(1, H). De manera més general, també podriem considerar

cls grups algebraics GL(m, H).
2.1. Teorema.
i) El grup H*(F) és un subgrup discret de H*(AFp).
i) L’espai homogensi
H*(F)\H*(Ar),
de les classes per la dreta d’ideles de H*, és compacte si, © només st,
H és una algebra de quaternions definida.
i11) L’espai homogeni
ZLH"(F)\H"(AF)
admet una mesura finita que és H*(Ap)-invariant.
i) L’espai homogeni
Z(Ap)H"(F)\H"(AF)

és compacte.

En el teorema, Z denota el centre de H*. Recordem la notacid

z+ ::{(8 2)| reRj}.

El lema elemental segiient és 1itil a 'hora d’establir teoremes de fini-
tud.

2.2. Lema. Sigui G un grup localment compacte. Siguin D un subgrup
discret 1 B un subgrup compacte de G. Aleshores, el conjunt de classes

dobles D\G/B és finit si, i només si, ’espai homogent D\G és compacte.

En el que segueix, volem aclarir el concepte de forma automorfa
respecte del grup F* = GL(1,H). Més endavant posarem de manifest
que, quan F és un cos dc nombres, certes d’aquestes formes automorfes

s’identifiquen amb formes automorfes respecte de GL(2).
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2.3. Subgrups compactes maximals. Suposem que H és una algebra
de quaternions sobre un cos de nombres F. Per a cada placa p de F no

ramificada a H, volem fixar un isomorfisme
6, Hy — M(2, Fy).

Per a tal fi, cscollim un ordre maximal A de H. Sigui A, = Op ® A.
Escollim 8, de manera que 6,(A,) = M(2,Ap). L’eleccié anterior permet la
identificacié6 Hy = GL(2, F},). Definim K, per la condicié

0, (Ky) = GL(2,0y).

K, és aleshores un subgrup compacte maximal de H.

Si p és una plaga de F ramificada a H, 'algebra de quaternions H,

té un 1inic ordre maximal,
A ={z € Hy | [Ne(o)l, <1},
Fl subgrup
Ky :={z e Hy| |Nr(z)], =1}
és un subgrup compacte maximal de H;.
Globalinent, considerarem el subconjunt compacte de H*(Ap)

K= [] K.

peP

2.4. Algebres de Hecke locals i ’algebra de Hecke global. Donada
una placa p de F' no ramificada a H, definim I'algebra de Hecke

H(H})
com l'antiimatge per 8, de l'algebra de Hecke de GL(2, F}).

Donada una plaga p de F ramificada a H, definim I'algebra de Hecke
H(H;) com l'algebra de les funcions complexes localment constants i amb

suport compacte definides a H 0

Sigui H(H*(Ar)) l'espai complex generat per totes les funcions ® f,,
per a f, € %(H;) i on f, és la funcié caracteristica de K, q.p.t. L’espai
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H(H*(Ap)) té, de fet, estructura d’algebra sobre C. H(H*(Ap)) és l'alge-
bra de Hecke global de H*. Pot interpretar-se com una algebra de mesures,

amb suport compacte, definides sobre H*(Ap).

Si ¢ és una funcié continua sobre H*(Ap) i p € H(H*(AFr)), es

defineix
p(w)d(h) = / o(hg)du(g).

En particular, si un clement f € H(H*(Ag)) és de laforma ® f,,, i s’identifica
amb la funcié f(g) =[] fo(gp) definida sobre H*(Ap), aleshores

o) = / o(hg) f(9)d.

2.5. Diccionari adélic. En el que segueix, A denota un ordre maximal,
o0 bé un ordre d’Eichler d’una algebra de quaternions H sobre un cos de
nombres F. Quan parlem d’ideals els suposarem sempre localment princi-
pals. En molts casos, pero, les mateixes consideracions es podrien fer per a
ordres més generals, sempre que els ideals que es consideressin fossin local-
ment principals. (Un anell es diu que és hereditari quan tots els seus ideals

sén localment principals.)

Donat un ordre A, denotem per A*(Ar) el grup dels punts adelics del
seu grup multiplicatiu A*. Es el grup de les unitats de Ar ® A. Denotem
per W(A*(Ap)) ¢l normalitzador de A*(Ap) en H*(Ap).

2.6. Lema. (cf. [Vi80 p.87])

i) El conjunt dels ideals per esquerra d'un ordre mazimal A, o bé d’un

ordre d’Fichler, esta en correspondencia bijectiva amb el conjunt

A" (Ap\H*(Ap).

i1) El conjunt dels ideals per la dreta d’un ordre mazimal A, o bé d'un
ordre d’Fichler, esta en correspondencia bijectiva amb el conjunt
H*(Ap)/A*(AF).

1) El congunt dels ideals bilaterals d’un ordre mazimal A, o bé d’un ordre

d’Eichler, esta en correspondéncia bijectiva amb el conjunt

W(A™(AF))/A*(AF).
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i) Fizem un ordre d’Fichler A de nivell N. FEl conjunt dels ordres
d’Fichler de nivell N de H esta en correspondéncia bijectiva amb
el conjunt

H*(Ap)/W (A" (AF)).

v) Fizem un ordre d’Eichler A de nivell N. El conjunt de tipus d’ordres
d’Fichler de nivell N de H esta en correspondencia bijectiva amb el
conjunt

H*(F)\H"(Ap)/W (A" (AF)).

vi) El conjunt de classes d’ideals per Uesquerra d’un ordre mazimal A,
o bé d'un ordre d’Eichler, esta en correspondéncia bijectiva amb el
conjunt

A (Ap)\H"(Ap)/H*(F).

vii) El conjunt de classes d’ideals per la dreta d’un ordre mazimal A, o bé

d’un ordre d’Fichler, estd en correspondencia bijectiva amb el conjunt

HY(F)\H"(Ap)/A"(Ap).

viii) El conjunt de classes d’ideals bilaterals d’un ordre mazimal A, o bé

d’Eichler, esta en correspondéncia bijectiva amb el conjunt
H*(F) N W(A*(Ap) \W(A"(AF))/A"(AF).
DEMOSTRACIO. El subgrup de H*(Ap) format per les adeles = tals que
zp és una unitat de A, per a tot p finit és, precisament, HZ HpePKp-
D’altra banda, per a cada x € H*(Ap), existeix un ideal per l'esquerra de

A, univocament determinat, L, tal que L, = Ayz,. Sirepresentem aquest

idcal L com NApzy, I'aplicacié
x = NApzyp

cstableix la bijeccié que cal considerar en cls enunciats. [

2.7. Teorema. (Brandt-Eichler) Sigui A un ordre mazimal de H.
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i) El nombre de classes d’equivaléncia de A-ideals per la dreta i el nom-
bre de classes d’equivaléncia de A-ideals per Uesquerra sén finits ©

cotncideizen.

i1) Aquest nombre no depén de ’eleccié de lordre mazimal A. S’anome-

na el nombre de classes de H 1 es representa per h(H).

iii) Si H és una algebra de quaternions indefinida, aleshores h(H) =
L(F), on h(F) denota el nombre de classes d’ideals de F en el sentit

restringit.

Foérmules per al calcul d’aquests nombres de classes es troben en

treballs classics.

2.8. Teorema. (Brandt-Eichler) Sigui A un ordre d’Eichler de niwvell N
en una dlgebra de quaternions de discriminant D = d(H).

1) El nombre de classes d’equivaléncia d’ideals bilaterals de A és finit.

Aquest nombre és el mateiz per als ordres d’Eichler conjugats.

i1) El nombre h(N,D) de classes d’equivaléncia d’ideals per lesquerra
en un ordre d’Eichler de nivell N de H és finit. Aquest nombre és el

mateix per als ordres d’Fichler d’un mateix niwvell.

iii) Si S compleiz la condicié d’Eichler, el nombre de classes h(N, D)

coincidesr. amb h(F)

Si H és totalment definida, cls nombres anteriors poden calcular-se

per mitja de les matrius de Brandt-Eichler.

2.9. Proposicié. (cf.[Vi80 p.88]) Sigui ¢t = t(N, D) el nombre de tipus
d’ordres d’Fichler de nivell N continguts en una algebra de quaternions
de discriminant D. Sigui h,(N, D) el nombre de classes d’ideals bilaterals
d’un ordre d’Eichler A;. Agafemn els ordres A; de manera que recorrin un

sistema complet de representants dels diferents tipus d’ordres d’Fichler de
H de nivell N. Aleshores,

h(N,D) = ih;(zv, D),

on, com abans, h(N, D) denota el nombre de classes d’ideals per lesquerra

continguts en un ordre d’Eichler de nivell N de H.
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Passem a enunciar un teorema d’aproximacié en aquest context.

2.10. Teorema. (D’aproximacié forta) Suposem que H és una dalgebra de
quaternions sobre Q indefinida. Aleshores, se satisfd que

H*(A) = H*(Q)(HZ)® [] Ky

pcP

on A = Ag.

DEMOSTRACIO. Donat que H*, = GL(2,R), es té que el component connex
d’aquest grup és (HZ)? = GLT(2,R). L’afirmaci6 resulta del teorema de
Brandt-FEichler i del fet que els ordres maximals contenen unitats de norma
—-1. O

Suposem que H és una algebra de quaternions sobre @ indefinida.
Sigui
ri= B(@Q N (H) [] &>
peP
El grup I és el grup format pels elements de norma 1 d’un ordre maximal
de l'algebra de quaternions H. T' és un grup fucsid que opera en cl semipla

superior; té un domini fonamental compacte. A més,

ZLH (Q\H*(A)/ [] K, ~ T\SL(2,R).
peP

2.11. Remarca. Els ordres maximals de H sén ordres d’Eichler de nivell 1.
El grup T que hem introduit correspon a I'(1, D), on D = D(H). Treballant
amb ordres d’Eichler de nivell N, es defineixen cls grups I'(N, D). El grup
SL(2,Z) correspon a I'(1,1).

§3. Teoria analitica global de les formes automorfes
associades a algebres de quaternions

Estem ara en condicions de definir ¢l concepte de forma automorfa per al

grup H*.
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3.1. Formes automorfes. Siguin H una algebra de quaternions sobre un
cos F i1 un quasicaracter del grup de classes d’ideles F*\A%. Una forma
automorfa amb quasicaracter ¢ per a H* és una funcié continua sobre les
classes d’ideles

¢: H'(F)\H"(Ap) = C

que satisfa les condicions segiients:

i) ¢ és K-finita per la dreta. Aixo vol dir que l’espai de funcions generat
pels traslladats de ¢ per a k € K és un C-espai vectorial de dimensi6

finita.

ii) Per a tot idempotent simple & de 'algebra de Hecke H(H*(Ar)),
I’espai
{p(€f)o | feH(H (Ar))}
té dimensié finita.
iii) Per a tot z € A% i g € H*(Ap), se satisfa que ¢(z9) = ¥ (2)¢(g).
iv) Com a funcié de HY,, ¢ és Z(U)-finita, on Z(U) denota ol centre de

I’algebra envolvent universal de la complexificacié de I'algebra de Lie
de H,.

La condicié iv) és la més fisica de totes, ja que ens posa de manifest
que les formes automorfes sén vectors propis d’operadors dilerencials; o bé,

si es prefereix, sén solucié d’equacions (o bé sistemes) I’EDP.

3.2. Definicidé. Denotem per A(H*(Ap), 1) 'espai vectorial complex for-
mat per les funcions anteriors. Els seus elements s’anomenen formes auto-

morfes per a H*, amb caracter .

Sigui 9 un caracter del grup de classes d’ideles F*\A%.. No és restric-
tiu limitar-nos només al cas de caracters en lloc de quasicaracters. Denotem
per LA(H*(AFr), ) l'espai dc totes les funcions ¢ sobre H*(Ap) que satisfan

les condicions segiients:

i) ¢(zvg) = (2)P(g), per a tot 2z € AL, v € H*(F), g € H*(Ap).

ii) |¢(g)| és de quadrat integrable.



212 15. Teoria analitica de formes automorfes sobre grups d’ideles quaternionics

3.3. Proposicié. L'espai LA(H*(Ap),1) és un espai de Hilbert. La trans-
lacio per la dreta, R, defineix una representacio unitaria del grup adélic
H*(Ar) en Uespai LA(H*(Ap), ). L'espai complex de formes automorfes
A(H*(AF),) coincideiz amb el subespai de LA(H*(Ap),1) format per les

funcions que sén K -finites.

3.4. Observacié. Suposem que H és una algebra dc quaternions sobre
Q, indefinida. Sigui U, lestabilitzador de i € C sota I'accié de H*(R) =~
GL(2,R). Per a cada subgrup compacte U C H*(A), l'espai

Xu = H'(Q\H"(A)/UUs

es correspon amb els punts complexos de certes corbes, definides per Shi-
mura, que tenen models candnics sobre Q. Amb la definicié que hem donat,

les corbes X7 tenen diversos components.
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