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La conjectura de Birch i Swinnerton�
Dyer
�angela Arenas

�

En aquestes notes es tracta d�enunciar el contingut d�aquesta conjectura
aix�� com tamb�e de fer una breu exposici�o dels fets m�es rellevants que s�han
produ��t �ns ara�

x�� Origen i desenvolupament de la conjectura

Es considera l�equaci�o polin�omica en dues variables	

f
x� y� �  
��

amb coe�cients racionals� Si f
x� y� �es una forma quadr�atica� el teorema
de Hasse�Minkowski ens assegura que 
�� t�e solucions racionals no trivials
si i nom�es si 
�� t�e solucions no trivials a Q p � per a tot p� incl�os p � ��
El teorema de Minkowski�Siegel d�ona una expressi�o quantitativa del resultat
precedent� Concretament� Siegel prova que la densitat de punts racionals en
una qu�adrica n�dimensional es pot expressar en termes de densitats de punts
p��adics i aquests �ultims valors depenen directament del nombre de solucions
de l�equaci�o corresponent m�odul p� De fet per a tot primer p� llevat d�un
nombre �nit� es t�e que essencialment aquests valors son p��Np on

Np � card
n

x�� � � � � xn� � Fp j f
x�� � � � � xn� �  
mod p�

o
�

Si f
x� y� �es ara el polinomi que de�neix un corba el�l��ptica E�Q de�nida
sobre Q � el teorema de Mordell� el qual va ser conjecturat per Poincar�e�
diu que el grup E
Q� dels punts Q �racionals de E �es �nit�generat	 E
Q � �

�Confer�encia impartida el �� de gener de ����� Amb el suport parcial de la

DGES� PB�	
��		�

�



Zr � E
Q�tors � r � rang 
E
Q��� r � � El c�alcul del subgrup de torsi�o �es
efectiu tan te�oricament com a la pr�actica� De fet� el subgrup de torsi�o �es un
dels �� grups seg�uents 
�Maz��� �Maz���	

E
Q �tors �

�
Z�nZ� � � n � � �o n � ���

Z��Z	 Z��Z� � � n � � �
En general� pel rang r es poden trobar �tes superiors per descens i �tes
inferiors si es t�e la sort de trobar solucions independents� El nombre de
solucions racionals de 
�� �es �nit si i nom�es si r � �
Part de la demostraci�o del teorema de Mordell consisteix en provar que

existeix una forma quadr�atica de�nida positiva que s�anomena altura 
�es
�unica�

�h 	 E
Q� 
 R �� R

amb �h
P �� log m�axfjnum x
P �j� den x
P �jg a�tat� on P � 
x
P �� y
P �� �es
una soluci�o racional de 
��� Si
N
A� 	� card

n
P � Q � j f
P � � � jnum x
P �j � A � jden x
P �j � A

o
�

aleshores N
A�  C
logA�r�� 
A � �� on r � rang
E
Q �� i C �  �es una
constant donada per

C �
�r�� � 
E
Q�tors�


r����
p
R

on R � R
E�Q � � det 
hPi� PjiE���i�j�r� on P�� � � � � Pr �es una base de
E
Q��E
Q �tors i h � i denota l�aparellament de N�eron�Tate� R
E�Q� s�ano�
mena el regulador el�l��ptic de E�Q i �es el volum d�un domini fonamental de la
xarxa de R
E
Q �� E
Q ��E
Q �tors � calculat utilitzant la forma quadr�atica �h�
Si r � � per conveni escrivim R � ��

Exemples 
Zagier�

�� y� � �x� � ��� r � � C � �
E
Q�tors� � � �
�� y� � y � x� � x� r � �� �
E
Q�tors� � �� C � ��������� � � �

�� y� � �x� � ��x� ��� r � �� �
E
Q �tors� � �� C � ���������� � � �

Birch i Swinnerton�Dyer 
�������� varen formular una conjectura que
determina r i en certa manera C� La idea �es que una corba el�l��ptica amb r
molt gran 
o b�e� donat r� amb C molt gran� t�e un nombre de punts racionals

�



molt gran i per tant hauria de tenir en promig un nombre relativament gran
de solucions m�odul p� quan tots els primers p varien� M�es concretament� si

Np � card
n
P � 
x� y� � F�p j f
x� y� � 
mod p�

o
�

la conjectura de Birch i Swinnerton�Dyer 
BSD� diu que hauria d�haver una
f�ormula assimpt�otica

Y
p�t

Np � �

p
 C�
log t�r 
t��� �

Per a una formulaci�o m�es precisa de la conjectura de Birch i Swinnerton�
Dyer �es convenient treballar amb la s�erie L de Hasse�Weil associada a la
corba el�l��ptica� Sigui E�Q una corba el�l��ptica i sigui

y� � a�xy � a� � x� � a�x
� � a�x � a�

ai � Z� una equaci�o de Wierstrass global�minimal per a E�Q i denotem per
 el seu discriminant minimal� Per a cada primer p sigui Ap el nombre de
punts de la corba redu��da !E m�odul p 
cal incloure el punt de l�in�nit�" i sigui
tp � � � p� Ap�
La s�erie L associada a E�Q ve de�nida pel seg�uent producte d�Euler	

L
E�Q � s� �
Y
pj�


�� tp p
�s���

Y
pj��


�� tp p
�s � p���s����

el qual �es convergent per a Re
s� � ���� Es conjectura que L
E�Q � s� t�e
continuaci�o anal��tica a tot el pla complex� �Es cert per a corbes el�l��ptiques
amb multiplicaci�o complexa i per a corbes el�l��ptiques modulars� Si aquest
�es el cas� considerem el desenvolupament de Taylor	

L
E�Q � s� � c� � c�
s� �� � � � �� cm
s� ��m � � � �

al voltant de s � ��
Es de�neix el rang anal��tic � de E�Q per � 	� minfi j ci �� g� �Es a dir	

� � � L
E�Q � �� ��  i
� � m � �� L
E�Q � �� � � L�i	
E�Q � �� � � i � m� L�m	
E�Q � �� ��  �
La conjectura de Birch i Swinnerton�Dyer 
cf� �B�Sw��� diu	

�



�� � � r�

�� cr � lim
s��

L
E�Q � s�


s� ��r �
R
E�Q�h

�
�
E
Q �tors

�i� #S
on R
E�Q� �es el regulador el�l��ptic de E�Q de�nit abans" # �es el producte
dels factors de Tamagawa� M�es concretament� si 	 � dx

�y
a�x
a�
�es la forma

diferencial holomorfa associada amb un model global�minimal de E�Q 
que
�es �unica llevat del signe� es t�e

# � #�
Y
p

#p �

amb

#� �

Z
E�R	

j	j �

on E
R� �es el grup de R�punts racionals de E� E
R� �es un grup de Lie real
compacte de dimensi�o �� amb � �o � components connexes segons que  � 
�o  � � De fet� #� �es el per��ode real positiu de 	 si E
R� �es connex� o b�e
�es el doble del per��ode real positiu de 	 si E
R� t�e � components connexes�

#p 	� �

�
E
Q p�

E�
Q p�

�

�es el nombre de components connexes del model de N�eron de E�Q p �

Si E t�e bona reducci�o a p� aleshores #p � �� �Es possible expressar els
factors de Tamagawa #p� via mesures de Haar� com a valors d�integrals p�
�adiques molt semblants a la integral arquimediana que de�neix #��

S �es un enter quadrat que se suposa que �es l�ordre del grup de Shafarevich�
Tate

��

E�Q� de la corba el�l��ptica E�Q � Quan es va formular aquesta

conjectura no es coneixia l�exist�encia de cap
��


E�Q� �nit�
��


E�Q�
�es un grup de torsi�o i �es $f�acil% calcular la seva ��component i la seva ��
component� Cassels �Ca�� va provar que si

��

E�Q� �es �nit aleshores el seu

ordre �es un quadrat� Tate prova el mateix resultat per a una corba el�l��ptica
E�K de�nida sobre un cos de nombres K�
Rubin 
����� �es el primer que d�ona exemples concrets de corbes el�l��pti�

ques E�Q amb grup de Shafarevich�Tate �nit	

E�Q 	 y� � x� � ��x�
��


E�Q� � Z��Z� Z��Z

E�Q 	 y� � x� � ������� �� 
E�Q� � Z��Z� Z��Z

�



i la conjectura de Birch i Swinnerton�Dyer �es certa per a aquestes corbes
el�l��ptiques�

Podem ara escriure la conjectura de Birch i Swinnerton�Dyer sota la
forma	
�� � � r�

�� lim
s��

L
E�Q � s�


s� ��r � #�
Y
p

#p
R
E�Q � �

��

E�Q�h

�
�
E
Q�tors

�i� �

x�� Fets a favor de la conjectura

�i� Evid�encia num�erica

En els articles 
�B�Sw��� �B�Sw��� s�estudia la conjectura per a corbes el�l��p�
tiques ED�Q amb equaci�o	 y

� � x� �Dx�
Aquestes corbes el�l��ptiques s�on amb multiplicaci�o complexa per Z�i� i en

conseq�u�encia

L�
ED�Q � s� 	� #
��
�

Y
p

#��p L
ED�Q � s�

�es essencialment una s�erie L de Hecke i Birch i Swinnerton�Dyer donen una
expressi�o �nita de L�
ED�Q � ��� De fet computen


 	�
h
�
�
E
Q �tors

�i�
L�
ED�Q � �� �

per a ���� valors de D� Per a cada un d�aquests valors tracten de computar
el rang del grup de Mordell E
Q �� juntament amb l�ordre de

��

�� i ho

aconsegueixen en prop de � casos� Per a aquests casos un hauria de tenir
d�acord amb la conjectura 
BSD�	

� 
 �  � si r � 

� 
 � �
��


E�Q � � si r � �

En cadascun dels m�es de � casos on es calcula r� la m�aquina va trobar

 � � si r � " i que 
 �es un quadrat de manera que la seva ��component

�



coincideix amb l�ordre de
��


��� si r � � De fet� �ns i tot en els casos en
qu�e el seu programa no determina el valor de r ni de

��

��� es t�e que 


sempre �es un quadrat� Concretament� si r �  els valors que surten per a 

i�e� pel nombre que se suposa �es �

��

E�Q� s�on	 �� �� �� ��� ��� ��� �� i

���
Stephens �Ste� d�ona evid�encia num�erica per a corbes el�l��ptiques de�nides

per
x� � y� � D �

D�ona evid�encia per a centenars de casos amb r �  o amb r � �� tamb�e per
a � casos amb r � � i per a un cas amb r � ��

�ii� Consist�encia per isog�enies

Dues corbes el�l��ptiques E�Q i E ��Q � Q �is�ogenes tenen el mateix nombre de
punts m�odul p� per a tot p� i� per tant� tenen la mateixa s�erie L� Aleshores�
si la conjectura 
BSD� �es certa� la quantitat

#�
Y
p

#p

��

E�Q� R
E�Q �

��E
Q�tors ��

���

ha d��esser invariant per isog�enies suposant que �
��


E�Q� �� � Aleshores�
Cassels 
����� prova que� per a corbes el�l��ptiques sobre Q � 
��� �es un in�
variant per isog�enies�
Els termes del valor 
��� un a un no s�on invariants per isog�enies�

�iii� Teorema de Coates�Wiles �Co�W�

SiguiK un cos quadr�atic imaginari de discriminantD� amb nombre de classes
h
D� igual a �� Sigui E una corba el�l��ptica de�nida sobre F � on F �es Q o
b�e el propi K� amb multiplicaci�o complexa per K 
i�e� End
E� � O�O anell
d�enters de K��
Aleshores� si L
E�F� �� �� � es t�e que E
F � �es un grup �nit�

�iv� Teorema de Greenberg ������

Sigui E�Q una corba el�l��ptica amb multiplicaci�o complexa� Suposem que
L
E� s� t�e un zero en s � � amb multiplicitat � � �� Aleshores r � � o b�e el

�



grup de Shafarevich�Tate cont�e una c�opia del grup divisible Q p�Zp per a tot
primer p �� �� � on E t�e bona reducci�o ordin�aria�

�v� F�ormula de Gross�Zagier �Gr�Z�

Sigui E�Q una corba el�l��ptica modular tal que L
E�Q � �� � � La f�ormula
de Gross�Zagier relaciona el valor de L�
E�Q � �� amb la altura can�onica d�un
punt de Heegner P � E
Q �� En particular proven	
�� Si L
E�Q � �� � � aleshores� L�
E�Q � �� �� � P � E
Q � t�e ordre in�nit�
�� Si L
E�Q � �� �  i rang E
Q� � �� aleshores� L�
E�Q � �� �es un m�ultiple
racional de # R
E�Q � i de vegades es pot provar que �es un quadrat�
�� La corba el�l��ptica E�Q de conductor ��� donada per

����y� � x� � �x� � �x � � �
satisf�a � � r � � �
El primer que utilitza els $punts de Heegner% per a produir punts racionals

en corbes el�l��ptiques �es el propi Heegner 
����� en l�article en el qual prova
que el nombre de classes h
D� d�un cos quadr�atic imaginari �es � nom�es per
a un nombre �nit de D�s	

D � ������������������������������������������������ �
Birch 
�Bi�� �Bi�Ste�� d�ona un algorisme inspirat en el treball de Heegner per
construir punts racionals d�ordre in�nit en certes corbes el�l��ptiques� Birch
de�neix els punts de Heegner que van �esser extensament estudiats� des del
punt de vista num�eric� per Birch i Stephens� De fet� ells van conjecturar
expressions equivalents a la f�ormula de Gross�Zagier� Baker i Stark proven
que h
D� � � per a un nombre �nit de discriminants� Goldfeld 
����� va
provar que si existeix una s�erie L amb propietats anal��tiques apropiades i amb
un zero d�ordre su�cientment gran en el punt de simetria de la seva equaci�o
funcional� aquesta funci�o L donaria una �ta inferior efectiva de h
D�� La
L�s�erie de la corba el�l��ptica 	 ����y� � x� � �x� � �x � � � �Bu�Gr�Z� t�e
totes les propietats demanades per Goldfeld�
Amb la qual cosa l�equaci�o h
D� � n� n �x t�e un nombre �nit de solu�

cions� La �ultima �ta que s�obt�e �es

h
D� � C
Y
pjD

�
�� �p

p

�
log jDj �

�



on C �es una constant que �es computable efectivament�

�vi� Teoremes de Kolyvagin ������ ��Ko��� �Ko���

a� Sigui E�Q una corba el�l��ptica modular amb L
E�Q � �� �� � Aleshores�
el grup de MordellE
Q� �es �nit i el grup de Shafarevich�Tate

��

E�Q�

tamb�e �es �nit�

Aquest resultat tamb�e est�a provat per Kato 
����� sense utilitzar el
cos quadr�atic auxiliar ni punts de Heegner�

b� Sigui E�Q una corba el�l��ptica modular� Si L
E�Q � �� � � per�o
L�
E�Q � �� �� � aleshores rang E
Q� � � i el grup de Shafarevich�
Tate �es �nit�

Anem a donar una idea de la demostraci�o del segon teorema de Kolyvagin�
que consta de tres pasos importants	

�� Lema de no anul�laci�o�
Es tria un cos quadr�atic imaginari K�Q de discriminant D amb les
seg�uents condicions	

� Si p �es un factor primer del conductor de E�Q � aleshores p de�
scompon en K�

� La s�erie L
E�K� s� t�e un zero simple en s � �� amb la qual
cosa� com que L
E�K� s� � L
E�Q � s� L
E�D	�Q � s� on E�D	�Q
�es la tor&cada de E�Q pel car�acter de K" es t�e� en particular�
L
E�D	�Q � �� �� � L�exist�encia de K ve assegurada per un teore�
ma de Waldspurger 
����� sobre la no anul�laci�o dels valors de les
s�eries L automorfes tor&cades�

�� F�ormula de Gross�Zagier�

A partir de la f�ormula de Gross�Zagier pel cas de E�K i PK punt de
Heegner de E
K�	

L�
E�K� �� �

RR
E�C 	

	 � i	
p
D

�h
PK� �

�



es troba que el punt de Heegner PK � E
K� �es d�ordre in�nit� d�on
rang E
K� � �� M�es precisament� estudiant l�acci�o de la conjugaci�o
complexa sobre PK es veu que en aquest cas� PK � E
Q��
E
Q �tors��
d�on rang 
E
Q�� � ��

�� Descens de Kolyvagin�

Utilitzant els sistemes d�Euler� Kolyvagin prova que rang E
K� �es exac�
tament � i que

��

E�K� �es �nit� Per tant� rang E
Q� � �� Considera

la successi�o exacta

 �� ker� ����

E�Q �

�����

E�K�

i prova que ker � � H�
�
GK�Q � E
K�

�
on aquest grup de cohomologia

�es �nit� En particular
��


E�Q� �es �nit�

x�� La conjectura de Birch i Swinnerton�Dyer

per a varietats abelianes

Sigui A�K una varietat abeliana de dimensi�o d de�nida sobre un cos de
nombres K� Sigui O l�anell d�enters de K� Ov l�anell local en una de les
valoracions discretes� i k
v� el cos residual� Suposem que A t�e bona reducci�o
en v� Sigui Gv un grup de descomposici�o� posem
Nv � � k
v�"
Frv � element de Frobenius de Gv� actuant a A
 k
v� ��
Sigui N el model de N�eron de A sobre O i sigui N� el model de N�eron

connex� Sigui v �nit� escrivim Av � N
O k
v�� A�
v � N�
O k
v�� Aleshores

Av �es un esquema de grups commutatiu sobre k
v� i A
�
v �es la component

connexa de l�origen en Av� Es de�neix

cv
A� � cv �
�
Av
k
v�� 	 A

�
v
k
v��

�
�

Aleshores cv �es un enter� gaireb�e sempre igual a �� igual a l���ndex del subgrup
de punts del cos residual de la component connexa de la �bra especial� en
el grup de tots els punts k
v��racionals de tota la �bra del model de N�eron�
Aleshores� es de�neix

Cf
A� �
Y
v �nit

cv �

�



Sigui G el grup de Galois Gal 
Q �K� i sigui Iv el subgrup d�in�ercia de Gv�
que indueix la identitat en l�extensi�o del cos residual donada per v� Sigui
Frv l�element de Frobenius de Gv�Iv� Sigui � � Z un primer� � �� car k
v�� i
consideri�s el m�odul de Tate

T�
A� � lim
��

A
Q � ��n��

on A
Q � ��n� �es el nucli de la multiplicaci�o per �n en el grup de punts alg�ebrics
de A� T�
A� �es un Z��m�odul lliure de rang �d� Es de�neix el factor local de
la L�s�erie en v� per a tot v� incloent els de mala reducci�o per la f�ormula	

Lv
A�K� s� 	� det
�
id�Nv�s Fr��v j HomZ�


T�
A��Z��
Iv
���

�

El super ��ndex Iv indica el subm�odul dels elements �xos per tots els elements
del grup d�in�ercia Iv� Aleshores� es de�neix la s�erie L associada a la varietat
abeliana A�K pel producte d�Euler	

L
A�K� s� �
Y
v �nit

Lv
A�K� s� �

i es conjectura que aquesta funci�o L t�e prolongaci�o anal��tica a tot el pla
complex i que satisf�a una equaci�o funcional senzilla� 
cf� �Gro���
Sigui WN el O�m�odul projectiu de les diferencials invariants al model de

N�eron N � Aleshores� rang
WN� � d i� per tant� �dWN �es un O�subm�odul
de rang � de H�
A�K�#d�� Sigui f	�� � � � � 	dg una K�base de H�
A�K�#��
i sigui  � �	j� Aleshores

�d WN �  a� en H�
A�K�#d��

on a� �es un ideal fraccionari de K�
Si v �es una pla&ca complexa de K i � 	 K �� C una immersi�o que indueix

v en K� Sigui H � H�
A
�
C ��Z� la homologia entera de A�� Aleshores� H

�es un Z�m�odul lliure de rang �d� Sigui f
�� � � � � 
�dg una base de H� i de�nim

cv
A� � �

���� det
��Z

	i

	j�

Z
	i

	j

������
�

Z
A�C 	

p��  �  �

�



El determinant de la �d	 �d matriu �es diferent de zero i nom�es dep�en de 
i v�
Si v �es una pla&ca real de K corresponent a l�immersi�o � 	 K �� R�

Sigui H
 el subm�odul de H�
A
�
C ��Z� que �es �x per conjugaci�o complexa�

Aleshores� H
 �es lliure de rang d� Sigui f��� � � � � �dg una base i de�nim

cv
A� � �
�
A�
R� 	 A�
R��

� ���� det
��Z


i

	j

������
�

Z
A��R	

jj �

Aqu�� tamb�e el determinant �es diferent de zero i nom�es dep�en de  i de v�
Sigui dK el valor absolut del discriminant de K sobre Q � El producte

C�
A� �
Y
vj�

cv
A� � NKjQ a��jdKjd��

�es independent de l�elecci�o de �
Finalment� es de�neix

C 	� C
A� � C�
A� � Cf
A� �

Aleshores C
A� �es un nombre real positiu�
Suposant que L
A�K� s� t�e continuaci�o anal��tica a tot el pla complex� es

t�e	

Conjectura de Birch i Swinnerton�Dyer

�� Sigui r � rangA
K�� Aleshores� L
A�K� s� t�e un zero d�ordre r en s � ��

��
�

r�
L�r	 
A�K� �� �

�
��


A�K� R
A�K� C
A�K�

� 
A
K�tors� �
A�
K�tors�
� on

��

A�K� �es el

grup de Shafarevich�Tate de la varietat abeliana A�
��


A�K� �
ker
H�
G�A� �� 'vH

�
Gv� A� ��
Es conjectura que

��

A�K� �es �nit" i sota aquesta hip�otesis es t�e que

els grups
��


A�K� i
��


A��K�� on A� denota la varietat abeliana dual de
A� s�on duals l�un de l�altre 
Cassels�Tate��

R
A�K� s�anomena el regulador de la varietat abeliana A�K i es de�neix	

R
A�K� � j dethPi� P �jij �

��



on fP�� � � � � Prg �es una base de A
K��A
K�tors i fP ��� � � � � P �rg �es una base de
A�
K��A�
K�tors� i

hP� P �i 	� �h
P� P �� �
�es el corresponent aparellament de N�eron�Tate�

Observacions� �� En el cas d�una corba el�l��ptica E�Q de�nida sobre Q
recuperem els resultats del par�agraf anterior�

�� En el denominador del segon apartat de la conjectura 
BSD� cal introduir
� �A�
K�tors� per a que tot el valor sigui invariant per isog�enies 
provat per
Tate �Ta���

�� La conjectura de Birch i Swinnerton�Dyer per a varietats abelianes tamb�e
es pot donar en termes de nombres de Tamagawa�
Bloch �Bl� conjectura que el nombre de Tamagawa �
A� corresponent a

una varietat abeliana A�K amb grup de Mordell�Tate A
K� �nit �es	

�
A� �
� Pic
A�tors
�
��


A�

� � ��

i en l�article esmentat anteriorment prova que si 
� � �� �es certa aleshores
tamb�e la conjectura de Birch i Swinnerton�Dyer ho �es�

��



Bibliogra�a

�Bi� B�J� Birch� Diophantine analysis and modular functions� Algebraic
Geometry � Bombay Colloquium� 
������ Oxford University Press�
London ����� ������

�Bi�Ste� B�J� Birch and N�M� Stephens� Computation of Heegner points�
Modular Forms� R�A� Rankin Ed�� Ellis Horwood Ltd�� 
������
������

�B�Sw�� B� Birch and H�P�F� Swinnerton�Dyer� Notes on elliptic curves 
I��
J� Reine Angew Math� ��� 
������ �����

�B�Sw�� B� Birch and H�P�F� Swinnerton�Dyer� Notes on elliptic curves

II�� J� Reine Angew Math� ��� 
������ ������

�Bl� S� Bloch� A note on Height Pairings� Tamagawa numbers� and the
Birch and Swinnerton�Dyer Conjecture� Inv� Math� �� 
����� ���
���

�Bu�Gr�Z� J� Buhler� B� Gross and D� Zagier� On the conjecture of Birch and
Swinnerton�Dyer for an elliptic curve of rank �� Math� Comp� ��


������ ��������

�Ca�� J�W�S� Cassels� Arithmetic on curves of genus � 
IV�� Proof of the
Hauptvermutung� J� Reine Angew� Math� ��� 
������ �������

�Ca�� J�W�S� Cassels� Arithmetic on curves of genus � 
VIII�� On the
conjectures of Birch and Swinnerton�Dyer� J� Reine Angew� Math�

��	 
������ �������

�Co�W� J� Coates and A� Wiles� On the conjecture of Birch and
Swinnerton�Dyer� Invent� Math� 
� 
������ ��������

�Gre� R� Greenberg� On the Birch and Swinnerton�Dyer conjecture� In�
vent� Math� 	� 
������ ��������

�Gro� B� Gross� On the conjecture of Birch and Swinnerton�Dyer for el�
liptic curves with complex multiplication� Number Theory Related

to Fermat�s Last Theorem� Birkhauser 
������ ��������

��



�Gr�Z� B� Gross and D� Zagier� Heegner points and derivatives of L�series�
Invent� Math� �� 
������ �������

�Hee� K� Heegner� Diophantische Analysis und Modulfunktionen� Math�

Zeit� �� 
������ ��������

�Ko�� V�A� Kolyvagin� Finiteness of E
Q � and
��


E�Q� for a subclass
of Weil curves� 
Russian� Izv� Akad� Nauk� Ser� Mat� �� 
�����
No� �� ��������" translation inMath� USSR Izv� 

 No� � 
������
��������

�Ko�� V�A� Kolyvagin� Euler Systems� The Grothendieck Festschrift �
Vol� II� �������� Progr� in Math� �	 Birkhausser� ����

�Maz�� B� Mazur� Modular curves and the Eisenstein ideal� IHES Publ�

Math� �	 
������ �������

�Maz�� B� Mazur� Rational isogenies of prime degree� Invent� Math� ��


������ ��������

�Sil� J�H� Silverman� The Arithmetic of Elliptic Curves� GTM ���
Springer� �����

�Ste� N�M� Stephens� The diophantine equation X� � Y � � DZ� and
the conjectures of Birch and Swinnerton�Dyer� J� Reine Angew�

Math� �
� 
������ ��������

�Ta� J� Tate� On the conjectures of Birch and Swinnerton�Dyer and a
geometric analog� S�eminaire Bourbaki ���������� No� ���

�Wa� J��L� Waldspurger� Sur les valeurs de certaines fonctions L auto�
morphes en leur centre de symm�etrie� Compos� Math� �� No� �

������ ��������

��



Corbes el�l��ptiques amb multiplicaci�o complexa

Jordi Gu�ardia

� Multiplicaci�o complexa i teoria de cossos de

classes

De�nici�o � Sigui E una corba el�l��ptica de�nida sobre C � Diem que E t�e multi�
plicacions complexes si EndC �E� � R �es un ordre d�un cos de nombres quadr�atic
imaginari K�Q�

La xarxa de per��odes d�una corba el�l��ptica amb multiplicacions complexes de R
�es un R�m�odul projectiu de rang 	
 Nosaltres assumirem sempre que EndC �E� � OK

�es l�anell d�enters de K
 En aquest cas� la xarxa de per��odes de E �es de la forma

�E  �a�

on � � C i a �es un ideal fraccionari de Cl�K�
 Denotarem per Ea la corba el�l��ptica
C �a� i per j�a� el seu invariant j
 Tenim que�

a� La classe de a en Cl�K� determina la classe de Q�isomor�sme de la corba
el�l��ptica C �a
 �

b� Si � � Aut�C �� la corba el�l��ptica C ��a tamb�e t�e multiplicaci�o complexa per
OK


Es dedueix d�aix�o que j�a� �es un nombre algebraic
 De fet�

Teorema �

	
 El polinomi f�X� 
Q

a� Cl�K��X � j�a�� �es irreductible sobre Q�

�
 El cos de descomposici�o del polinomi f�X� sobre K s�obt�e adjuntant un valor
qualsevol j�a�� a � Cl�K��

�Remarquem que es tracta de la classe de Q�isomor�sme� Aix��� per exemple� totes les corbes
Y
� � X

� � DX tenen multiplicacions complexes de Z	i
� s�on Q�
p
D��isomorfes a Y � � X

� �X�
pero l�isomor�sme no es pot de�nir sobre Q�

	




 L�extensi�o abeliana no rami�cada maximal de K �el Hilbert ray class �eld de
K� �es justament aquest cos H  K�j�a���

A m�es a m�es� podem assegurar que

Proposici�o � El m��nim cos de de�nici�o de la corba el�l��ptica C �a �es Q�j�a��� Les
multiplicacions complexes d�aquesta corba estan de�nides sobre el cos H  K�j�a���

� Inc��s� Ideles i car�acters

En aquesta secci�o recordarem les nocions b�asiques referents a les ideles i els car�acters�
i �xarem la de�nici�o de Gr�ossencharakter
 Les refer�encies b�asiques s�on els llibres
�Ne ���� �Ca�Fr ���


Donat un cos de nombres F � denotarem per JF el seu grup d�ideals� i per PF el
subgrup dels ideals principals
 El grup de classes d�ideals de F �es Cl�F � � JF�PF 


De�nici�o � L�anell de les adeles de F �es

A F � f�xv�v �
Y
v

Fv jxv � Ov q�p�t� vg�

El grup de les ideles de F �es

IF � A �F  f�xv�v �
Y
v

Fvjxv � O�
v q�p�t� vg

Els elements de F � s�injecten can�onicament en IF mitjan�cant el mor�sme diag�
onal
 El quocient CF � IF�F

� s�anomena grup de classes d�ideles de F 

Denotarem per S� �resp
 Sf � el conjunt de les places arquimedianes �resp
 no

arquimedianes� de F 
 Hi ha una aplicaci�o natural del grup d�ideles en el grup
d�ideals� donada per�

IF
u�� JF

�xv�v �� Q
v�Sf

p
v�xv�
v �

�pv primer associat a v��

El nucli d�aquesta aplicaci�o �es IF�� � ker�u� 
Q

v�S�
F �
v �
Q

v�Sf
O�

v� i rep el nom

de grup de les ideles in�nites
 Evidentment� IF�IF�� � JF � per�o a m�es

Proposici�o �
IF�IF��F

� � Cl�F ��

�



El grup de les ideles IF �es pot proveir d�una topologia natural� de forma que
esdev�e un grup topol�ogic
 Nom�es cal prendre com a entorns b�asics de la unitat
els conjunts de la forma

Q
p�SWp �

Q
p ��S Up� on S �es un conjunt �nit de places

arquimedianes que F que inclou les places arquimedianes�Wp �es un entorn b�asic de
	 � Fp i Up  x � Fpjvp�x�  �
 En introduir la topologia en el grup de les ideles�
podem estudiar la teoria de cossos de classes des del punt de vista anal��tic


De�nici�o 	 Un Gr
ossencharakter de F �es un homomor�sme continu

� � IF �� C �

tal que ��F ��  	�

Donat un Gr�ossencharakter � podem considerar els seus components locals� que
no s�on m�es que les restriccions a cada factor local del productori que de�neix el grup
d�ideles
 Interpretem aquests components com a mor�smes sobre el grup d�ideals�

�v � F �
v �� JF

�v�x� � ��	� 	� � � � � x� 	� � � ���

En la tesi de Tate �cf
 �Ca�Fr ���� s�estudia com poden ser aquests components
locals�

	� En una pla�ca arquimediana v amb ev  �Fv � R� cal que

v � S� � �v�x� 

�
x

jxjevv

�n

jxjsv�

per a certs n �Z� s � C 

�� En una pla�ca �nita v el component local corresponent ha de descompondre

com
�v�x�  �v�n�x�jxjsv�

amb n � N �v�n � Uv��	 � �n� �� S� un car�acter local


A partir dels exponents dels components locals dels Gr�ossencharakters es de�neix
el seu conductor�

De�nici�o � El conductor de � �es f �
Q

v�Sf
pnvv �

Usualment� els components locals in�nits i els components locals �nits d�un
Gr�ossencharakter s�agrupen donant lloc a dos mor�smes�

�� � IF�� �� C

����xv�v�S�� 
Q

v�S�

�
xv

jxvj
ev
v

��fv jxvjsvv �
�



�� � JF �� C

��  � � u�
de manera que tenim la descomposici�o natural

��x�  ���u�x������xv�v�S���

Observem que� per als elements � � F �

����  	� ����OF � 
Y
v�S�

�
�v
j�vjevv

�fv

j�vj�svv �

Tenint en compte tot aix�o� veiem que els car�acters d�ordre �nit s�on els que tenen
tots els exponents fv  � i sv  � en les places arquimedianes
 En aquest cas�
��IF���  	 i Im� 	 	�� i � �es un car�acter de Dirichlet
 Els car�acters de Dirichlet
van lligats a les extensions �nites de F 
 Si volem tractar les extensions in�nites de
F haurem de considerar els Gr�ossencharakters d�ordre in�nit
 Weil proposa l�estudi
d�un tipus particular de Gr�ossencharakters� que si b�e tenen ordre in�nit� prenen
valors algebraics�

De�nici�o � Weil� Un Gr�ossencharakter �es de tipus A si tots els sv � Q� Un
Gr�ossencharakter �es de tipus A� si tots els sv � Z� �es a dir� si existeixen enters
av� bv tals que� per a cada � � F ��

����OF �  

Y
v�S�

�avv �v
bv �

Proposici�o �

a
 Els valors que pren un Gr�ossencharakter de tipus A s�on algebraics�

b
 Els valors que pren un Gr�ossencharakter de tipus A� cauen tots dins d�una
extensi�o �nita de Q�

A m�es a m�es� hom pot de�nir la s�erie L associada a un Gr�ossencharakter de
tipus A�� que resulta tenir unes propietats immillorables�

Proposici�o �� Hecke� Tate� La s�erie L dels Gr�ossencharakters de tipus A� sa�
tisf�a una equaci�o funcional� que permet extendre�la a una funci�o anal��tica en tot el
pla complex�

�



� El treball de Deuring

Sigui v una pla�ca de F en la qual E t�e bona reducci�o
 Denotem per F �v� el cos
residual� i per Ev la reducci�o d�E
 Mitjan�cant els m�oduls de Tate es prova que els
homor�smes de reducci�o�

EndF �E� �� EndF �v��Ev�
EndF �E� �Q �� EndF �v��Ev��Q

s�on injectius
 Aix�o d�ona lloc a una injecci�o

K
�v�� EndF �v��Ev��Q�

L��algebra d�endomor�smes EndF �v��Ev� � Q pot ser un cos quadr�atic imaginari o
una �algebra de quaternions� per�o en qualsevol cas� el seu centre �es justament 
v�K�

En particular l�endomor�sme de Frobenius �v pertany a la imatge de 
v
 �Es a dir�

�� �v � K j 
v��v�  �v�

Aix�o ens d�ona una correspond�encia v � �v entre les places de F i els elements deK�

Deuring ��De ������� demostra que aquesta correspond�encia �es un Gr�ossencharakter�
la qual cosa permet provar� a posteriori� la conjectura de Hasse�Weil per a les corbes
el�l��ptiques amb multiplicacions complexes d�un cos de nombres quadr�atic imaginari�

Teorema �� La corba el�l��ptica E�F � amb multiplicacions complexes del cos K 
Q�
p�D� 	 F determina un �unic car�acter continu�

�E � IF �� K��

que queda caracteritzat per les propietats seg�uents�

a
 Si a  f�gv �es una idele principal� �E�a�  NF�K����

b
 Si a  favgv �es una idele tal que av � 	 �mod v� en totes les places de mala
reducci�o d�E� llavors

�E�a� 
Y

v de bona reducci�o

�v�av�v �

c
 ker��E� �es un subgrup obert de IF �

Els conductors de x i E estan lligats per la relaci�o NE  N�
�E
�

�



Donat un primer racional � �Z� considerem el twist ���adic de �E�

�� � IF �� K�
�

a �� �E�a��NF��K�
�a���

Per de�nici�o� ���F ��  	� i com que K�
� �es totalment disconnex� �� ha de ser trivial

sobre el component connex de la identitat I�F en IF 
 A trav�es de l�isomor�sme
d�Artin� �� de�neix un car�acter de Gal�F�F �ab� que indueix un car�acter de Galois

�� � Gal�F�F � �� K�
� �

Proposici�o �� El car�acter �� �es el car�acter associat a la representaci�o ���adica de
Gal�F�F � determinada per E�

En les places in�nites� podem fer una construcci�o an�aloga
 L�homomor�sme

�� � IF �� K�
�

a �� �E�a��NF��K��a���

tamb�e �es trivial sobre F �
 Ell i el seu conjugat complex s�on dos Gr�ossencharakters
de tipus A�� que denotarem �E i �E


Teorema �� Deuring� �De ������� K 	 F
	
 �E i �E s�on dos Gr�ossencharakters de tipus A��
�
 L�E�F� s�  L��E� s�L��E� s��

 Si E est�a de�nida sobre Q llavors� L�E�Q� s�  L��E� s� llevat d�un nombre �nit
de factors d�Euler�
�
 Les corbes el�l��ptiques amb multiplicacions complexes d�un cos quadr�atic imaginari
satisfan la conjectura de Hasse�Weil�

� El teorema de Coates	Wiles

Teorema �� Coates�Wiles� �Co�Wi ���� Sigui Kun cos quadr�atic imaginari
amb nombre de classes h�K�  	� Sigui E una corba el�l��ptica de�nida sobre F  K
o sobre F  Q� amb multiplicacions complexes de OK� Si rgE�F � � 	� llavors la
s�erie L�E�F� s� s�anul�la en s  	�

Aquest teorema pot aplicar�se� en particular� a les corbes el�l��ptiques Y �  X��
DX estudiades originalment per Birch i Swinnerton�Dyer


En realitat� aquest enunciat �es una mica restrictiu� nom�es hi ha  cossos quadr�a�
tics imaginaris amb nombre de classes 	� s�on els cossos Q�

p�D�� amb D � f�� �� ��
�� 		� 	 � ��� ��� 	��g
 Els propis Coates i Wiles admeten que la restricci�o h�K�  	
nom�es es deu a raons t�ecniques� i anuncien que N
 Arthaud ha aconseguit superar�la

En �Ar ����� apareix el teorema seg�uent�

�



Teorema �� En les mateixes hip�otesis que el teorema anterior� �en particular
h�K�  	
� si F �es una extensi�o abeliana de K i E �es una corba el�l��ptica de�nida
sobre F tal que rgE�F � � 	� llavors la s�erie L�E�F� s� s�anul�la en s  	�

Arthaud anuncia una segona part del seu article� en la qual prova una generalit�
zaci�o del teorema de Coates�Wiles

� Sense la restricci�o sobre el nombre de classes!

� Per a una extensi�o abeliana F�K tal que F �E tors��K sigui abeliana


Aquest paper per�o� no ha estat publicat
 Se suposa que deu apar�eixer a la seva
tesi ��Ar ���	��
 Si m�es no� Rubin ��Ru �	�� el d�ona per v�alid



 El treball de Rubin

En les mateixes hip�otesis del �nal de la secci�o �� Rubin prova una versi�o m�es forta
dels resultats anteriors� en la qual �ta l�ordre d�anul�laci�o de la s�erie L


A partir de la corba el�l��ptica E de�nida sobre F � Rubin considera la restricci�o
d�escalars a K� B  ResF�K�E�
 Com que suposem que F �E tors��K �es una ex�
tensi�o abeliana� resulta que �es una K�corba� �es a dir� �es is�ogena a totes les seves
K�conjugades
 Es t�e que�

Proposici�o �	 La varietat abeliana B �es is�ogena sobre K a un producte
Qr

i��Bi

de varietats abelianes simples sobre K� de tipus CM� �es a dir�

Ti � EndK�Bi��OK
K

�es un CM�cos i dimBi  �Ti � K�� En particular
Pr

i���Ti � K�  dimB  �F � K��

Sigui M una extensi�o abeliana de K que cont�e F � amb grup de Galois G 
Gal�M�K�
 Notem que G actua sobre

Bi�M�Ti  Bi�M��ZQ  Bi�M� �EndK�Bi�
Ti�

La descomposici�o en components irreductibles d�aquesta representaci�o permet �tar
l�ordre d�anul�laci�o en s  	 de la s�erie L�E�M� s��

Teorema �� Rubin� �Ru ���� Sigui Bi�M�Ti � �l
j��V

mj

j la descomposici�o de
Bi�M�Ti en Ti�G��representacions irreductibles� Es t�e que

ords��L�E�M� s� � �
lX

j��

deg Vj �

�



Observaci�o �� Es pot provar que rgOK
�E�M�  dimTi�Bi�M�Ti�� de manera que

la predicci�o de la conjectura de Birch i Swinnerton�Dyer �es que ords��L�E�M� s� 
�
Pl

j��mj deg Vj �

Rubin ha seguit treballant en la versi�o completa de conjectura
 Ha obtingut
resultats parcials a partir dels seus treballs en les conjectures principals de la teoria
d�Iwasawa ��Ru  	��
 Aix�� mateix� en una de les tesis dirigides per ell es demostra�

Proposici�o �� Gonz�alez�Avil�es� �Go ���� La versi�o completa de la conjectura
de BSD per a les corbes el�l��ptiques de�nides sobre Q�

p��� amb multiplicacions
complexes per aquest cos i amb L�E�Q�

p���� � � �es certa�

Com a conseq�u�encia d�aquest resultat� es prova la versi�o completa de la conjec�
tura per a una fam��lia de corbes el�l��ptiques�
Corol�lari �� Gonz�alez�Avil�es� �Go ���� Les corbes

Ed � Y
�  X� � �	dX� � 		d�X�

que tenen multiplicaci�o complexa per

Z��	�
p�������

satisfan la versi�o completa de la conjectura BSD si L�Ed�Q�
p���� � ��

� Altres resultats

Greenberg demostra una aproximaci�o al rec��proc del teorema de Coates�Wiles� a
favor de la conjectura�

Teorema �� Greenberg� �Gr ���� Sigui E una corba el�l��ptica de�nida sobre Q
amb multiplicacions complexes d�un cos quadr�atic imaginari K� Si L�E�Q� s� t�e un
zero d�ordre senar en s  	� llavors o b�e rgE�Q� � 	 o b�e el subgrup p�primari
del grup de Tate�Safarevic �es in�nit per a tots els primers p  � de bona reducci�o
ordin�aria�

� Idees sobre la demostraci�o del teorema de Coa	

tes	Wiles

��� Cossos de punts de torsi�o

Sigui p un primer de bona reducci�o de E� que descompon totalment en K� amb p 
pp
 Denotem per �E el Gr�ossencharakter de E� i sigui �  �E�p� � OK  End�E�


�



Per de�nici�o� � �es l��unic endormor�sme de E que redu��t m�odul p d�ona el Frobenius
de E �mod p�
 De fet� �p�E  ���E���E


El fet que l�invariant j de la corba el�l��ptica E sigui un enter algebraic� combinat
amb el criteri de N�eron�Ogg�Safarevic� permet determinar una extensi�o en la qual
la corba t�e bona reducci�o a tot arreu�

Teorema �� La corba el�l��ptica E t�e bona reducci�o sobre el cos F� � K�E���

Utilitzant b�e la relaci�o expl��cita entre les multiplicacions complexes de E i els
s��mbols d�Artin� es prova el seg�uent

Lema �� Sigui f  �f�  conductor de �E�
	
 H � K�Ef� �es l�extensi�o maximal abeliana no rami�cada fora de f de K�
�
 El conductor de Fn � K�E�n����K �es fn � fpn	��

 El Hilbert ray class �eld de K m�odul fn �es el cos Rn � HFn� i H � Fn  K�

��� Unitats el�l��ptiques

De�nici�o �� Sigui L  �OK la xarxa de per��odes de la funci�o p de Weierstrass de
la corba el�l��ptica E� Donat un ideal enter a de K de�nim�

��z� a� 
"�L�

"�a��L�

Y
l�a��L�L

"�L�

�p�z�� p�l��

�

on " denota el discriminant� i l���ndex del productori recorre un sistema de repre�
sentants no nuls de a��L m�odul L�

Sigui S  f�� �g � f primers de mala reducci�o de Eg

Proposici�o �� Roberts� �Ro ���� Sigui �n un punt de fn�torsi�o de L�

a
 Si a �es un ideal enter de K coprimer amb S i amb p� llavors ���n� a� � Rn�

b
 Si b �es un ideal enter de K coprimer amb fn� llavors

���n� a�
�b�Rn�K� ���E�b��n� a��

c
 Si g 
Q

j a
nj
j �es un ideal fraccionari de K tal que

P
j nj�N�aj� � 	�  ��

llavors ���n� g� �
Q
���n� aj�nj � R�

n ��es una unitat el�l��ptica
�
Denotarem per Cn el subgrup format per les unitats el�l��ptiques descrites a l��ultim

apartat de la proposici�o anterior
 Denotarem per Cn el subgrup de Fn format per
les normes de Rn a Fn dels elements de Cn�

Cn � f���n� g�gg�
Cn � NRn�Fn�Cn��

El grup Cn t�e un molt bon comportament galoisi�a
 Resumim les seves propietats�

 



Proposici�o �	

a
 Cn �es estable per l�acci�o de Gn  Gal�Fn�K�� i �es independent del punt de
fn�torsi�o �n � L escollit�

b
 Els elements de Cn s�on � 	 �mod pn��

c
 Per a cada m � n� NFm�Fn�Cm�  Cn�

Prenem com a �n el valor � � ��f 
 Fixem un conjunt B d�ideals enters de K�
coprimers amb f�  fp de forma que

Gal�R��F��  f�b�R��K�jb � Bg�

Per a cada ideal enter de K coprimer amb S i p� considerem la funci�o

��z� a� �
Y
b�B

��z � ��b�� a��

Despr�es d�una s�erie de c�alculs m�es o menys elementals per�o llargs es prova que�

Lema �� La funci�o ��z� a� �es una funci�o racional de p�z� i p��z�� amb coe�cients
en el cos K� A m�es�

z
d

dz
log ��z� a� 

�X
k��

ck�a�z
k�

on
ck�a�  	���	�k��fk��k�N�a� � �kE�a��L��E

k� k��

Corol�lari ��
��kL��E

k� k� � K�

��� C�alculs locals

L�estudi del grup formal de Lubin�Tate associat a la corba el�l��ptica E ens d�ona la
seg�uent informaci�o local�

Proposici�o �� L�extensi�o �n  Kp�E�n����Kp �es totalment rami�cada de grau
pn�p� 	��

Introdu��m les notacions seg�uents�

Gn � Gal��n�Kp� � �OK��
n	�OK�

�


pn � maximal de O�n  primer de Fn sobre p


	�



Un  fx � O�nj x � 	 �mod pn�g�
U �
n  fx � Unj N�n�Kp�x���g

Cn clausura de Cn respecte la topologia pn��adica


Notem que Cn 	 U �
n i que U �

n�Cn �es un Gn�m�odul
 Denotarem per � el car�acter
que d�ona l�acci�o de G� en E�
 Identi�cant el grup de les arrels �p � 	���esimes de la
unitat deZp� 	p� amb la seva reducci�o m�odul p� assumim que � pren valors en 	p���

� � G� �� 	p�� 	Zp

� �� ���� � ��u�  ����u �u � E��

Donat un Zp�G���m�odul A� denotarem per A�k� el subm�odul d�A on G� actua via
�k
 Aix�� tenim una descomposici�o

A  �p��
k��A

�k��

L�estudi d�aquesta descomposici�o per alsZp�G���m�oduls U �
n�Cn �es una part b�asica

de la demostraci�o del teorema de Coates�Wiles
 Per exemple� el m�odul U �
��C� est�a

relacionat amb els valors m�odul p dels valors de les s�eries L dels car�acters �kE
 Aix�o
es demostra utilitzant novament el grup formal de la corba el�l��ptica


De�nici�o �� Direm que un primer p �Z�es anormal per a E si ���  	 �la tra�ca
del Frobenius m�odul p �es 	
�

Teorema �� Sigui p  � un primer no anormal ni de mala reducci�o� que descompon
en K� p  pp� Per a k  	� � � � � p � ��

�U �
��C��

�k� � ��� ��kL��kE� k� � � �mod p��

El problema �es que els grups �U �
��C���k� no tenen una interpretaci�o galoisiana

clara
 Jugant amb el grup d�unitats el�l��ptiques i una mica de teoria d�Iwasawa�
Coates i Wiles proven que

Teorema �� Per a k  	� � � � � p� ��

�U �
��C��

�k� � � �� �n  � t�q� �U �
n�Cn�

�k� � ��

Els grups �U �
n�Cn�

�k� Coates i Wiles s�� que els poden tractar des del punt de
vista galoisi�a� at�es que ja havien demostrat el resultat seg�uent�

		



Teorema �� Coates�Wiles �	� �Co�Wi �	�� Sigui Mn la p�extensi�o abeliana
maximal no rami�cada fora de pn de Fn� Sigui Ln la p�extensi�o abeliana maximal
no rami�cada de Fn� Finalment� considerem F�  �n��Fn i En � fx � OFn j x � 	
�mod pn�g� i denotem per En la clausura de En en U �

n�
L�aplicaci�o d�Artin estableix un isomor�sme de Gn�m�oduls

Gal�Mn�LnF�� � U �
n�En�

La import�ancia d�aquest resultat per a nosaltres rau en el fet que Cn 	 En 	 U �
n�

de manera que si conseguim veure que el quocient U �
n�En � � tindrem que U �

n�Cn �
�


��	 Demostraci�o del teorema de Coates
Wiles

En aquesta secci�o repassarem la demostraci�o pr�opiament dita del teorema de Coates�
Wiles
 La hip�otesi del teorema �es que tenim un punt d�ordre in�nit P � E�K�


Sigui S� � S � f�g � fprimers anormals per a Eg
 Escollim un primer p �� S�

que descompongui en K� p  pp
 Triem un punt Qn � E�K� tal que �n	��Qn�  P
i considerem l�extensi�o Hn � Fn�Qn�
 Tenim que�

Lema ��

	
 Hn�Fn �es c��clica i �Hn � Fn�jpn	��
�
 Hn �es no rami�cada fora de pn�


 L�acci�o de G� per conjugaci�o sobre Gal�Hn�Fn� ve donada per

x	  ����x �x � Gal�Hn�Fn�� � � G�� �	�

�
 �n  �� HnF��F� �es no trivial i rami�cada�

L��ultim apartat del lema anterior ens diu en particular que� per a n prou gran�
l�extensi�o HnLnF��LnF� no �es trivial
 At�es que HnLnF� 	 Mn� obtenim que el
grup de Galois Gal�Mn�LnF�� no �es trivial� i ara el teorema �� ens permet a�rmar
que

U �
n�En � ��

Com que coneixem l�acci�o de G� sobre Gal�Hn�Fn� �apartat � del lema anterior��
podem assegurar m�es concretament que �U �

n�En���� � �� Ja hem dit abans que
Cn 	 En� de manera que

�U �
n�Cn�

��� � ��

	�



Ara el corol�lari �� ens diu que per a n prou gran

�U �
��C��

��� � ��

Si apliquem el teorema �	 obtenim que

pj���L��E� 	��
Tenim aquesta condici�o de divisibilitat per als primers p  que descomponen en K�
s�on de bona reducci�o i no anormals per a E
 El teorema de la progressi�o aritm�etica
de Dirichlet permet provar que hi ha una in�nitat de primers que satisfan aquestes
condicions� per la qual cosa podem assegurar que

L��E� 	�  ��

Aix�o prova el teorema de Coates�Wiles� ja que� tal com hem vist en el teorema
	�� si F  K L�E�F� s�  L��E� 	�Lf��E� 	� i si F  Q L�E�F� s�  L��E� 	� llevat
d�un nombre �nit de factors d�Euler
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Punts de Heegner i derivades de L s�eries
�Gross�Zagier�

Josep Gonz�alez

Gener� ����

�Index

� Introducci�o �

� La corba modular X��N��C �

� Involucions i correspond�encies �

� Corbes el�l�� ptiques amb CM i punts de Heegner de X��N� �

	 L
s�eries �

� Altures locals i globals �

 Conjectura de Birch i Swinnerton
Dyer ��

� Introducci�o

El principal teorema d�aquest article� relacionat amb la conjectura de Birch i
Swinnerton�Dyer� proporciona una relaci�o entre les altures de classes de divisors
de Heegner de la jacobiana de la corba modular deX��N� i els valors de la primera
derivada en s � � de L�s	eries de certes formes modulars
 Aquest teorema s�aplica
despr�es a una corba el
l�� ptica modular E de�nida sobre Q tal que la seva L�s	erie
t�e un zero simple� obtenint�se que E t�e un punt racional d�ordre in�nit i una
certa expressi�o de L��E� ��


L�article publicat en l�Inventiones t�e una extensi�o d�unes � p	agines
 Un
avan�c dels resultats obtinguts en aquest article� que van ser publicats en la revista
Comptes Rendues� contenen alguns errors que els mateixos autors assenyalen
posteriorment en l�article de l�Inventiones
 Aquest treball dona resultats relatius
a formes parab	oliques de pes �k � � i una bona quantitat de f�ormules intermitges
que no mencionarem en aquest resum


�



� La corba modular X�N��C

Siguin un enter N � � i ���N� � f
�
A B
C D

�
� SL��Z� � C �  �mod N�g


Denotem per H el semipla superior de Poincar�e
 La corba X��N��C �es la superf��
cie de Riemann compacte que s�obt�e quan dotem l�espai topol	ogic ���N�nH �
P��Q� d�unes cartes locals tals que el cos de les funcions meromorfesC�X��N�� �
C�j� jN �� on j �es la funci�o modular el
l�� ptica i jN ��� � j�N��
 Denotem per
Y��N� l�obert de X��N� que correspon a ���N�nH i per F un domini fonamental
de Y��N�
 Les puntes s�on els punts de ���N�nP��Q�
 Podem descriure els punts
de Y��N��C� de les maneres seg�uents�

� Mitjan�cant els punts � � F 


� Pels parells de coordenades �j���� jN���� amb � � F 
 Ull��� punts diferents
de Y��N� poden tenir el mateix parell de coordenades� ja que el model
obtingut mitjan�cant el polinomi modular �N �X� Y � t�e singularitats


� Interpretaci�o de moduli� Sigui k un subcos de C
 Els punts de Y��N��k�
s�interpreten de la manera seg�uent�

x � Y��N��k�� x � � � E � E � �

on E i E � s�on corbes el
l�� ptiques de�nides sobre k i � una isog	enia c�� clica
de grau N de�nida sobre k
 Notem que ker� en k �es isomorf a Z�NZ
 El
lligam amb l�anterior descripci�o �es que �j�x�� jN �x�� � �j�E�� j�E ��� �tamb�e
es pot triar la identi�caci�o amb el punt �j�x�� jN�x�� � �j�E ��� j�E���
 Les
puntes s�on els punts x � X��N� tals que j�x� � jN �x� � �
 Ogg va
determinar les puntes que s�on racionals i� en particular� �� � X��N��Q�
per a tot N 


� En els cas complex� les classes de isomor�a de corbes el
l�� ptiques complexes
venen donades per les superf�� cies de Riemann compactes C�� on � �es
una ret h��� ��i de C
 Agafarem les rets orientades� �es a dir ����� � H

Aleshores� j�C��� � j�������
 Dues corbes el
l�� ptiques donades per les
rets �� �� s�on is	ogenes �resp
 isomorfes � sii existeix � � C� tal que �� 	 ��

�resp
 �� � ��� i la isogenia �resp
 l�isomor�sme� ve donat per�

��� � C��� C��� � z 
� � z 	

Els punts de Y��N��C� poden ser descrits com segueix�

x � Y��N��C�� x � Id � C��� C��� �

on Id �es la identitat i �� � h��� ���Ni 	 �


�



� Involucions i correspond�encies

Involucions� La involuci�o can�onica �de Fricke o d�Atkin� wN ve donada� en
les diferents descripcions� per�

� wN � X��N�� X��N� � � 
� ����N�� �mod ���N��


� �j���� jN���� 
� �jN���� j����


� En la interpretaci�o de moduli� x � � � E � E � 
� wN�x� � b� � E � � E 	

� x � Id � C�h��� ��i � C�h��� ���Ni 
� wN�x� � �N � � C�h��� ���Ni �
C�h��� ��i


Pels divisors djN tals que �d�N�d� � � tenim les involucions d�Atkin�Lehner
wd�

� � � F 
� wd��� � �A� �B���C� �D� �mod ���N�� � amb 
 �

�
A B
C D

�
�

GL��Z�� det
 � d� A�D �  �mod d�� C �  �mod N�


� x � �j���� jN���� 
� wd�x� � �jd���� jN�d����


� Amb la interpretaci�o de moduli�

x � � � E � E � 
� wd�x� � �d � E�ker� � E�d�� E ��kerb� � E ��d� 	

� x � Id � C�h��� ��i � C�h��� ���Ni 
� wd�x� � �N � � C�h��� ���di �
C�h���d� ���Ni


Designarem per W el grup d�aquestes involucions
 Si N t�e s factors primers
diferents� aleshores jW j � �s i la llei de composici�o ve donada per

wdwd� � wd�� � on d�� � d d���d� d��� 	

Correspond�encies� Per a cada enter m  � la correspond	encia de Hecke Tm
est	a de�nida sobre X��N� com segueix�

x � � � E � E � 
� Tm�x� �
X
C

�xC� � xC � �C � E�C � E ����C� �

on C recorre tots els subgrups d�ordre m que tallen trivialment a ker� i �C �es
la isog	enia indu��da per � entre E�C i E ����C�
 El corresponent endomor�sme
en la jacobiana de X��N�� que denotarem per J � est	a de�nit sobre Q
 Denotem
per T la Q�	algebra dels operadors de Hecke que �es la sub�	algebra commutativa
de EndQ�J� generada pels Tm


�



Obtenci�o de formes parab�oliques de pes � a partir de T� Com sempre
S�����N�� denota el C�espai vectorial de les formes parab	oliques de pes � per
a ���N�
 Donada una forma g �

P
n�� bnq

n � S�����N��� posarem a��g� �
b�
 Notem que donada una aplicaci�o Q�lineal � � T � C� aleshores la funci�oP

m�� ��Tm�q
m � S�����N��
 Aquest resultat� que ser	a utilitzat posteriorment�

s�obt�e a partir del fet que l�aplicaci�o seg�uent�

� � T� S�����N��Q � Q � ��T� f� � a��T �f�� �

�es un aparellament perfecte
 Aqui S�����N��Q denota les formes amb desenvolu�
paments de Fourier racionals �recordem que C � S�����N��Q � S�����N��
 En
particular� T �es una Q�	algebra de dimensi�o el g	enere de X��N�


Notem que si k �es un subcos de C� aleshores

J�k� � Div��X��N��k�Divp�X��N��k �

on�

Div��X��N��k � fc � Div�X��N� � �c � c per a tot � � Gal�k�k�g �
Divp�X��N��k � fc � Div��X��N��k � �f � C�X��N�� amb div f � cg 	
Aix�� � si K �es un cos de nombres i H�K �es una extensi�o galoisiana �nita amb

grup de galois G i x � X��N��H� aleshores
P

��G�
�x� � jGj��� � J�K�
 En el

nostre cas K ser	a un cos quadr	atic imaginari i H el seu cos de classes de Hilbert


� Corbes el�l�� ptiques amb CM i punts de Heeg	

ner de X�N�

Donada una corba el
l�� ptica E�C� l�anell End�E� �es Z o un ordre O d�un cos
quadr	atic imaginari K
 En aquest darrer cas es diu que E t�e CM per O� i la
condici�o Q � End�E� � K equival al fet que j�E� � j���� amb � � H� implica
que Q��� � K �el rec���i proc tamb�e �es cert�
 Si E t�e CM� aleshores j�E� �es
enter algebraic


Per a tota c
 e
 E de�nida sobre qualsevol cos algebraicament tancat� l�anell
End�E� �es un invariant de la classe d�isomor�a de E� mentre que el cosQ�End�E�
�es un invariant de la classe d�isogenia de E
 Quan ens limitem a corbes el
l�� ptiques
complexes� si E t�e CM pel cos K � Q� End�E�� aquest cos determina la classe
d�isog	enia de E �aquest fenomen coincideix amb el que passa quan treballem amb
c
e
 de�nides sobre una clausura algebraica d�un cos �nit�


Els ordres dels cossos quadr	atics queden individualitzats pels seus discrimi�
nants
 Donem una descripci�o d�aquesta relaci�o en el cas imaginari
 El discrimi�
nant d�un ordre d�un cos qu	adratic imaginari K �es un enter negatiu D � Z tal
que D � � � �mod ��
 Reciprocament� per a cada enter negatiu D � Z tal que

�



D � � � �mod �� existeix un �unic ordre O d�un cos quadr	atic que t�e discrimant
D i aquest ordre ve donat per O � h�� �D �

p
D���iZ
 Si DK denota el discri�

minant de K� aleshores D � f �DK amb f � Z� aquest enter f �  s�anomena el
conductor de l�ordre O


Donat un ordre O d�un cos quadr	atic imaginariK� denotem per Cl�O� el grup
de classes d�ideals fraccionaris invertibles �propis� de O� per A�� 	 	 	Ah les seves
classes i per per h � h�O� el seu cardinal
 Siguin a�� � � � �ah ideals fraccionaris i
invertibles de O tals que ai � Ai ��ai� � Ai�
 Aleshores les classes d�isomor�a de
les corbes e
lgem �� ptiques

C�a�� 	 	 	 �C�ah

s�on diferents i descriuen totes les c
e
 que tenen CM per O �en particular tot
ordre O �es l�anell d�endomor�smes d�una c
e
 amb CM�
 El cos H � K�j�ai�� �es
el cos de classes de l�anell O� �es a dir H �es la m	axima extensi�o abeliana de K no
rami�cada fora de f i tal que Cl�O� � Gal�H�K�
 En particular� �H � K� � h�Qh

i���X � j�ai�� � Z�X� e�s Q�irreductible i i l�isomor�sme Cl�O� � Gal�H�K�
que ve donat pel s�� mbol d�Artin s�expressa per

A � �a� � Cl�O� 
� �A � Gal�H�K� � H � H � j�b� 
� j�ab� 	

Punts de Heegner� Un punt x � � � E � E � � Y��N� es diu de Heegner si
E i E � tenen CM pel mateix ordre O
 Com abans� D denota el discrimant de
O
 Ens limitem als casos en que �D�N� � �
 Tenim que X��N� t�e punts de
Heegner d�ordre O amb �D�N� � � sii �y � Z tal que D � y� �mod �N�
 El
motiu d�aquesta caracteritzaci�o �es el seg�uent�

Si x � � � E � E � �es un punt de Heegner� aleshores existeixen dues rets ����

de C que s�on O�m	oduls de rang � tals que E � C�� i E � � C���
 Modi�cant
�� per una ret homotetica� podem suposar que � 	 �� i que � �es la identitat

En aquest cas � i �� s�on ideals fraccionaris i propis de O i n � ������� �es un
ideal enter i primitiu �n no �es divisible per cap natural � �� que t�e norma N �
O�n � Z�NZ�
 Aquesta condici�o equival a que existeixi una forma quadr	atica
primitiva de�nida positiva i de discriminant D tal que N es respresentable per
aquesta forma quadr	atica i� per tant� D �es congr�uent a un quadrat m	odul �N 


En cas d�existir punts de Heegner d�ordre O� aquets punts es descriuen pels
parells�

�A�n� amb A � Cl�O� i n �es un ideal enter i primitiu de O de norma N 	

Donat un tal parell� s�agafa a � A i x � Id � C�a � C�an�� �es un punt de
Heegner de X��N�


El n�umero de punts de Heegner relatius a O �es h	�s �quan n�existeixen�� on
recordem que s �es el nombre de factors primers que divideix N 
 Aquest fet �es
degut a que podem triar h classes diferents en Cl�O� i �s ideals enters primitius
diferents de norma N �tot primer pjN descompon completament en K�


�



El grup Gal�H�K� � W actua transitivament sobre els punts de Heegner i
el seu cardinal coincideix amn el n�umero de punts de Heegner
 Posem G �
Gal�H�K� i a continuaci�o describim les accions de la conjugaci�o complexa i de
G�W sobre els punts de Heegner�

� La conjugaci�o complexa� �A�n� 
� �A�n� � �A�On���

� El grup G� �A� � �A�n� 
� �AA��n�


� El grup W � wd � W � �A�n� 
� �A�d��n�� on d �es l�ideal mcd de �d� i n
i n� �es l�ideal obtingut de n canviant els ideals primers que divideixen n i
�d� pels seus conjugats �n� � ndd���


Els punts de Heegner s�on H�racionals
 Fixat un punt de Heegner x � X��N��
denotarem per c� d � J�H� els divisors c � �x� � ���� d � �x� � ��
 Donat un
car	acter  � G� C�� posem

�Div�X��N�H�
� � fm � Div�X��N�H �C � �m � ���m per a tot � � Gg �

on el grup G actua nom�es sobre els punts de la corba
 Aix�� obtenim que
J�H�� � �Div�X��N�H�

���DivpX��N�H�
� i que�

c� ��
X
G

����c � J�H�� 	

Notaci�o� A partir d�ara� K �es un cos quadr	atic imaginari de discrimant D amb
�D�N� � � iD � � �mod ��� O denota el seu anell d�enters� � � �Z�DZ�� � f��g
denota el c	aracter associat al cos quadr	atic K� u � �O���� H el cos de classes
de Hilbert de K� G � Gal�H�K� i  � G � C� un car	acter del grup de classes

Notem que si  �es quadr	atic �nom�es agafa els valors ���� aleshores  �es un
car	acter del g	enere i correspon a un car	acter D��D�

� on D � D�	D� i D�� D� s�on
discriminants de cossos quadr	atics �un real i l�altre imaginari�� l�acci�o d�aquest
car	acter en els ideals enters a de O que s�on primers amb D ve donada per�

D��D�
�a� � �D�

�N�a���D�
�N�a�� 	


 L	s�eries

En aquesta secci�o no suposem que hi hagin punts de Heegner a X��N� d�ordre
O
 Sigui S�����N�� el conjunt de formes parab	oliques de pes � per a ���N�
 En
S�����N�� tenim de�nit el producte de Petersson�

�f� g� �

Z Z
���N�nH

f�z�g�z�
dxdy

y�
z � x� iy �

�



on la integral s�efectua en un domini fonamental de X��N�
 EL C�espai vectorial
S�����N� s�identi�ca amb el de les diferencials regulars de X��N�� mitjan�cant

f 
� �f � ��if�z�dz � q��f�q�dq 	

Llevat una constant multiplicativa� el producte de Petersson es llegeix en les
diferencials regulars de X��N��

���� ��� �

Z
X��N��C�

�� � i�� �

on jj�f jj �  ���f� f�
 Sigui� ara� f �
P

n�� anq
n una forma nova de pes � per a

���N�
 Recordem que aleshores �f� g� �  per a tota forma vella g � S�����N�� i
que els operadors Tm � T� m � jN operan de manera autoadjunta amb el producte
de Petersson


Com sempre la L�s	erie associada a f �es

L�f� s� �
X
n��

an
ns

	

La funci�o L�f� s� convergeix absolutament per a Re�s� � ���� admet prolongaci�o
holomorfa a tot el pla complex i satisf	a l�equaci�o funcional�

L��f� s� �� �����s��s�L�f� s� � �N��sL��f jwN � �� s� � per a tot s � C


Si f jwN � f � aleshores L�f� s� t�e un zero en s � � i si L�f� s� t�e un zero simple
en s � �� aleshores f jwN � f 


Fixem A � ClK
 D�una banda� tenim la theta�s	erie�

!A�z� �
�

�u
�

X
a�A�a enter

e��izN�a� �
X
n��

rA�n�e
��inz �

que �es una forma modular �no parab	olica� de pes � per a ���jDj� i amb car	acter
�
 Notem que per a n  � rA�n� �es el nombre d�ideals enters de A amb norma
n


Posem
LA�f� s� ��

X
n����n�DN���

��n�n���s
X
n��

anrA�n�n
�s 	

Si f �es un vector propi normalitzat de tots els operadors de Hecke i  un car	acter
de classes� posem�

L�f� � s� �
X
A�ClK

�A�LA�f� s� 	

Aquesta L�s	erie quan  � Id est	a relacionada amb la L�s	erie de f mitjan�cant la
igualtat�

L�f� s�L��f� s� � L�f� Id� s� �

"



on L��f� s� �
P

n�� ��n�an�n
s


NOTA� Quan f sigui la L�s	erie d�una c
e modular E de�nida sobre Q� aleshores
L�f� Id� s� ser	a la L�s	erie de E sobre K


Els resultats principals est	an continugunts en les seg�uents proposicions


Proposici�o 	�� Les funcions LA�f� s� i L�f� � s� tenen prolongaci�o holomorfa
a tot el pla complex� Les funci�o L�f� s� satisf�a l�equaci�o funcional

L�A�f� s� �� ������sN sjDjs��s��LA�f� s� � ���N�L�A�f� �� s� 	

L�equaci�o funcional per a L�f� � s� �es id�entica� En particular� si ��N� � ��
aleshores LA�f� �� �  i LA�f� � �� � �

Teorema 	�� Si ��N� � �� aleshores existeix una forma modular �A�z� �P
m�� am�Aq

m � S�����N�� tal que�

�� L�A�f� �� �
���p
jDj

�f��A� per a tota forma nova f � S�����N���

	� Els coe
cients am�A venen donats per�

�
X

��n�mjDj�N

��A�n�rA�mjDj�nN��
h

u
rA�m�

�
log

N jDj
���m

� �
 � �
L�

L
��� ��

�

�lims��

�
��
X
n��

�A�n�rA�mjDj� nN�Qs�� �
�nN

mjDj��
h�

u�
���m�

�

s

�

�
h�

u�

�����m��log
N

jDj � �
X
pjN

logp

p� � �
� � � �

� �

�
���� �

L�

L
��� ��� �

X
djm

dlog
m

d�

�A �

on

� 
 �es el factor de Euler

� L�s� �� �
P

n��
��n�
ns

� Qs�t� �
R�
�
�t�

p
t� � �coshu���s	��du amb t � �� s � �� �Funci�o de

Legendre de segona classe��

� ���m� �
P

djm d�

� � � ����NQpjN�� � ��p��p��

� �A�n� �
P

djn�d	� �A�n� d��

� �A �
P

djn�d	� �A�n� d�log�n�d
���

� �A�n� d� �

�
 si �d� n�d�D� �� �

�D�
�d��D�

��Nn
d

�D��D�
�A� altrament� jD�j � �d�D�� D� �

D
D�

	

NOTA� Quan en X��N� existeixen punts de Heegner d�ordre O� aleshores ��p� �
� per a tot primer pjN i� en particular� ��N� � �


 



� Altures locals i globals

Per a cada pla�ca v de H� denotem per Hv el completat de H per v i de�nim
l�homomor�sme de valoraci�o j jv � H�

v � R�
	 per�

j�jv �
�
�� � j�j� si Hv � C

q�v�
�v si Hv �es no arquimedi	a i qv �es l�ordre del cos residual

Per a cada � � H� tenim la f	ormula producte�
Q

v j�jv � �

La teoria de N�eron proporciona un �unic s�� mbol ha� biv amb valors a R� que

est	a de�nit sobre els divisors de grau zero de X��N� que s�on relativament primers
entre si i de�nits sobre Hv
 Aquest simbol satisf	a les condicions�

� �Es bilineal�

� sim	etric�

� continu� ha�Pj mjyji �es cont�� nua sobre Snjaj �S compacte� amb relaci�o
cada yj�

� ha� biv �
P

xmxlogjf�x�jv quan a �
P

mx�x� i b � div�f�


Es poden obtenir f	ormules pel s�� mbol local utilitzant la teoria del potencial quan
v �es arquimediana i la teoria d�intersecci�o quan v no �es arquimediana
 Si a i b
s�on relativament primers entre si i de�nits sobre H aleshores es pot de�nir�

ha� bi �
X
v

ha� biv �

ja que nom�es un numero �nit �es no nul
 El s�� mbol depen nom�es de les imatges
de a i b en J�H� i de�neixen un aparellament a valors reals en J�H� � R
 Es

denota per bh�a� � ha� ai que �es la altura can	onica de N�eron�Tate asssociada a la

classe del divisor ��!�
 Ja que ! �es sim	etric i positiu� bh �es una forma quadr	atica
de�nida positiva sobre J�H��R i pot ser extessa a una forma herm�� tica sobre
J�H��C
 Notem que la forma en J�H� nom�es s�anul
la sobre els punts de torsi�o
de J�H�


Suposem� ara� que x � X��N� �es punt de Heegner d�ordre O i �xem � � G

SiguiA � ClK tal que via el s�� mbol d�Artin proporciona �
 Gross�Zagier calculen
el valors dels �� mbols hc� Tm �civ per tal d�identi�car la forma gA de S�����N��
que obtenen a partir de l�aplicaci�o lineal

� � T� C � ��Tm� � hc� Tm �ci 	
Com que d � c � �� � ��� �es de torsi�o� hc� Tm�div � hc� Tm�civ
 Realitzen el
c	alcul del s�� mbol hc� Tm�div� per evitar la repetici�o de � en els dos divisors de
l�aparellament
 Primer calculen el valor en les places arquimedianes �funcions de

#



Green� i denoten per hc� Tm�di� la seva suma
 Despr�es ho fan en les places no
arquimedianes aprupades per primers enters

hc� Tm�dip �
X
pjp

hc� Tm�dip 	

�Es un pal
 Han de distingir quan rA�m� �es zero i diferent de zero� ja que segons
sigui un cas o l�altre els divisors de l�aparellament s�on primers entre si o no
 A
m�es� en el cas de les places no arquimedianes� s�ha de distingir quan p decompon
completament� rami�ca o �es inert en K


Aquets c	alculs els hi permeten provar que�

hc� Tm�ci � u�am�A per a �m�N� � �


Per tant� gA i u��A difereixen en una forma vella i tenen el mateix producte de
Petersson per a tota forma nova


D�altre banda� els elements de l�	algebra T actuen com endomor�smes lineals
de l�espai vectorial V � C�J�H�
 La seva acci�o �es autoadjunta respecte h���i�
la Q�	algebra T est	a de�nida sobre Q i T conmuta amb l�acci�o de G
 Aix�� � si
agafen una base fgg de S�����N� amb coe�cients reals i que contingui una base
de formes noves normalitzades es t�e que V � �gVg �si g �es nova el subespai
Vg queda determinat per ser l�espai dels vectors propis de tots els Tm amb els
mateixos valors propis que g�
 Per tant� c� �

P
g c��g amb c��g � V �

g 
 Finalment�
s�obt�e la proposici�o seg�u ent�

Proposici�o ���

L��f� � �� �
 ��

hu�
pjDjbh�c��f��f� f� � jj�f jj�

hu�
p
D
bh�c��f� � jj�f jj�

u�
p
D
bhK�c��f� 	

D�aquesta proposici�o surten els corol
laris seg�uents�

Corol�lari ��� Si f � S�����N�� �es una forma nova i  un car�acter de classes
de K� aleshores L��f� � ��  �

Corol�lari ��� Si f � S�����N�� �es una forma nova i  un car�acter de classes
de K� aleshores totes les conjugades L��f� �� s� �� � Gal�Q�Q�� tenen un zero
simple en s � � o tenen un zero d�ordre  ��

El motiu �es ben simple c��f � J�H� � C s�anul
la si i nom�es s�anul
len els seus
conjugats i aquets s�on els que surten en eles f	ormules


Corol�lari ��� Si f � S�����N�� �es una forma nova i �f una conjugada de f �
aleshores

� ords��L�f� �� � � ords��L�
�f� s� � �

�



� ords��L�f� �� � �� ords��L�
�f� s� � ��

� ords��L�f� ��  �� ords��L�
�f� s�  ��

� ords��L�f� ��  �� ords��L�
�f� s�  ��

� Conjectura de Birch i Swinnerton	Dyer

Sigui f la forma nova normalitzatda d�una corba el
l�� ptica modular E de�nida so�
breQ de conductorN 
 Sigui � � X��N�� E amb ���� � O una parametritzaci�o
modular de E
 Sigui � l�invariant diferencial de E
 Sabem que ����� � a �f �
amb a � Z �a es pot agafar � � i podem suposar que E �es la parametritzaci�o
forta de Weil� ja que la funci�o L�E� s� no varia per Q�isog	enies i coincideix amb
L�f� s� �en aquest cas a �es la cosntant de Manin que conjecturalment �es ��


Sigui x � X��N� un punt de Heegner i posem PK �
P

��G ��
�x� � E�K� �la

suma �es la de E�
 Si identi�quem E � Pic��E�� P 
� �P �� �O�� podem obtenir
PK com imatge d�un punt de J�H� per �� � J � Pic��E�
 En efectem� notem
que �PK�� �O� � ���cId� � ���cId�f�
 Es comproba que

bh�PK� � bh�cId�f�deg��� � jj�jj� � a�jj�f jj��deg��� �

on les altures en E i J s�on agafades ara sobre K �notem que bhH�a� � hbhK�a��

Gross�Zagier diuen que� llevat d�un signe� el punt PK �es independent de l�el
lecci�o
del punt de Heegner x��xat O�
 El motiu crec que �es el seg�uent
 El canvi de
un punt de Heegner x per un altre� proporciona un nou divisor cId�f que pot ser
obtingut de l�anterior per alguna wd � W i l�acci�o de wd en el subespai Vf �es la
de multiplicar per �� �el valor propi de f per wd�


Sustituint en la proposici�o �
�� s�obt�e�

Teorema �� L��E�K� �� � jj�jj�bhK�PK�

a�u�jDj���
�

Si constrastem aquest teroema amb la conjectura B $ S�D per a L�E�K� ��� te�
nim que si ords��L�E�K� s� � �� aleshores rankE�K�  � i si ords��L�E�K� s� �
rank�E�K� � �� aleshores L��E�K� �� satisf	a B $ S�D� m	odul quadrats racionals


Per a la s	erie L�E�Q� s� s�obt�e�

Teorema �� Suposem que L�E� �� � � Aleshores existeix un punt racional
P � E�Q� tal que L��E� �� � �%hP� P i amb � � Q� En particular�

�� Si L��E� �� �� � aleshores E�Q� cont�e un punt d�ordre in
nit�

	� Si L��E� �� ��  i rankE�Q� � �� aleshores L��E� �� � �%R �es certa per
algun nombre racional ��

��



La idea �es la seg�uent
 Si L��E� �� �  �es trivial� s�agafa P � O
 Suposem
L��E� �� �� 
 En aquest cas� degut a l�equaci�o funcional de L�f� s�� s�obt�e que
f jwN � f 
 Per un teorema de Walspurger� podem triar un cos K com els que
estem gastant ��D�N� � �� D � � �mod �� i amb exist	encia de punts de Heegner
d�ordre O� tal que L��s� �� �� 
 Tenim que

L�f� s�L��f� s� � L�f� Id� � s� � L��f� ��L��f� �� � L��f� Id� �� 	

Si E � y� � x
 � Ax � B� aleshores posem E � � Dy� � x
 � Ax � B i tenim
que L��f� s� � L�E �� s�
 Per la teoria de s�� mbols modulars de Mazur �Mazur $
S�D�� es t�e L�E �� �� � ��%�� on %� �es un periode fonamental real de la diferencial
�� � ��

pjDj i �� � Q
 D�altre banda�

jj�jj�pjDj � �E�R� � E�R���	%	%� 	

Per tant�

L��E�Q� �� �
bhK�PK��E�R� � E�R���%

a�u���
	

Gross�Zagier agafen P � PK � PK � E�Q� sense justi�car que P �� O
 Crec que
el fet que f jwN � f implica que PK � PK i� per tant� PK � E�Q�
 Al aplicar
aquestes relacions i el teorema "
�� s�obt�e que�

L��E� �� � �%bhQ�P � �

amb � � Q �bhQ�P � � bhK�P ���


Per concloure� notem que si la conjectura B $ S�D �es certa i l�ordre de L�E� s�
en s � � �es � � aleshores els punts de Heegner proporcionen punts de torsi�o a E
i perden la seva utilitat per obtenir punts racionals sense torsi�o de E


��



Varietats abelianes modulars
P� Bayer

�

Aquesta exposici�o �es introduct�oria a l�article de Shouwu Zhang �Zh ���� en

el qual l�autor estudia la conjectura de Birch i Swinnerton�Dyer en el con�

text de les varietats abelianes associades a formes modulars de Hilbert� Les

varietats en q�uesti�o s�obtenen com a quocient de jacobianes de corbes de

Shimura� associades a �algebres de quaternions� Els resultats obtinguts per

Zhang generalitzen els que obtingueren Gross�Zagier �Gr�Za ��� i Koly�

vagin �Ko ���� el seu dia� arran de l�estudi de la conjectura de Birch i

Swinnerton�Dyer en el context de les corbes el�l�	ptiques modulars� Les

t�ecniques desenvolupades per Zhang li permeten descriure el comportament

aritm�etic de certs punts de multiplicaci�o complexa de corbes de Shimura�

x�� Corbes de Shimura

Siguin bZ
 QZp� bQ
 bZ�Q � bQ�� l�anell de les adeles �nites enteres� l�anell

de les adeles �nites racionals� i el grup multiplicatiu de les ideles �nites

racionals� respectivament� Donat un grup abeli�aM � denotarem cM 
 bZ�M
la seva adelitzaci�o�

Sigui F un cos de nombres totalment real� de grau d � �� i d�anell

d�enters OF � Donada una placa p de F � sigui Fp el completat de F en

p i siguin �i � F � R les diferents places reals de F � Denotarem per

A F � respectivament A
�
F � l�anell d�adeles de F � respectivament el seu grup

d�ideles� Notem que bF �es l�anell de les adeles �nites� i que bF� �es el grup de

�Confer�encia impartida el �� de gener de ����� Amb el suport parcial de la

DGES� PB�	
��		�

�



�

les ideles �nites�

Suposarem donada una �algebra de quaternions H de centre F � Per a

cada placa p de F � considerem la Fp��algebraHp �
 Fp�FH� Recordem que

l��algebra H es diu que �es rami�cada en p quan Hp �es el cos no commutatiu

de rang � sobre Fp� l��algebra H es diu que descompon en p quan Hp �es

l��algebra de matriusM��� Fp�� Suposarem que H descompon en una placa

arquimediana �� i que rami�ca en la resta d�aquestes places� Considerarem

�xat un isomor�sme H�� �M���R�� Recordem que el discriminant redu�	t

de H coincideix amb el producte de tots els ideals primers de OF on H

rami�ca� El denotarem per d�

Comencarem per donar una de�nici�o del pla complex intr�	nsecament

associada a la F ��algebra H� Per a tal �� considerem el tor de dimensi�o �

sobre R obtingut per restricci�o de Weil del grup multiplicatiu sobre C �

S 
 ResC�RGm�

Els seus punts reals s�on donats per S�R� 
 �C �RR�� 
 C� � Consi�

derem el grup alg�ebric sobre Q obtingut per restricci�o d�escalars del grup

multiplicatiuH�� ent�es com a grup alg�ebric sobre F �

G �
 ResF�QH
��

Els seus punts reals s�on donats per�

G�R� 
 �H �QR�� 
 GL���R�� �H� �d���

on H denota el cos dels quaternions de Hamilton�

Si F 
 Q i H 
M���Q�� aleshores G�R� 
 GL���R�� Aquesta �es la

situaci�o de la qual es parteix en l�estudi de les corbes modulars�

Sigui T 
 ResF�QGm�F i designem per � � G � T el mor�sme de

grups alg�ebrics de�nit per la norma redu�	da� Sigui

h � S� GR
 R�QG

el mor�sme de grups alg�ebrics del qual prov�e l�homomor�sme de grups

h � C� �� GL���R�� �H� �d��

x� iy �� �

�
x y
�y x

���
� �� � � � � ���



�

Aleshores� la classe de G�R��conjugaci�o de h s�identi�ca amb dues c�opies

del semipl�a superior de Poincar�e H �cf� �Ca �����

Sigui n 	 OF un ideal no nul� Denotarem per O�d� n� un ordre de H
de nivell n� i per OH �
 O�d� ��� un ordre maximal de H que el contingui�

O�d� n� 	 O�d� �� 
 OH�

El producte dn coincideix amb el discriminant redu�	t de O�d� n�� Cal tenir
present� per�o� que els ideals d� n no individuen ni l�ordre ni la seva classe de

conjugaci�o�

Considerem el grup discret aritm�etic

��d� n� �
 O�d� n���

format pels elements invertibles de l�anell O�d� n�� Escriurem � 
 ��d� n��

quan convingui� �Es clar que � 	H��

Notem que el grup H� dels elements de H� de norma redu�	da total�

ment positiva opera en H�

�	�	 Teorema	 �cf� �Sh�
�� �De 
��� Sigui � 
 O�d� n���
i� El conjunt de classes dobles

X����C � �
H�nH � bH�
� bF�b� 
 fpuntesg

s�identi�ca amb els punts d�una superf��cie de Riemann compacta�

ii� La corba projectiva associada a X����C � posseeix un model can�onic	

X���	 de�nit sobre el cos F � La corba X��� �es llisa	 connexa	 per�o no

geom�etricament connexa
 els seus components connexos geom�etrics

estan de�nits sobre certs cossos de classes de F �

iii� Si J�X���� �es el subgrup component connex del grup Pic�X����	

aleshores	

J�X���� 
 Res
eF�F Pic

��X���� eF ��
on eF denota l�extensi�o abeliana de F que correspon al subgrup d�ideles

F�� bF��� bO�
F � per mitj�a de la teoria de cossos de classes	 i F� �es el

grup multiplicatiu dels elements de F totalment positius�





La corba X��� s�anomena la corba de Shimura associada a �� El

conjunt de puntes �es buit� llevat dels casos F 
 Q� d 
 ����

�	�	 Observaci�o	 La superf�	cie de RiemannX����C � �es uni�o de superf�	cies

de Riemann compactes i connexes

Xi 
 H��i 
 fpuntesg�

Si Oi�d� n� designen representants de les diferents classes de conjugaci�o

d�ordres deH de nivell n� aleshores es pot prendre �i 
 Oi�d� n�
��SL���R��

�		 De�nici�o	 Sigui m 	 OF un ideal sense factors en com�u amb dn�

Considerem el subconjunt bO�d� n��m� 	 bO�d� n� format pels elements el
determinant dels quals genera l�ideal bm� La correspond�encia de Hecke T �m�
de X����C � es de�neix per

T �m�x 

X
�

��z� g��� � x � X����C � �

on �z� g� � H � bH�
�es un representant de x� ��z� g�� �es la seva projecci�o en

X����C �� i el sumatori s�est�en a totes les classes � � bO�d� n��m��b��

x�� Interpretaci�o modular de corbes de Shimura

Quan d 
 �F � Q�� �� les corbes de Shimura introdu�	des a x� no admeten�
en general� cap descripci�o en termes d�espais de m�oduls de varietats abe�

lianes� Per v�encer aquesta di�cultat� cal modi�car�ne la de�nici�o� Per a

tal �� considerarem un grup alg�ebric� G�� que tindr�a el mateix grup derivat

que el grup G 
 ResF�QH
�� i un grup aritm�etic prou gran� ��� que tamb�e

actuar�a en el semipl�a superior de Poincar�e�

Siguin D � � un nombre racional lliure de quadrats i F � �
 F �
p
D�

l�extensi�o quadr�atica� totalment imagin�aria� que de�neix� Considerem l��al�

gebra de quaternions de centre F � que resulta per extensi�o d�escalars�

H� �
 F � �F H�



�

Sigui 	� 	 la involuci�o de segona esp�ecie deH� obtinguda en fer el producte

tensorial de la conjugaci�o de F � per la involuci�o can�onica de H� La dimensi�o

del Q�espai vectorial V associat a H� �es donada per

dimQV 
 dimF � H� � �F � � Q� 
 �d�

La multiplicaci�o per l�esquerra dota V d�una estructura d�espai vectorial

quaterni�onic sobre H�� Sigui 
 � H� un element invertible i sim�etric �
 



�� En H�� de�nim una altra involuci�o de segona esp�ecie per la f�ormula

	� �
 
��	
� D�aquesta manera� el Q�espai vectorial V posseeix una forma

bilineal alternada i no degenerada�

��v� w� �
 trF ��Q�� trH��F � �v
w����

on l�element � � F � �es no nul i imaginari �� 
 ���� El parell �V� �� esdev�e
un espai simpl�ectic sobre Q� A m�es�

��	v� w� 
 ��v� 	�w� � per a tot 	 � H��

Sigui G� �
 Sp���d�Q� �� el grup alg�ebric sobre Q de les semblances sim�

pl�ectiques de �V� ��� Els punts racionals 	 � G��Q� s�identi�quen amb les

matrius

	 
 fh � �F ��� �F� H� 	 �H���

tals que ff��h� 
�  �es un nombre racional� Quan aix�o sigui aix�	� tindrem

que ��	v� 	w� 
 ��v� w��

Siguin OH� 	 H� un ordre maximal que contingui OF � �O�d� ��� i ��
un subgrup aritm�etic de OH� � prou gran� que contingui � �cf� �Zh �����

Considerarem el functor F�� que associa a un F ��esquema S el con�

junt F���S� format per les classes d�isomor�a d�objectes A 
 �A� �� �� �� que

satisfan les condicions seg�uents�

 A �es S�esquema abeli�a dotat d�una multiplicaci�o quaterni�onica

� � OH� � EndS�A��

 Per a cada element 	 � OH� � se satisf�a la igualtat

tr���	� � Lie�A�� 
 tr�	 � C � V�F ��VC���



	

on el subespai F ��VC� �es relatiu a una estructura de Hodge que prov�e

del mor�sme de grups alg�ebrics h� � S�G�
R� dedu�	t de h�

 � �es la classe d�un divisor de A que de�neix una polaritzaci�o

� � A� A��

la involuci�o de Rosati de la qual aplica ��	� en ��	���

 � �es una ���classe d�isomor�smes �� simpl�ectics respecte de b� i OH��

lineals�

� � bZ� V � T �A� �

Y

T��A��

on T��A� denota el m�odul de Tate 	��adic dotat de l�aparellament de

Weil�

El teorema seg�uent resumeix resultats obtinguts a �Sh �
�� �Ca ��� i

�Ka�Ma ����

�	�	 Teorema	

i� Sempre que �� sigui prou petit	 existeix un model can�onic X����

de�nit sobre el cos F � que representa grollerament el functor F�� �

ii� Siguin p un primer tal que

�
D

p

�

 �	 pjp un primer de OF 	 p�jp

un primer de OF � � Existeix un functor F���p� de�nit sobre els OF �

p�
�

esquemes Sp� que est�en naturalment la restricci�o del functor F�� als

Fp��esquemes�

iii� Existeix un model local enter Xp� ��
��	 sobre Op 
 Op� 	 que representa

el functor F���p� � Si �� �es prou petit respecte de p�	 l�esquema Xp� ����	

de dimensi�o �	 �es regular sobre SpecOp� �

iv� Si

�
D

p

�

 � en un conjunt de primers p prou ampli	 la corba de

Shimura X���d� n�� posseeix un model enter global	 X ���	 que �es regu�
lar sobre SpecOF 	 sempre que � sigui su�cientment petit�

Siguin K�F una extensi�o quadr�atica totalment imagin�aria i

� 
 �p�p � F
�nA �F � f��g

el car�acter� sobre les classes d�ideles de F � que la de�neix� Suposarem que

se satisfan les hip�otesis seg�uents�



�

�� L�extensi�o K�F �es rami�cada�

�� L�extensi�o K�F �es no rami�cada en tots els primers p de F de carac�

ter�	stica residual igual a ��

�� L�extensi�o K�F �es no rami�cada en els primers que divideixen dn�

�� ��dn� 
 ����d��� on d 
 �F � Q��
�� Per a tot ideal primer pjdn de F � l��algebra de quaternions H rami�ca

en p si� i nom�es si� ��p� 
 ���
�� El grau d 
 �F � Q� �es senar� o b�e vp�dn� �es senar en algun ideal

primer p de OF �

�� Existeix una immersi�o de F ��algebres � � K ��H tal que

��OK � 	 O�d� n��

on OK �es l�anell d�enters de K�

Sigui NK l�ideal de OK de�nit per la igualtat

O�d� n� 
 ��OK � �NKOH�

Sigui N un ideal de OF tal que NK 

Q

pjN p
vp�N �
K � on pKjp� Sigui

K� 
 F �K� i denotem per NF � � respectivament NK� � un aixecament de

N � respectivament NK � a un ideal de OF � � respectivament OK� �

El lema seg�uent precisa la interpretaci�o modular dels punts de les

corbes de Shimura� quan se�n considera el model de�nit sobre el cos F ��

�	�	 Lema	 El functor F�� �es equivalent al functor F que a cada F ��

esquema S li fa correspondre un parell d�objectes �A�C�	 on A �es un es�

quema abeli�a sobre S dotat d�una multiplicaci�o per OH� que satisf�a totes

les propietats esmentades m�es amunt� i C �es un OK��subm�odul de A�NK� �

generat per una base de Drinfeld d�ordre NF � � �Es a dir	

C 
 A�NF � � 

X

a�OH�N

�ax��

Posarem

EndO
H�
��A�C�� �
 f� � EndO

H�
�A� � ��C� 	 Cg�



�

�		 De�nici�o	 Siguin x � X����F � 
 X����F �� i �A�C� un objecte repre�

sentat per x� Direm que x �es un punt de multiplicaci�o complexa per K� en

el sentit de Zhang �Zh ���� si� i nom�es si�

Q� EndO
H�
�A� � K��

En aquest cas� existeix un F ��isomor�sme� �unic�  � K � � Q� EndO
H�
�A��

tal que tr��a� � Lie�A�� 
 ��a� a� trK�Q�a��� per a tot a � K �� Posarem

End�x� �
 fa � K � �a� � EndO
H�
��A�C��g�

�Es clar que End�x� �es un ordre del cos K� L�ideal c de OF de�nit per la

igualtat

End�x� 
 OK�c �
 OF � cOK

s�anomena el conductor de x�

�	�	 Proposici�o	

i� En el model can�onic de X��� sobre F 	 els punts de multiplicaci�o

complexa per K de conductor c tenen les seves coordenades en el cos

de classes Hc de K�

ii� Sigui Xc el subesquema de X��� associat als punts de multiplicaci�o

complexa per K de conductor c orientats positivament�� L�esquema

Xc �es de�nit sobre K i existeix una bijecci�o

Xc�C � 
 Xc�Hc��� K�n bK�� bO�
K�c�

�	�	 De�nici�o	 Anomenarem punts de Heegner de X���� en el sentit de

Zhang �Zh ���� els punts de multiplicaci�o complexa per K de conductor

c 
 ��

x�� Formes modulars de Hilbert

Aquesta �es una secci�o de contingut anal�	tic� Siguin k un enter positiu�

n 	 OF un ideal� i � 
 ��v � F�nA �F � C� un car�acter �nit� Suposem



�

que el conductor de � divideix n i que �� ���� 
 ����k��� per a tota placa
arquimediana � del cos F � Considerem el grup de congru�encia

���n� �


��
a b
c d

�
�GL��� bOF � � c � � �mod bn�

�
�

Sigui �� 	 Q�	i	dGL��� F�i� el subgrup compacte format per les matrius

de la forma

r��� 
 �r���i �� �GL���R�QF ��
on� per a � 
 ��i� � Rd� �es

r��i� 


�
cos ���i sin ���i
� sin ���i cos ���i

�
�

�es a dir�

�� 

Y

�	i	d

SO��� F�i�� F�i � R� per a tot i�

Denotem per Z el centre de GL������ com a grup alg�ebric� La f�ormula

�

��
z �
� z

� �
a b
c d

�
r���

�

 ��z� �

Y
ordp�n���

�p�ap� �
Y
i

e��ik	i

permet estendre � a un car�acter de Z�A F ����n����

	�	 De�nici�o	 Una forma modular sobre F �GL����� de tipus �n� k� ��
�es una funci�o

� �GL��� A F �� C

que satisf�a les condicions seg�uents�

i� ���g� 
 ��g�� per a tot � �GL��� F ��
ii� ��gk� 
 ��g���k�� per a tot k � Z�A F ����n����
iii� Per a cada placa arquimediana �i �es

�i� 

k

�

�
�� k

�

�
� �

on �i denota l�operador de Laplace�Beltrami de GL��� F�i��

iv� La funci�o � creix lentament�

Si� a m�es� satisf�a la condici�o



��

v� Z
FnAF

�

��
� x
� �

�
g

�
dx 
 � � q�p�t� g �GL��� F ��

la forma modular � s�anomena cuspidal�

Denotarem per A�n� k� �� el C �espai vectorial de les formes modulars
de tipus �n� k� ��� i per S�n� k� 
 �S�n� k� �� el C �espai vectorial de les
formes cuspidals� Denotarem per � 
 � el car�acter trivial�

	�	 Lema	 Sigui e � FnA F � C el car�acter additiu de�nit per

e�x� 
 exp���i�trx� � trxf ���

Tot car�acter additiu complex de FnA F �es de la forma x �� e��x� � per a un

cert � � F �

Recordem que tenim �xada una immersi�o �� � F ��R�

		 Proposici�o	 Donada una forma modular � sobre F �GL�����	 exis�
teix una funci�o	 que denotem per a	 de�nida en el conjunt dels ideals de

OF 	 tal que

�

��
y x
� �

��

 ��y�jyjk��

X


�

a��yfE�e��x� �y�i��

on y � A �F �es tal que y� � �	 x � A F 	 i E �es l�invers de l�ideal diferent de

F �

E�� 
 fx � F � tr�xOF � �Zg�

	�	 De�nici�o	 Suposem que � �es una forma modular cuspidal de car�acter

trivial� At�es que tot element del quocient

GL��� F �nGL��� A F ��Z�A F ����n���

admet un representant de la forma

�
y x
� �

�
� on y � A �F � y� � �� x � A F � la

funci�o a de la proposici�o anterior determina � un�	vocament� Donat un ideal

m de OF � direm que a�m� 
 a���m� �es el coe�cient m��esim de �� Escriurem

f 

X
m

a�m�qm�



��

	�	 De�nici�o	 Sigui m 	 OF un ideal no nul� Considerem el subconjunt

de GL��� bF��
H�m� 


��
a b
c d

�
�M��� bOF � � �d� n� 
 �� c � bn� �ad� bc� bOF 
 bm

�
�

En l�espai vectorial complex S�n� k� �� de les formes modulars cuspidals res�

pecte de ���n�� de pes k i car�acter trivial� es de�neix l�operador de Hecke

T �m� per la f�ormula

�T �m����g� 
 N �m�k����
Z
H�m�

��gh�dh �

on dh �es una mesura de Haar del grup localment compacte GL��� bF�� nor�
malitzada de manera que el volum de ���n� sigui igual a �� Denotem per

T�n� k���	 EndC�S�n� k� ��� la sub�algebra generada pels operadors de Hecke
T �m� tals que l�ideal m sigui sense factors en com�u amb n� Els coe�cients

de Fourier de T �m�� s�on donats per la f�ormula

a�T �m��� l� 

X
ajm�l

N �a�k��a���ml�a�� �

El teorema seg�uent fa pal�es que en el context de les formes modulars

de Hilbert �es v�alida la teoria d�Atkin�Lehner�

	�	 Teorema	 Siguin �i	 i 
 �� �	 dues formes noves de pes k	 de nivells

n�� n�	 respectivament	 i de car�acter trivial� Si a���� p� 
 a���� p� per a

quasi tots els ideals primers p de OF 	 aleshores n� 
 n�� i �� 
 �� �

	
	 Corol�lari	
i� L��algebra T�n� k� �� opera �delment a l�espai

S�n� k� �� 
 �n� jnS
nou�n�� k� ���

ii� Existeix una forma bilineal no degenerada T�n� k����CS�n� k� �� ��
C tal que

�T �m�� �� 
 a���m��

per a tot ideal m sense factors en com�u amb n�



��

iii� Per a tota aplicaci�o lineal � � T�n� k� �� � C � existeix una �unica

forma cuspidal � � S�n� k� �� tal que

��T �m�� 
 a���m��

per a tot ideal m sense factors en com�u amb n�

x�� Varietats abelianes associades a formes modulars

de Hilbert

Retornem a la corba de Shimura X���d� n��� Sigui ara m 	 OF un ideal

sense factors en com�u amb dn� A l�espai vectorial complex de les formes

diferencials holomorfes ��X����C �� �� hi actuen els operadors de Hecke

T �m�� �

X
�

����

on el sumatori s�est�en a totes les classes � � bO�d� n��m��b��
El teorema seg�uent posa de manifest un resultat clau� Relaciona

certes formes modulars de Hilbert de pes � i car�acter trivial amb diferencials

holomorfes sobre les corbes de Shimura�

�	�	 Teorema	 Sigui � � S�dn� �� �� una forma nova� Aleshores	 exis�

teix una forma diferencial holomorfa � � ��X����C �� ��	 �unica llevat de

productes per escalars i vector propi dels operadors de Hecke	 tal que � i �

comparteixen els mateixos valors propis sota l�acci�o dels respectius operadors

de Hecke T �m�	 per a m i dn ideals de OF sense factors en com�u�

Demostraci�o� El punt m�es delicat de la demostraci�o prov�e de la teoria de

les formes noves sobre X���� La demostraci�o donada a �Zh ��� utilitza fets

espec�	�cs de la teoria de Jacquet�Langlands �cf� �Ba�Tr �
��� i un teorema

de Waldspurger �Wa ���� Zhang agraeix en aquest punt l�ajut de Jacquet�

�

Sigui X ��� el model regular de la corba de Shimura que hem con�

siderat a x �� L�operador de Hecke T �m� proporciona una correspond�encia



��

sobre X ���� per tant� t�e sentit considerar�ne la reducci�o en les places de
OF � El teorema seg�uent ens diu que en les corbes de Shimura s�on v�alides

les congru�encies d�Eichler�Shimura�

�	�	 Teorema	 ��Sh�
�� Sigui p � dn un ideal primer de OF � Siguin

Frobp la correspond�encia de Frobenius de la �bra especial X ���p i Frob�p la

seva dual� Aleshores	

T �p��p 
 Frobp �Frob
�
p�

on T �p��p denota la reducci�o mod p de T �p��

A partir dels dos teoremes anteriors es demostra el teorema que

segueix�

�		 Teorema	 Sigui f 

P

a�m�qm una forma modular de Hilbert respecte

del grup ���dn�� Suposem que f �es de pes �	 de car�acter trivial	 i nova�

Sigui Of la Z��algebra	 de rang �nit	 generada pels coe�cients a�m� de f

quan els ideals m i dn no tenen factors en com�u� Aleshores	

i� Existeix una varietat abeliana Af de�nida sobre el cos F 	 de dimensi�o

�Of �Z�	 tal que

L�Af � s� �
Y

�	Of ��C

L�f� � s��

Aqu��	 el signe � indica que la igualtat entre les dues funcions L �es

llevat de factors d�Euler sobre els divisors primers de dn�

ii� La varietat abeliana Af s�obt�e com a quocient de la varietat jacobiana

J�X���� d�una corba de Shimura X��� associada a un grup d�unitats

� 
 O�d� n�� d�un ordre de nivell n contingut en l��algebra de quater�

nions sobre F de discriminant d� Aquesta �algebra de quaternions �es

no rami�cada en una pla�ca arquimediana i rami�cada en la resta de

places arquimedianes�

Demostraci�o� Sigui T la Q�sub�algebra de EndQ�J�X����� generada pels

operadors de Hecke T �m�� per a m i dn sense factors en com�u� L��algebra

T opera �delment a H��J�X�����Z�� Aquesta representaci�o de l��algebra

de Hecke permet associar a cada T �m� el seu polinomi caracter�	stic� que �es

m�onic i de coe�cients enters�



�

Com en el cas modular� la varietat Af es construeix de manera que

el seu espai cotangent en el zero �es donat per

Lie�Af �
� 


X
�	Of ��C

Cf� �

En tot primer p � dn� la varietat Af �es de bona reducci�o�

La congru�encia d�Eichler�Shimura proporciona la descripci�o seg�uent

de la funci�o zeta local de Af �

Zp�t� �
 det��� tFrobp j H��Af �Q��� 


NOf �Z��� a�p�t�N �p�t���

�

x�� Divisors de Heegner�Arakelov

Abans que res� ens cal de�nir una aplicaci�o d�Abel�Jacobi�

� � X���� Q� J�X�����

Per a tal �� escrivim X����C � 
 
Xi� on Xi s�on superf�	cies de Riemann

compactes i connexes� Considerem el divisor de Q� Pic�Xi� donat per

�i �


�
	� �

Xi
� �

X
p�Xi

��� �

up
��p� � �puntes�



A �

�

��

Z
Xi

dx dy

y�
�

En la f�ormula anterior� per a cada punt p � Xi� up denota l�ordre de grup

d�isotropia sota l�acci�o de � d�una antiimatge de p en H� L�aplicaci�o �

considerada per Zhang associa a cada punt x � Xi la classe del divisor

x� �i�

�	�	 De�nici�o	Recordem que �K � F � 
 ��K �es un cos totalment imaginari

i disposem d�una immersi�o K �� H� Sigui H� el cos de classes de Hilbert

del cos K� Sigui x � X����H�� un punt de Heegner amb multiplicaci�o

complexa per K� Considerem la classe del divisor

� �

�

ux

X
��Gal�H��K�

��x�� � �Q� J�X�����K��



��

Per a cada forma nova f � S�dn� �� ��� denotarem per �f la imatge de � per

la projecci�o

Q� J�X���� � Q� Af �

�	�	 Lema	 Donat un punt x � J�X���d� n����F �	 existeix una �unica forma

fx � Pd�n�jdn S
nou�d�n�� �� �� tal que el valor hx� T �m�xi	 que correspon a

l�aparellament de N�eron�Tate associat a les altures	 �es el coe�cient m��esim

del desenvolupament de Fourier de fx a l�in�nit	 per a tot ideal m 	 OF

sense factors en com�u amb dn�

En particular� si � � Q� J�X�����K� �es un divisor de Heegner� la

suma formal X
m

h�� T �m��iqm

�es part del desenvolupament d�una forma modular cuspidal de pes �� nivell

un divisor de dn� i car�acter trivial� Denotarem aquesta forma per ! 
 ! �

Tot seguit ens limitarem a descriure l�estrat�egia seguida per Zhang

en el c�alcul de la forma ! � Snou�d�n�� �� ��� Els passos s�on els seg�uents�

 Cal disposar d�un model X �e��� regular sobre SpecOF � que garan�

teixi que l�esquema OK � X �e�� �es� tamb�e� regular� Siguin
� � K � X �e��� K �X ���

la projecci�o corresponent i e� la antiimatge de � en aquest model� Aleshores�
h�� T �m��i 
 he�� T �m�e�i� deg � �

 Cal reconvertir el valor de l�aparellament de N�eron�Tate he�� T �m�e�i
en una intersecci�o d�Arakelov de divisors aritm�etics sobre OK �X �e��� M�es
concretament

he�� T �m�e�i 
 ��b�� T �m�b�� �
on el darrer par�entesi correspon a una intersecci�o aritm�etica� i b� denota un
divisor aritm�etic de OK � X �e��� que t�e curvatura zero en la superf�	cie de
RiemannX�e���C �� i que t�e grau zero en cada component irreductible de les
�bres especials del model OK �X �e���



�	

 A � de calcular T �m�b�� cal reescriure� de manera convenient�
b� 
 b� � hb� � Z

i aprendre a calcular l�efecte dels operadors de Hecke en cada sumand� El

divisor b� prov�e dels punts de Heegner� el divisor b� prov�e del divisor can�onic�
h �es un nombre de classes escaient� Z �es un divisor vertical que s�ajusta

de manera que el divisor b� sigui de grau zero en cada �bra especial de
OK � X �e���

Comencarem per explicar com s�obt�e el divisor b�� Donat un ideal
c � OF � sigui

�c �

�

uc

X
x

x�

on uc denota el nombre d�elements de O�
c �O�

F i el sumatori s�est�en a tots

els punts de multiplicaci�o complexa per K de conductor c �convenientment

orientats�� Siguin � 
 �� i e� la seva antiimatge a K �X�e��� Denotem per

� la clausura de Zariski de e� a OK �X �e��� Per a cada placa arquimediana
� de F � considerem la superf�	cie de Riemann compacta X� ����C �� Sigui d

la forma de volum sobre XK�e���C � tal que cadascun dels seus components
irreductibles eXi t�e volum � i tal que la seva antiimatge aH �es proporcional a

la m�etrica dxdy�y�� A X� ����C �� considerem la funci�o de Green g de�nida

per�
��

�i
g 
 
� � deg�e�j eXi

�d�

Aleshores� b� �
 ��� g��
Sigui � la classe en Q�Pic�X���� que en cada component geom�etri�

cament connex hi t�e el component �i� Sigui e� la antiimatge de � a XK �e���
Aleshores� e� �es la classe del �brat  �

X�e��
�puntes�� Escollim F � com abans�

Sigui X ��e�� un model enter de la corba de Shimura sobre OF � � Canviant� si

cal� el subgrup e� per un altre de m�es petit� es pot suposar que sobre X ��e��
hi �es de�nida una varietat abeliana universal A� Considerem el �brat de

l�	nia � 
 det�LieA��� La teoria de Kodaira�Spencer permet a�rmar que
el �brat ���� deg� coincideix amb el �brat can�onic� e��� de�nit� com abans�

sobre la �bra gen�erica� Donat un punt x � X� ����C � que representi una

varietat abeliana A� i donada una secci�o � � � 
 ��A� �g
A �� es t�e que

k�k� 
 ��i�g�
Z
A

� � ��



��

Es de�neix b� �
 ��� k � k�� deg �� Aleshores� b� � hb� �es de curvatura zero�
Un cop metritzats els divisors de Heegner� es pot procedir al c�alcul

de la forma ! 
 ! � El c�alcul dels coe�cients de ! �es la part m�es dif�	cil de

tot el treball� ocupa unes �� p�agines de l�article de Zhang ��� ��

Ens limitarem a descriure les funcions que intervenen en el c�alcul de

les interseccions arquimedianes h�� T �m��i� � Sigui eXi 
 
j eXi�j la part de

X�e�� que es projecta en Xi� Donat un nombre complex s � C � Re�s� � ��

considerem la funci�o de Legendre

Qs���u� 


Z �

�
�u�

p
u� � � cosh t�sdt�

Sigui

Gs�z� w� 
 �Qs��

�
� �

jz �wj�
� Imz Imw

�
�

Aleshores� la funci�o de�nida en eXi�j � eXi�jndiagonal

gs�i�z� w� 

X
�

Gs�z� ���

�es convergent i t�e un pol simple a s 
 � de residu ���i�j� on �i�j denota

la caracter�	stica d�Euler�Poincar�e del component connex eXi�j� El c�alcul de

h�� T �m��i� utilitza� en cada component eXi�j� la funci�o

gi�j�z� w� �
 lim
s��

�
gs�i�z� w�� �

s�s � ���i�j

�
�

En les �bres no arquimedianes� el c�alcul de h�� T �m��iv es basa en la
teoria de Honda�Tate�

x	� L�s
eries

Els resultats d�aquesta secci�o s�on tots de natura anal�	tica� Siguin� com

abans� K�F una extensi�o quadr�atica totalment imagin�aria� � el car�acter

que la de�neix� i f el conductor de K�F � Sigui f � S�n� �� �� una forma

nova� Per canvi de base� es de�neix la funci�o LK�f� s� per la f�ormula�

LK �f� s� 
 L�f� s�L��f� s��



��

Per a tot ideal n 	 OF � sigui ��n� �
 ������ � ���n��� Considerem� com

d�habitud�

"K�f� s� �


�
��s�

����s

��d
N �fnE��LK�f� s��

El teorema seg�uent cont�e el resultat m�es important�

�	�	 Teorema	 ��Zh ���� Suposem que ��n� 
 ����d�� i sigui f �
S�n� �� �� una forma nova�

i� La funci�o "K admet una prolongaci�o anal��tica a tot el pla complex i

satisf�a l�equaci�o funcional

"K�f� s� 
 ��n�����d"K�f� �� s��

ii� El valor de la seva derivada en el punt s 
 � �es donat per

L�K �f� �� 

�����d

dFd
���
K

��n� �f�#��

on # � S�n� �� ��	 ����� denota el producte escalar de Petersson	 i

dF � dK denoten el discriminant de F�K	 respectivament�

Demostraci�o� Per donar una idea sobre la demostraci�o del teorema� caldr�a

que parlem una mica de s�eries d�Eisenstein i del m�etode de Rankin�Selberg�

Comencarem per observar que tota adele g �GL��� A F � descompon
en la forma

g 


�
a b
� d

�
kr���� k � ������ r��� � ���

Per a cada divisor n�jn� considerem

Hn�

s �


� jad��js������a���k�e���� k � ���fn���
�� altrament�

A partir de l�expressi�o anterior� formem la s�erie�

En�

s �g� �
 L��s � �� ��
X

��B�F �nGL���F �

Hn�

s ��g�� Re�s� � ��



��

on B denota el subgrup de Borel� La s�erie anterior �es absolutament conver�

gent per a Re�s� � �� de�neix una s�erie d�Eisenstein no holomorfa de nivell

fn�� pes �� i car�acter �� La s�erie

� �


p
N �fE�

����d
E��g�� Re�z� � ���

�es holomorfa� Si escrivim � 

P

��m�qm� els coe�cients de Fourier s�on

donats per

��m� 


��


L��� ��� si m 
 ��

����dp
N �fE�

R�m�� si m �
 ��

on R�m� denota el nombre d�ideals de OK de norma m�

C�alculs semblants a d�altres realitzats per Rankin�Selberg i Gross�

Zagier proporcionen la f�ormula

LK �f� � � s� 


�
����s��

��s � ��

�g
��fn�

N �E�s�
��
�f� �En

s ��

A partir de la f�ormula anterior� i si treballem una mica m�es� podrem obtenir

una f�ormula per a L�K �f� ��� Considerem

Es�n �
 N �n�����s
X
ajn

��a�

N �a����s
En�a
s �

i les funcions

#n�

s �g� �
 �E�Es�n��g�n� �� n�jf�

on �n� 
 ��� � � � �

�
� ��
�v �

�
� � � � � �� � GL��� A F � t�e components no trivials

exactament a les places que divideixen n�� En prendre en consideraci�o les

s�eries

#s�g� �

�

��fvjfg

X
�����n�����nf�

X
n�jf

N �n��s#n�

s �

e# �
 N �fE�

�����d
�p
N �n�

�

�s js��
#s�

s�obt�e la f�ormula

L�K�f� �� 

�����d��n�

N �E��N �f����
�f� e#��



��

La forma e# no �es una forma modular de Hilbert holomorfa� Per projecci�o

holomorfa en resulta una forma cuspidal holomorfa # � S�n� �� ��� At�es que

la difer�encia e# � # s�expressa com a suma de s�eries d�Eisenstein i altres

funcions ortogonals a f � es t�e que

�f� e#� 
 �f�#��
amb la qual cosa conclou la demostraci�o del teorema� �

x�� El teorema de Zhang

Recordem que n� d s�on ideals de OF � i que f � Snou�dn� �� �� �es una forma

nova tal que la varietat Af �es de dimensi�o g� La varietat Af �es quocient

de J�X���d� n���� Recordem� tamb�e� que la forma ! � Ph�� T �m��iqm
�es la forma cuspidal de Hilbert de�nida a partir d�interseccions d�Arakelov

associades al divisor de Heegner �� que �es un punt de multiplicaci�o complexa

per K� La forma # �es la forma cuspidal de Hilbert obtinguda pel m�etode

de Rankin�Selberg� i �es la que interv�e en la f�ormula de L�K�f� ���


	�	 Teorema	 Per a tota forma nova f respecte de ���dn�	 de pes �	 i

car�acter trivial	 se satisf�a la igualtat

L�K�f� �� 

�����d

dF d
���
K

��dn��f� f�h�f � �f i�

Demostraci�o� El c�alcul expl�	cit dels coe�cients de la forma

# 

X

a�m�qm � S�dn� �� ��

i posterior comparaci�o amb els coe�cients de la forma ! � S�dn� �� �� pro�

porciona una congru�encia

# � ! �mod $��

on $ denota el subespai de formes velles� Per tant�

L�K�f� �� 

�����d

dF
p
dK

��dn��f�!��



��

La f�ormula de l�enunciat s�obt�e a partir d�aquesta sense di�cultat� �

El resultat principal del treball que comentem �es el


	�	 Teorema	 ��Zh ���� Si L�Af�F� s� no s�anul�la en s 
 �	 o b�e t�e en

aquest punt un zero d�ordre g	 aleshores�

i� rgAf �F � 
 ords�� L�Af�F� s��

ii� El grup de Tate�Shafarevich de Af �es �nit�

Demostraci�o� La demostraci�o del teorema quan la funci�o L�Af�F� s� no

s�anul�la en s 
 � �es similar a la del cas el�l�	ptic� n�ometrem el detall�

D�altra banda� el mateix argument que l�esgrimit a �Gr�Za ��� fa palesa

l�equival�encia de la condici�o ords��L�Af�F� s� 
 g amb les condicions

ords�� L�f
� � s� 
 �� per a tota immersi�o � � Of �� C � Per tant� sota

la hip�otesi de zero d�ordre g� i escollint prou b�e el cos K� la f�ormula del teo�

rema anterior implica que h�f� � �f�i �
 �� per a tot �� M�es concretament� cal
triar el cos K de manera que ords�� LK�f� s� 
 � �cf� �Wa ����� Aleshores�

det�h�f�i � �f�j i� 

Y
i

h�f�i � �f�i i �
 ��

Veiem� doncs� que

rgAf �F � � g 
 dimAf �

Per acabar la demostraci�o de i� i provar ii�� Zhang suposa el lector

familiaritzat amb el m�etode emprat per Kolyvagin per provar la �nitud

del grup de Tate�Shafarevich en altres situacions� Zhang es limita a dir�nos

com cal prendre un cert sistema d�Euler�Kolyvagin de punts de multiplicaci�o

complexa� Es consideren ideals m � OF � lliures de quadrats i sense factors

en com�u amb nf� Se suposa que cada divisor primer l de m �es inert en

K� Sigui Hm el cos de classes de K de l�anell de conductor m� Per a cada

m� s�escull un punt de multiplicaci�o complexa xm� tal que xm� s�inclogui en

T �l�xm si m� 
 lm� Sigui uc el cardinal del grup O�
c �O�

F � Aleshores� se

satisf�a la identitat

�

um
T �l�xm 


�

uml

X
��Gal�Hml�Hm�

x�ml�

amb la qual cosa �xm� �es un sistema d�Euler�Kolyvagin� �
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