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1.4.1 La funció ℘ de Weierstrass i les funcions theta 19

1.4.2 L’invariant j, el discriminant ∆ i els Thetanull-
werte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

v



vi ÍNDEX
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theta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4 Funcions theta clàssiques (II)
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ÍNDEX ix

6.2.1 Sistemes de multiplicadors . . . . . . . . . . . . 139
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Introducció

Aquestes notes contenen les conferències sobre Funcions theta im-
partides en la 17ena edició del Seminari de Teoria de Nombres (UB-
UAB-UPC), celebrada del 3 al 7 de febrer de 2003, a Barcelona, a la
Facultat de Nàutica de la Universitat Politècnica de Catalunya.

El programa general fou elaborat per P.Bayer i J.Guàrdia, i les
sessions foren desenvolupades per persones del seminari. Els objec-
tius proposats en plantejar el tema del seminari foren modestos. Es
tractava d’aprendre resultats clàssics sobre funcions theta i algunes de
les seves aplicacions, deixant per a una altra ocasió el familiaritzar-
nos amb resultats més actuals. Les referències que figuren en les
bibliografies d’aquest volum són essencialment textos bàsics, com els
de Mumford, Igusa o Lange-Birkenhake, i textos clàssics, com els de
Krazer o Baker.

La revisió dels clàssics sota l’òptica actual de la geometria alge-
braica ha estat un treball d’arqueologia matemàtica molt enriquidor
per als autors i editors d’aquest volum. Desitgem que la seva lectura
sigui igualment profitosa.

Pilar Bayer, Jordi Guàrdia

Barcelona, 9 de gener de 2004
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Caṕıtol 1

Funcions theta de Jacobi i
corbes el·ĺıptiques (I)
E. Torres

L’objectiu d’aquest caṕıtol és estudiar les funcions theta de Jacobi
aix́ı com els lligams que aquestes presenten amb la funció ℘ de Weier-
strass i les corbes el·ĺıptiques.

1.1 Les funcions theta de Jacobi

1.1.1 Funció theta bàsica

1.1.1 Definició. Es defineix la funció theta bàsica com

θ(z, τ) :=
∑

n∈Z
e2πinz+πin2τ ,

on z ∈ C i τ ∈ H = {z ∈ C | Im(z) > 0}.

Amb finançament parcial de MCYT BFM2003-06768-C02-02-01
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4 Cap. 1

Aquesta sèrie convergeix absolutament i uniforme en conjunts
{|Im(z)| < c} × {Im(τ) > ε}:

∣∣∣e2πinz · eπin2τ
∣∣∣ < (e2πc)n · (e−πε)n

2
,

si triem n′ tal que (e−πε)n
′ · e2πc < 1, aleshores |e2πinz+πin2τ | <

(e−πε)n(n−n′) i la sèrie està uniformement acotada per una sèrie geo-
mètrica convergent.

1.1.2 Proposició. θ(z, τ) defineix una funció anaĺıtica en les dues
variables. A més, és quasi-periòdica:

θ(z + 1, τ) = θ(z, τ), θ(z + τ, τ) = e−πiτ−2πizθ(z, τ).

Demostració: La primera periodicitat és trivial. Respecte a la
segona:

θ(z + τ, τ) =
∑

n∈Z
e2πin(z+τ)+πin2τ = e−2πiz−πiτ

∑

n∈Z
e2πi(n+1)z+πi(n+1)2τ

= e−πiτ−2πizθ(z, τ).2

1.1.3 Proposició. La funció θ(z, τ) satisfà l’equació funcional:

1

4πi

∂2θ

∂z2
=

∂θ

∂τ
.

Demostració: Com que la sèrie que defineix la funció θ(z, τ) con-
vergeix uniformement, podem derivar terme a terme. Sigui

an(z, τ) = eπin
2τ+2πinz;

aleshores,

∂an(z, τ)

∂z
= 2πineπin

2τ+2πinz,
∂2an(z, τ)

∂2z
= −4π2n2eπin

2τ+2πinz,

∂an(z, τ)

∂τ
= πin2eπin

2τ+2πinz,

i tenim la igualtat. 2
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1.1.2 Funció theta amb caracteŕıstica

1.1.4 Definició. Es defineix la funció theta amb caracteŕıstica com

θa,b(z, τ) := eπia
2τ+2πia(z+b)θ(z + b+ aτ, τ), a, b ∈ Q.

Es defineixen també les funcions:

θ1 = θ 1
2
, 1
2
, θ2 = θ 1

2
,0, θ3 = θ0,0 = θ, θ4 = θ0, 1

2
.

NOTACIÓ: Fixat τ ∈ H, escriurem θi(z, τ) = θi(z).

Les funcions θ1, θ2, i θ4 es poden expressar en funció de θ3 = θ de
la manera següent:

θ1(z) = e
πτi
4

+πi(z+ 1
2
) θ3(z +

1
2 + τ

2 ),

θ2(z) = e
πτi
4

+πiz θ3(z +
τ
2 ),

θ4(z) = θ3(z +
1
2).

En endavant notarem p = eπiz i q = eπiτ .

1.1.5 Proposició. Les diferents expressions de les θi(z) venen do-
nades per:

θ1(z) = i
∑

n∈Z
(−1)np2n−1q(n−1/2)2 = −2

∞∑

n=0

(−1)nq(n−1/2)2 sin(π(2n− 1)z),

θ2(z) =
∑

n∈Z
p2n−1q(n−1/2)2 = 2

∞∑

n=0

q(n−1/2)2 cos(π(2n− 1)z),

θ3(z) =
∑

n∈Z
p2nqn

2
= 1 + 2

∞∑

n=1

qn
2
cos(2πnz),

θ4(z) =
∑

n∈Z
(−1)np2nqn

2
= 1 + 2

∞∑

n=1

(−1)nqn2
cos(2πnz).
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Demostració: A partir de la relació:

(−1)neπi(2n+1)v+(−1)−n−1eπi(2(−n−1)+1)v = (−1)n2i sin(2π(n+1/2)v),

tenim que:

θ1(z) = eπi
τ
4
+πi(z+1/2)

∑

n∈Z
eπin(z+ τ

2
+ 1

2
)+πin2τ

= eπi(z+1/2)
∑

n∈Z
eπi(n

2τ+nτ+ τ
4
)+2πin(z+ 1

2
)

= i
∑

n∈Z
(−1)neπiτ(n+ 1

2
)2+πi(2n+1)z

= −2
∞∑

n=0

(−1)neπiτ(n−1/2)2 sin(π(2n− 1)z);

θ2(z) = eπi
τ
4
+πiz

∑

n∈Z
e2πin(z+ τ

2
)+πin2τ = eπiz

∑

n∈Z
eπi(n

2τ+nτ+ τ
4
)+2πinz

=
∑

n∈Z
eπiτ(n+ 1

2
)2+πi(2n+1)z = 2

∞∑

n=0

eπiτ(n−1/2)2 cos(π(2n− 1)z);

θ3(z) =
∑

n∈Z
e2πinz+πin2τ = 1 + 2

∞∑

n=1

eπin
2τ cos(2πnz);

θ4(z) =
∑

n∈Z
e2πin(z+ 1

2
)+πin2τ =

∑

n∈Z
(−1)neπin2τ+2πinz

= 1 + 2
∞∑

n=1

(−1)neπin2τ cos(2πnz) .
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1.1.3 Propietats de les funcions theta

1.1.6 Proposició. La funció θ1 és senar i les funcions θ2, θ3, θ4 són
parelles. A més:

θ1(z + 1) = −θ1(z), θ1(z + τ) = −e−πiτ−2πiz θ1(z),

θ2(z + 1) = −θ2(z), θ2(z + τ) = e−πiτ−2πiz θ2(z),

θ3(z + 1) = θ3(z), θ3(z + τ) = e−πiτ−2πiz θ3(z),

θ4(z + 1) = θ4(z), θ4(z + τ) = −e−πiτ−2πiz θ4(z).

Demostració: La paritat de les funcions θ es dedueix de la proposició
anterior. Quant a les seves periodicitats:

θ1(z + 1) = −2
∞∑

n=0

(−1)nq(n−1/2)2 sin((2n− 1)π(z + 1))

= 2
∞∑

n=0

(−1)nq(n−1/2)2 sin((2n− 1)πz) = −θ1(z),

θ3(z + 1) = 1 + 2
∞∑

n=1

qn
2
cos(2πn(z + 1))

= 1 + 2
∞∑

n=1

qn
2
cos(2πnz) = θ3(z).

Les periodicitats de θ2 i θ4 s’obtenen anàlogament. Ara:

θ1(z + τ) = i
∑

n∈Z
(−1)neπiτ(n+ 1

2
)2+πi(2n+1)(z+τ)

= −ie−2πiz−πiτ
∑

n∈Z
(−1)n+1eπiτ(n+1+ 1

2
)2+πi(2(n+1)+1)z

= −e−2πiz−πiτθ1(z),

θ2(z + τ) =
∑

n∈Z
eπiτ(n+ 1

2
)2+πi(2n+1)(z+τ)

= e−2πiz−πiτ
∑

n∈Z
eπiτ(n+1+ 1

2
)2+πi(2(n+1)+1)z

= e−2πiz−πiτθ2(z),
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θ3(z + τ) =
∑

n∈Z
eπin

2τ+2πin(z+τ)

= e−2πiz−πiτ
∑

n∈Z
eπiτ(n+1)2+2πi(n+1)z

= e−2πiz−πiτθ3(z).

θ4(z + τ) =
∑

n∈Z
(−1)neπin2τ+2πin(z+τ)

= e−2πiz−πiτ
∑

n∈Z
(−1)neπiτ(n+1)2+2πi(n+1)z

= −e−2πiz−πiτθ4(z).

1.1.7 Corol·lari. θ1, θ2 tenen peŕıode 2 i θ3, θ4 tenen peŕıode 1.
θ1, θ2, θ3, θ4 tenen quasi-peŕıode τ amb factors de periodicitat

−i(qp2)−1, (qp2)−1, (qp2)−1,−(qp2)−1,

respectivament.

Recollim a la taula següent el comportament de les funcions θ:

z + 1
2

z + τ
2

z + 1
2
+ τ

2
z + 1 z + τ z + 1 + τ

θ1 θ2 iaθ4 aθ3 −θ1 −bθ1 bθ1

θ2 −θ1 aθ3 −iaθ4 −θ2 bθ2 −bθ2

θ3 θ4 aθ2 iaθ1 θ3 bθ3 bθ3

θ4 θ3 iaθ1 aθ2 θ4 −bθ4 −bθ4

on a = p−1q−1/4 i b = p−2q−1.

1.1.4 Zeros de les funcions theta

1.1.8 Proposició. Els zeros de θ1, θ2, θ3, θ4 a C/〈1, τ〉 són respec-
tivament: 0, 1

2 ,
1+τ
2 , τ

2 ; i a C són: Z + Zτ,Z + 1
2 + Zτ,Z + 1

2 + (Z +
1
2)τ,Z + (Z + 1

2)τ .

Demostració: Veure que cadascun d’aquests punts és zero de la
funció corresponent és directe a partir de les expressions de les fun-
cions θ i de les seves periodicitats. Per veure la unicitat comptarem,
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per exemple, el nombre de zeros de θ3 ja que tots els casos es fan de
la mateixa manera.
Per les propietats de periodicitat, podem identificar cada paral·lelo-
gram amb un tor. Sobre el tor, la vora del rectangle és homotòpica a
un punt i per tant podem aplicar el principi de l’argument. Cal triar
un t de forma que el peŕımetre del rectangle t, t+1, t+ τ, t+1+ τ no
contingui cap zero de θ3. (Això sempre és possible ja que en cas
contrari θ3 tindria un punt d’acumulació de zeros i essent anaĺıtica,
hauria d’ésser zero). Pel principi de l’argument podem calcular el
nombre de zeros de θ3 dins del rectangle indicat mitjançant l’ex-
pressió:

N =
1

2πi

∫

R

∂ log θ3(z)

∂z
dz

on R és la vora del rectangle A = [t, t+ 1],B = [t+1, t+1+ τ ],C =
[t+ 1 + τ, t+ τ ],D = [t+ τ, t].

N =
1

2πi

(∫

A
+

∫

B
+

∫

C
+

∫

D

)
∂ log θ3(z)

∂z
dz

=
1

2πi

∫ t+1

t

(
∂ log θ3(z)

∂z
− ∂ log θ3(z + τ)

∂z

)
dz

+
1

2πi

∫ t+τ

t

(
∂ log θ3(z + 1)

∂z
− ∂ log θ3(z)

∂z

)
dz

=
1

2πi

∫ t+1

t

∂

∂z
log

(
θ3(z)

θ3(z + τ)

)
dz

+
1

2πi

∫ t+τ

t

∂

∂z
log

(
θ3(z + 1)

θ3(z)

)
dz

=
1

2πi

∫ t+1

t

∂

∂z
(πiτ + 2πiz)dz = 1

ja que la integral entre t i t+ τ és 0 per les propietats de θ3. 2

1.1.9 Corol·lari. Notem que θ1(0) = 0 mentre que per a i = 2, 3, 4
θi(0) 6= 0.
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1.1.5 Equació de la calor

Sigui T (z, t) la temperatura en temps t en qualsevol punt z d’un ma-
terial sòlid que té propietats conductores uniformes i isòtropes.

ρ = densitat del material
s = calor espećıfic
k = conductivitat tèrmica

κ = k
sρ = difusibilitat

T (z, t) satisfà k
sρ ∇2T (z, t) = ∂T (z,t)

∂t .

Considerem el conjunt OXY Z i el cas on no hi ha variació de tem-
peratura en les direccions X,Y . Aleshores, el flux de la calor és
paral·lel a Z i l’equació es redueix a:

κ
∂2T (z, t)

∂z2
=

∂T (z, t)

∂t
.

Per l’equació funcional que satisfà θ(z, τ), es pot considerar com
l’única solució de l’equació de la calor amb certes condicions inicials.

Considerem el cas del flux de la calor quan 0 ≤ z ≤ 1 on les condi-
cions sobre els plans z = 0, z = 1 es mantenen constants per a tot
t. En aquest cas, el flux de la calor es desplaça completament en la
direcció de z i es pot aplicar l’equació anterior.

Suposem primer que les condicions ĺımit són aquelles en què les
cares del tros de material es mantenen a temperatura t = 0, és a dir,
θ(0, t) = 0, θ(1, t) = 0, on θ = f(z), 0 < z < 1. Aleshores,

θ(z, τ) =
∞∑

n=1

bne
−n2κt sinπnz,

on bn = 2
∫ 1
0 f(z) sinπnzdz.

En el cas que f(z) = δ(z − π
2 ) (on δ denota la funció delta de

Dirac), el material z està inicialment a t = 0, excepte a l’entorn del
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semiplà z = π
2 , on t és molt alta. Per aconseguir aquesta t, cal injectar

una certa quantitat de calor h per unitat d’àrea:

h = ρsπ

∫ π
2
+0

π
2
−0

δ(z − π

2
)dz = ρsπ, on bn = 2 sin(

πn

2
).

La difusió de la calor sobre z ve donada per:

θ(z, τ) = 2

∞∑

n=1

(−1)ne−(2n+1)2κt sinπ(2n+ 1)z.

Si q = e−4κt, θ = θ1(z, q) = −2
∑∞

n=0(−1)nq(n+ 1
2
)2 sinπ(2n+ 1)z.

Una altra funció theta prové de canviar les condicions ĺımit en el nos-
tre problema. Suposem ara que les cares del tros de material estan
äıllades i la calor no passa a través d’elles ( ∂θ∂z = 0, z = 0, 1)

θ(z, τ) =
1

2
a0 +

∞∑

n=1

ane
−n2κt cos πnz on an = 2

∫ 1

0
f(z) cos πnzdt .

En el cas: f(z) = δ(z − π
2 ), an = 2 cos(πn2 ), la solució és:

θ4(z, q) = 1 + 2
∞∑

n=1

(−1)nqn2
cos 2πnz.

1.2 L’espai VN(τ)

1.2.1 Definició. Per a cada nombre natural N ∈ N denotarem per
VN l’espai vectorial:

VN (τ) = {f entera | f(z +N) = f(z), f(z + τ) = p−2Nq−N2
f(z)}.

1.2.2 Proposició.
i) dim [VN (τ) : C] = N2.
ii) Una base és {θa,b(z, τ)} on (a, b) recorre les classes {[(1/N)Z/Z]}2.
iii) Cada f(z) ∈ VN té N2 zeros al paral·lelogram N(Zτ + Z).
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Demostració: Per a cada funció f(z) ∈ VN (τ), la condició
f(z) = f(z + N) és equivalent a l’existència d’un desenvolupament
de la forma:

f(z) =
∑

n∈ 1
N

Z
cnp

2nqn
2
,

on cn = cm si n − m ∈ NZ. A partir de condició f(z + τ) =
p−2Nq−N2

f(z) i per un canvi de variable, es prova que cn+N2 = cn,
per a tot N , independentment de τ . Per tant, la dimensió de VN (τ)
és com a màxim N2. A partir de l’expressió de θa,b com a sèrie de
Fourier i que tota f(z) ∈ VN (τ) admet un desenvolupament de la
forma que acabem d’indicar, tenim que si a, b recorren tots els repre-
sentants de (1/N)Z/Z, θa,b són generadores deVN (τ) (tota f(z) és
combinació lineal de θa,b) i per tant formen una base deVN (τ). Els
primers N2 coeficients de Fourier de f(z) ∈ VN (τ) són coeficients de
Fourier de combinacions lineals de θa,b. És fàcil comprovar també la
independència lineal de les funcions θa,b.
Respecte als N2 zeros que té cada f(z) ∈ VN (τ), es demostra a partir
del principi de l’argument i procedint de manera anàloga a com s’ha
fet en el cas de les θi. 2

1.2.3 Corol·lari. {θ1(z), θ2(z), θ3(z), θ4(z)} és una base de V2(τ).

1.3 Fórmules

1.3.1 Desenvolupament de θi en producte infinit

1.3.1 Proposició. Considerem el producte infinit:

F (z) =
∏

n∈N
(1 + q2n−1p−2)(1 + q2n−1p2).

i) F (z) convergeix absolutament i uniforme en compactes.
ii) F (z) té els mateixos zeros que θ3: Z + 1

2 + (Z + 1
2)τ .

iii) F (z) satisfà les mateixes condicions de quasi-periodicitat que θ3.
iv) θ3(z)/F (z) = c(q) on c(q) és una constant independent de z.

v) c(q) =
∏

n≥1

(1− q2n).
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Demostració: i) Pel criteri de la suma, tindrem la convergència
absoluta si tenim convergència absoluta de la sèrie:

∑

n∈N
(q2n−1p−2 + q2n−1p2 + q4n−2).

Tenim que

| q2n−1p−2+q2n−1p2+q4n−2 |≤ e−πb(2n+1)+2πy+e−πb(2n+1)−2πy+e−πb(4n+2),

on b = Im(τ), y = Im(z). És clar que les sèries corresponents a
cadascun dels tres sumands anteriors convergeixen uniformement en
compactes de C.
ii) Respecte als zeros de F (z), com que cada factor és més gran que 1
en valor absolut, el producte infinit no pot convergir a 0, i, per tant,
només pot anul·lar-se si s’anul·la un dels seus factors:
1 + q2n−1p−2 = 0 ⇐⇒ q2n−1p−2 = −1 ⇐⇒ e2πiz = −q2n−1 =
eπi[(2n−1)τ+1] ⇐⇒ z = (n+ 1

2)τ + 1
2 + Z

1 + q2n−1p2 = 0 ⇐⇒ q2n−1p2 = −1 ⇐⇒ e−2πiz = −q2n−1 =
eπi[(2n−1)τ+1] ⇐⇒ z = −(n+ 1

2)τ + 1
2 + Z

Per tant, F (z) s’anul·la en els punts (Z+ 1
2)τ+

1
2 . Però com F (z+1) =

F (z), els zeros de F (z) són els punts de la forma Z + 1
2 + (Z + 1

2)τ ,
que són exactament els mateixos zeros que té θ3(z).
iii) És fàcil comprovar que F (z) satisfà les mateixes condicions de
quasi-periodicitat que θ3(z).

iv)Per la condició anterior, el quocient θ3(z)
F (z) és una funció doblement

periòdica sense zeros ni pols i, per tant, pel teorema de Liouville, és
una constant c(q) que pot dependre de τ . Observem que la constant
c(q) defineix una funció anaĺıtica en q, ja que és quocient de dues
funcions anaĺıtiques en q.

v) Veurem que per a | q |< 1, G(q) =
∏

n≥1

(1 + qn)(1− q2n−1) = 1.

G(q) =
∏

n≥1

(1 + qn)(1− q2n−1) =

∏

n≥1

(1 + q2n−1)(1 − q2n−1)
∏

n≥1

(1 + q2n) =
∏

n≥1

(1 + q2n)(1 − q4n−2) =

G(q2) =
∏

n≥1

(1 + q4n−2)(1− q4n−2)
∏

n≥1

(1 + q4n) =

∏

n≥1

(1 + q4n)(1− q8n−4) = G(q4) = . . . = G(q2r).
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Per tant, G(q) = limx−→∞G(q2r) = G(limx−→∞ q2r) = G(0) = 1, on
podem fer el pas al ĺımit ja que G és anaĺıtica.
Considerem ara:

θ3(1/2) =

∞∑

n=−∞

(−1)nqn2
= c(q)F (1/2) = c(q)

∞∏

n=1

(1− q2n−1)2,

θ3(1/4) =
∞∑

n=−∞

inqn
2
=

∞∑

k=−∞

(−1)kq4k2
=

c(q)

∞∏

n=1

(1− iq2n−1)(1 + iq2n−1) = c(q)

∞∏

n=1

(1 + q4n−2).

Sigui H(q) = c(q)/

∞∏

n=1

(1 − q2n). Aquesta funció és anaĺıtica perquè

és quocient de dues funcions anaĺıtiques. Tenim el següent:

H(q) =

∞∑

n=−∞

(−1)nqn2

∞∏

n=1

(1− q2n−1)2
∞∏

n=1

(1− q2n)

=

∞∑

n=−∞

(−1)nqn2

∞∏

n=1

(1− q2n−1)
∞∏

n=1

(1− qn)

,

on hem reordenat el denominador passant un (1 − q2n−1) d’un pro-
ducte a un altre. Fem el mateix amb la segona igualtat corresponent
a θ3(1/4):

H(q) =

∞∑

n=−∞

(−1)nq4n2

∞∏

n=1

(1 + q4n−2)
∞∏

n=1

(1− q2n)

=

∞∑

n=−∞

(−1)nqn2

∞∏

n=1

(1− q4n)
∞∏

n=1

(1− q4n−2)
∞∏

n=1

(1 + q4n−2)

= H(q4).

Per inducció, H(q) = H(q4k) = limk−→∞H(q4k) = H(0) = 1.

D’aqúı obtenim que c(q) =

∞∏

n=1

(1− q2n). 2



Fórmules 15

1.3.2 Corol·lari.

θ3(z) =
∞∏

n=1

(1− q2n)(1 + q2n−1p2)(1 + q2n−1p−2)

=

∞∏

n=1

(1− q2n)(1 + 2q2n−1 cos 2πz + q4n−2),

θ1(z) = 2q1/4 sinπz

∞∏

n=1

(1− q2n)(1− q2np2)(1− q2np−2)

= 2q1/4 sinπz

∞∏

n=1

(1− q2n)(1− 2q2n cos 2πz + q4n),

θ2(z) = 2q1/4 cosπz
∞∏

n=1

(1− q2n)(1 + q2np2)(1 + q2np−2)

= 2q1/4 cosπz
∞∏

n=1

(1− q2n)(1 + 2q2n cos 2πz + q4n),

θ4(z) =

∞∏

n=1

(1− q2n)(1− q2n−1p2)(1− q2n−1p−2)

=

∞∏

n=1

(1− q2n)(1− 2q2n−1 cos 2πz + q4n−2).

1.3.3 Corol·lari. Valors dels Thetanullwerte (valors per z = 0)

i) θ′1(0) = 2πq1/4
∞∏

n=1

(1− q2n)3.

ii) θ2(0) = 2q1/4
∞∏

n=1

(1− q2n)(1 + q2n)2,

θ3(0) =
∞∏

n=1

(1− q2n)(1 + q2n−1)2,

θ4(0) =
∞∏

n=1

(1− q2n)(1− q2n−1)2.
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1.3.4 Corol·lari. Fórmula del triple producte de Jacobi

θ′1(0) = πθ2(0)θ3(0)θ4(0).

1.3.2 Fórmules d’addició

1.3.5 Proposició. (Fórmules del producte)

θ1(x, τ)θ1(y, τ) = θ3(x+ y, 2τ)θ2(x− y, 2τ)− θ2(x+ y, 2τ)θ3(x− y, 2τ)
θ1(x, τ)θ2(y, τ) = θ4(x+ y, 2τ)θ1(x− y, 2τ) + θ1(x+ y, 2τ)θ4(x− y, 2τ)
θ2(x, τ)θ2(y, τ) = θ3(x+ y, 2τ)θ2(x− y, 2τ)− θ2(x+ y, 2τ)θ3(x− y, 2τ)
θ3(x, τ)θ3(y, τ) = θ3(x+ y, 2τ)θ3(x− y, 2τ) + θ2(x+ y, 2τ)θ2(x− y, 2τ)
θ3(x, τ)θ4(y, τ) = θ4(x+ y, 2τ)θ4(x− y, 2τ)− θ1(x+ y, 2τ)θ1(x− y, 2τ)
θ4(x, τ)θ4(y, τ) = θ3(x+ y, 2τ)θ3(x− y, 2τ)− θ2(x+ y, 2τ)θ2(x− y, 2τ).

Demostració: Per a demostrar la primera fórmula, multipliquem
les sèries (que són absolutament convergents) i reordenem els termes:

θ1(x, τ)θ1(y, τ) =

−
∞∑

m,n=−∞
(−1)m+nq(m+1/2)2+(n+1/2)2eiπ(2m+1)x+iπ(2n+1)y =

−
∑

r≡s(2)
(−1)rq(r+1)2/2+s2/2eiπ(r+1)(x+y)+iπs(x−y) =

−
∞∑

a=−∞
q2(a+1/2)2eiπ(2a+1)(x+y)

∞∑

b=−∞
q2b

2

e2iπb(x−y)

+
∞∑

a=−∞
q2a

2

eiπ2a(x+y)
∞∑

b=−∞
q2(b+1/2)2eiπ(2b+1)(x−y) =

−θ2(x+ y, 2τ)θ3(x− y, 2τ) + θ3(x+ y, 2τ)θ2(x− y, 2τ),
on m+ n = r,m− n = s.

Considerant y → y + 1/2

θ1(x, τ)θ1(y + 1
2 , τ) =

θ3(x+ y + 1
2 , 2τ)θ2(x− y − 1

2 , 2τ)− θ2(x+ y + 1
2 , 2τ)θ3(x− y − 1

2 , 2τ),

implica

θ1(x, τ)θ2(y, τ) = θ4(x+y, 2τ)θ1(x−y, 2τ)+θ1(x+y, 2τ)θ4(x−y, 2τ).
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Considerant x→ x+ 1/2 i y → y + 1/2

θ2(x, τ)θ2(y, τ) = θ3(x+y, 2τ)θ2(x−y, 2τ)−θ2(x+y, 2τ)θ3(x−y, 2τ).

Amb un raonament anàleg es prova

θ3(x, τ)θ3(y, τ) = θ3(x+y, 2τ)θ3(x−y, 2τ)+θ2(x+y, 2τ)θ2(x−y, 2τ)

i considerant els mateixos canvis

θ3(x, τ)θ4(y, τ) = θ4(x+ y, 2τ)θ4(x− y, 2τ)− θ1(x+ y, 2τ)θ1(x− y, 2τ),

θ4(x, τ)θ4(y, τ) = θ3(x+ y, 2τ)θ3(x− y, 2τ)− θ2(x+ y, 2τ)θ2(x− y, 2τ).

2

1.3.6 Corol·lari. (Fórmules d’addició)

θ3(x+ y)θ3(x− y)θ23(0) = θ23(x)θ
2
3(y) + θ21(x)θ

2
1(y) = θ24(x)θ

2
4(y) + θ22(x)θ

2
2(y)

θ4(x+ y)θ4(x− y)θ24(0) = θ23(x)θ
2
3(y)− θ22(x)θ22(y) = θ24(x)θ

2
4(y)− θ21(x)θ21(y)

θ2(x+ y)θ2(x− y)θ22(0) = θ23(x)θ
2
3(y)− θ24(x)θ24(y) = θ22(x)θ

2
2(y)− θ21(x)θ21(y)

θ3(x+ y)θ4(x− y)θ3(0)θ4(0) = θ3(x)θ4(x)θ3(y)θ4(y)− θ4(x)θ1(x)θ4(y)θ1(y)
θ4(x+ y)θ3(x− y)θ3(0)θ4(0) = θ3(x)θ4(x)θ3(y)θ4(y) + θ4(x)θ1(x)θ4(y)θ1(y)
θ3(x+ y)θ2(x− y)θ3(0)θ2(0) = θ3(x)θ2(x)θ3(y)θ2(y) + θ4(x)θ1(x)θ4(y)θ1(y)
θ2(x+ y)θ3(x− y)θ2(0)θ3(0) = θ3(x)θ2(x)θ3(y)θ2(y)− θ4(x)θ1(x)θ4(y)θ1(y)
θ4(x+ y)θ2(x− y)θ4(0)θ2(0) = θ3(x)θ1(x)θ3(y)θ1(y) + θ4(x)θ2(x)θ4(y)θ2(y)
θ2(x+ y)θ4(x− y)θ2(0)θ4(0) = θ4(x)θ2(x)θ4(y)θ2(y)− θ3(x)θ1(x)θ3(y)θ1(y)
θ1(x+ y)θ1(x− y)θ23(0) = θ21(x)θ

2
3(y)− θ23(x)θ21(y) = θ24(x)θ

2
2(y)− θ22(x)θ24(y)

θ1(x+ y)θ3(x− y)θ4(0)θ2(0) = θ3(x)θ1(x)θ4(y)θ2(y) + θ2(x)θ4(x)θ3(y)θ1(y)
θ3(x+ y)θ1(x− y)θ4(0)θ2(0) = θ3(x)θ1(x)θ4(y)θ2(y)− θ2(x)θ4(x)θ3(y)θ1(y)
θ1(x+ y)θ4(x− y)θ3(0)θ2(0) = θ3(x)θ2(x)θ4(y)θ1(y) + θ4(x)θ1(x)θ3(y)θ2(y)
θ4(x+ y)θ1(x− y)θ3(0)θ2(0) = θ4(x)θ1(x)θ3(y)θ2(y)− θ3(x)θ2(x)θ4(y)θ1(y)
θ1(x+ y)θ2(x− y)θ3(0)θ4(0) = θ3(x)θ4(x)θ2(y)θ1(y) + θ2(x)θ1(x)θ3(y)θ4(y)
θ2(x+ y)θ1(x− y)θ3(0)θ4(0) = θ2(x)θ1(x)θ3(y)θ4(y)− θ3(x)θ4(x)θ2(y)θ1(y)

1.3.7 Corol·lari. (Altres relacions)

θ2
3(x)θ

2
3(0) = θ2

4(x)θ
2
4(0) + θ2

2(x)θ
2
2(0), (1.1)

θ2
4(x)θ

2
2(0) = θ2

1(x)θ
2
3(0) + θ2

2(x)θ
2
4(0), (1.2)

θ2
4(x)θ

2
3(0) = θ2

1(x)θ
2
2(0) + θ2

3(x)θ
2
4(0), (1.3)

θ2
3(x)θ

2
2(0) = θ2

1(x)θ
2
4(0) + θ2

2(x)θ
2
3(0). (1.4)
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Demostració: A partir de les fórmules d’addició i substituint y = 0,
obtenim aquestes expressions. 2

1.3.8 Corol·lari. Identitat de Jacobi

θ4
3(0) = θ4

4(0) + θ4
2(0). (1.5)

1.3.3 Derivades de quocients de funcions theta

Considerem ara la fórmula d’addició:

θ1(x+ y)θ4(x− y)θ3(0)θ2(0) = θ3(x)θ2(x)θ4(y)θ1(y) + θ4(x)θ1(x)θ3(y)θ2(y)

Derivem respecte a y, substitüım y = 0 i tenint en compte que θ1(0) =
θ′2(0) = θ′3(0) = θ′4(0) = 0, obtenim que:

∂

∂x

(
θ1
θ4

)
=
θ24(0)θ2(x)θ3(x)

θ24(x)
. (1.6)

A partir de les expressions (1.1)-(1.4) del corol·lari anterior, podem rees-
criure (1.2):

(
θ1(x)

θ4(x)

)2

θ23(0) +

(
θ2(x)

θ4(x)

)2

θ24(0) = θ22(0). (1.2)′

Derivant respecte a x i substituint (1.6), obtenim:

∂

∂x

(
θ2
θ4

)
= −θ

2
3(0)θ1(x)θ3(x)

θ24(x)
(1.7)

∂
∂x

(
θ3
θ4

)
= − θ22(0)θ1(x)θ2(x)

θ24(x)
∂
∂x

(
θ1
θ3

)
=

θ23(0)θ2(x)θ4(x)

θ23(x)

∂
∂x

(
θ2
θ3

)
= − θ24(0)θ1(x)θ4(x)

θ23(x)
∂
∂x

(
θ1
θ2

)
=

θ22(0)θ3(x)θ4(x)

θ22(x)

∂
∂x

(
θ4
θ1

)
= − θ24(0)θ2(x)θ3(x)

θ21(x)
∂
∂x

(
θ4
θ2

)
=

θ23(0)θ1(x)θ3(x)

θ22(x)

∂
∂x

(
θ4
θ3

)
=

θ22(0)θ1(x)θ2(x)

θ23(x)
∂
∂x

(
θ3
θ1

)
= − θ23(0)θ2(x)θ4(x)

θ21(x)

∂
∂x

(
θ3
θ2

)
=

θ24(0)θ1(x)θ4(x)

θ22(x)
∂
∂x

(
θ2
θ1

)
= − θ22(0)θ3(x)θ4(x)

θ21(x)
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A més tenim que les expressions (1.2) i (1.3) també es poden reescriure de
la següent manera:

θ24(0)

(
θ22(x)

θ24(x)

)
= θ22(0)− θ23(0)

(
θ21(x)

θ24(x)

)
,

θ24(0)

(
θ23(x)

θ24(x)

)
= θ23(0)− θ22(0)

(
θ21(x)

θ24(x)

)
,

Utilitzant (1.6), obtenim:

(
∂ζ

∂x

)2

=
[
θ22(0)− θ23(0)ζ2

] [
θ23(0)− θ22(0)ζ2

]
, on ζ =

θ1(x)

θ4(x)
.

1.4 La funció ℘ de Weierstrass i les funcions
theta de Jacobi

1.4.1 La funció ℘ de Weierstrass i les funcions theta

Sigui:

℘(z) =
1

z2
+

∑

ω∈Λ−{0}

[
1

(z − ω)2 −
1

ω2

]
, on Λ = 〈1, τ〉.

Recordem algunes propietats de la funció ℘:

- ℘ és parella, meromorfa amb només un pol doble a z = 0.

- ℘ és periòdica: ℘(z + ω) = ℘(z), per a tot ω ∈ Λ.

- ℘′ és senar, amb només un pol triple a z = 0 i zeros: 1
2 ,

1+τ
2 i τ2 .

- ℘ satisfà l’equació funcional següent:

℘′2 = 4(℘− e1)(℘− e2)(℘− e3) = 4℘3 − g2℘− g3,

g2 = −4(e1e2 + e2e3 + e1e3) = 2(e21 + e22 + e23),

on e1 = ℘(1/2), e2 = ℘( 1+τ2 ), e3 = ℘(τ/2).
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1.4.1 Proposició. ℘ satisfà la relació següent:

℘(z) =
−d2
dz2

log θ1(z) + C .

Demostració: Com que ℘(z) i −d
2

dz2 log θ1(z) tenen la mateixa periodicitat
i els mateixos pols, hauran d’ésser iguals llevat d’una constant C. 2

Calculem la constant C:

d2

dz2
log θ1(z) =

θ′′1 (z)θ1(z)− [θ′1(z)]
2

θ21(z)
.

Desenvolupem el factor de la dreta a partir de la fórmula :

θ1(x+ y)θ1(x− y)θ23(0) = θ21(x)θ
2
3(y)− θ23(x)θ21(y).

Calculem la d2

dy2 , substitüım z = x, y = 0 i considerant que θ1(0) = 0,

θ′3(0) = 0 (θ3parell), θ
′′
1 (0) = 0 (θ1senar), obtenim:

d2

dz2
log θ1(z) =

θ′′3 (0)

θ3(0)
− θ′1(0)

2

θ3(0)2
· θ3(z)

2

θ1(z)2
.

Per tant, aix́ı podem expressar ℘ de la següent manera:

℘(z)=
−d2
dz2

log θ1(z)+C=−θ
′′
3 (0)

θ3(0)
+
θ′1(0)

2

θ3(0)2
· θ3(z)

2

θ1(z)2
+C=C1+

[
θ′1(0)

θ3(0)
· θ3(z)
θ1(z)

]2
.

1.4.2 Corol·lari. Tenim les relacions següents entre ℘, les arrels ei i els
Thetanullwerte:

℘(z) = e2 +
[
θ′1(0)
θ3(0)

· θ3(z)θ1(z)

]2
, ℘(z) = e1 +

[
θ′1(0)
θ2(0)

· θ2(z)θ1(z)

]2
,

℘(z) = e3 +
[
θ′1(0)
θ4(0)

· θ4(z)θ1(z)

]2
,

√
e1 − e2 = πθ4(0)

2,
√
e1 − e3 = πθ3(0)

2,
√
e2 − e3 = πθ2(0)

2,

e1 = π2

3 (θ43(0) + θ44(0)), e2 = π2

3 (θ42(0)− θ44(0)), e3 = −π2
3 (θ42(0) + θ43(0)).

Demostració: Avaluant a z = 1+τ
2 , zero de θ3, obtenim que C1 = e2. Per

tant:

℘(z) = e2 +

[
θ′1(0)

θ3(0)
· θ3(z)
θ1(z)

]2
.
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A partir de la relació: θ23(z)θ
2
2(0) = θ21(z)θ

2
4(0) + θ22(z)θ

2
3(0), dividint per

θ23(0), substituint a l’expressió anterior de ℘(z) i avaluant a z = 1/2, zero
de θ2, obtenim:

℘(z) = e1 +

[
θ′1(0)

θ2(0)
· θ2(z)
θ1(z)

]2
.

Anàlogament:

℘(z) = e3 +

[
θ′1(0)

θ4(0)
· θ4(z)
θ1(z)

]2
.

Relacionant ara les arrels:

e1 − e2 =

[
θ′1(0)

θ1(z)

]2
·
[
θ23(z)

θ23(0)
− θ22(z)

θ22(0)

]
.

Avaluant a z = 1/2 i arreglant, obtenim:

√
e1 − e2 =

θ′1(0)

θ2(0)
· θ4(0)
θ3(0)

=
πθ2(0)θ3(0)θ4(0)

2

θ2(0)θ3(0)
= πθ4(0)

2.

Anàlogament s’obtenen les altres dues expressions. Finalment, s’obtenen
sense dificultats les expressions indicades. 2

1.4.2 L’invariant j, el discriminant ∆ i els Thetanull-
werte

Partim de l’expressió

∆ = g32 − 27g23 = 16(e1 − e2)2(e2 − e3)2(e3 − e1)2.
Podem relacionar els invariants el·ĺıptics j, ∆, i les arrels e1, e2, e3 amb els
Thetanullwerte θ′1(0), θ2(0), θ3(0), θ4(0) obtenint, a partir de totes les
relacions exposades a l’apartat anterior, el conjunt de fórmules següent:

∆ = 16π12 [θ2(0)θ3(0)θ4(0)]
8 = 16π4 [θ′1(0)]

8,

g2 = 2(e21 + e22 + e23) =
2

3
π4 [θ82(0) + θ83(0) + θ84(0)],

g3 =
4

27
π6 [θ42(0) + θ43(0)][θ

4
3(0) + θ44(0)][θ

4
4(0)− θ42(0)],

j =
g32
∆

=
1

54

[θ82(0) + θ83(0) + θ84(0)]
3

θ82(0)θ
8
3(0)θ

8
4(0)

.
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Caṕıtol 2

Funcions theta de Jacobi i
corbes el·ĺıptiques (II)
M. Vela

Aquest segon caṕıtol sobre les funcions theta de Jacobi constarà de quatre
parts ben diferenciades. En la primera presentarem les funcions el·ĺıptiques
de Jacobi, n’estudiarem les propietats i les expressarem en funció de les
funcions theta. La segona part és la dedicada a la immersió del tor en
l’espai projectiu mitjançant funcions theta. Estudiarem l’aplicació que ens
defineix la immersió i donarem expĺıcitament, en el cas de l’espai projectiu
tridimensional, la imatge del tor com a intersecció de dues quàdriques. En
la tercera secció farem l’estudi de les funcions theta al variar la variable τ
essencialment sota l’acció del grup modular i estudiarem també la relació
al multiplicar τ per 2. Per finalitzar aplicarem les funcions theta per resol-
dre tres problemes clàssics: el càlcul del nombre de representacions d’un
enter positiu com a suma de dos o quatre quadrats, la diferència entre les
particions parelles i senars d’un enter i la resolució de l’equació general de
grau 5.

Amb finançament parcial de MCYT BFM2003-06768-C02-01.
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2.1 Funcions el·ĺıptiques de Jacobi: sn, cn, dn

La definició i propietats d’aquestes funcions sn, cn,dn es poden trobar a
[La 98, Cap. 2 i 3] i a [M-M 99, Cap.2 i 3]. El primer les defineix direc-
tament a partir de la seva relació amb les funcions θ i d’aqúı en dedueix
les propietats. És al caṕıtol 3 on les relaciona amb la inversió d’integrals.
Nosaltres donarem la definició tal com ho fa la segona referència, a partir
de la inversió d’integrals i deduirem després la seva expressió en funció de
les funcions θ.

2.1.1 Inversió d’integrals

Donada la funció F (x) =

∫ x

a

f(t)dt, la seva funció inversa és G(x) tal que

x =

∫ G(x)

a

f(t)dt. És fàcil comprovar que la composició de G amb F és la

identitat:

(F ◦G)(x) = F (G(x)) =

∫ G(x)

a

f(t)dt = x

(G ◦ F )(x) = G(F (x)) = x⇔ F (x) =

∫ G(F (x))

a

f(t)dt =

∫ x

a

f(t)dt.

Alguns exemples coneguts de la inversió d’integrals són:

1. Si F (x) =

∫ x

1

1√
t2
dt = Ln(t), la seva inversa és ex perquè x =

∫ ex

1

1√
t2
dt.

2. Si F (x) =

∫ x

0

1√
1− t2

dt, la seva inversa és sin(x) perquè

x =

∫ sin(x)

0

1√
1− t2

dt

llevat de peŕıodes, com a funció sobre el cilindre C/〈2πZ〉, ja que
[arcsin(t)]′ = 1√

1−t2 .

En aquest cas, el peŕıode de sin(x) és 2π = 4

∫ 1

0

1√
1− t2

dt.
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3. Un altre exemple conegut és la funció ℘(x) de Weierstrass que in-

verteix F (x) =

∫ x

0

1√
4z3 − g2z − g3

dt, ja que

d℘

dz
= ℘′(z) =

√
4z3 − g2z − g3 i, aleshores,

d℘−1

dz
=

1√
4z3 − g2z − g3

= (℘−1(z))′.

Estudiarem les funcions el·ĺıptiques de Jacobi com a inverses de funcions
integrals.

2.1.2 Funcions el·ĺıptiques de Jacobi

Considerem la funció F (x, k) =

∫ x

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

.

(Per a k = 0 és el cas de sin(x)).

2.1.1 Definició. (Jacobi, 1829) : El sinus amplitudinus sn(x, k) és la
inversa de F (x, k), és a dir, és la funció tal que

x =

∫ sn(x,k)

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

.

Fent el canvi t = sin(α),

x =

∫ sn(x,k)

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

=

∫ φ

0

dα√
(1− k2 sin2(α))

,

on φ = arcsin(sn(x, k)) s’anomena amplitud de x i tenim la relació

sn(x, k) = sin(φ).

2.1.2 Definició. A partir de sn(x, k) es defineixen les altres funcions el·ĺıptiques
de Jacobi:

• cn(x, k) =
√

1− sn2(x, k) (= cos(φ)), és el cosinus amplitudinus.

• dn(x, k) =
√

1− k2 sn2(x, k).
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Observem que cn(x, k) inverteix la integral

∫ 1

x

dt√
(1− t2)(1− k2 − k2t2)

,

és a dir, x =

∫ 1

cn(x,k)

dt√
(1− t2)(1− k2 − k2t2)

.

Comprovem aquest resultat fent el canvi

t =
√

1− u2 ⇔ u =
√

1− t2

en la integral que inverteix sn(s, k):

x =

∫ sn(x,k)

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

= −
∫ cn(x,k)

1

dt√
(1− u2)(1− k2 − k2u2)

.

De la mateixa manera, fent el canvi t =
√
1−u2
k , es prova que dn(x, k)

inverteix

∫ 1

x

dt√
(1− t2)(t2 − k′2)

, on k′ =
√
1− k2.

Mòdul complementari i integrals el·ĺıptiques de primera es-
pècie

2.1.3 Definició. El mòdul complementari de k és k′ =
√
1− k2, és a dir,

el valor que fa que k2 + k′2 = 1.

Relacionades amb les funcions de Jacobi, tenim les integrals el·ĺıptiques de
primera espècie. De fet, el valor en 1 de la integral que inverteix sn(x, k) és
la integral el·ĺıptica de primera espècie:

2.1.4 Definició. La integral

K(k) = F (1) =

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

és la integral el·ĺıptica completa de primera espècie de mòdul k. La integral

K ′(k) =

∫ 1/k

1

dt√
(t2 − 1)(1− k2t2)

= K(k′) =

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− k′2t2)

és la integral complementària de primera espècie obtinguda a partir de k′,
el mòdul complementari de k.
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En la segona definició, passem d’una integral a l’altra mitjançant el canvi
de variables t→ 1√

1−k′2t2 .

Observem que sn(K, k) = 1 de la mateixa manera que sin(π/2) = 1.

Podem expressar la integral el·ĺıptica de primera espècie en funció de la
mitjana aritmètico-geomètrica:

K(k) = a

∫ π/2

0

dα√
a2 cos2 α+ b2 sin2 α

=
aπ

2MAG(a, b)

per a k2 = 1− b2

a2 amb 1 > a > b > 0 mitjançant el canvi t = cosα.

Propietats de les funcions el·ĺıptiques de Jacobi

2.1.5 Proposició. Les principals propietats de les funcions el·ĺıptiques de
Jacobi són:

1. sn2(x, k) + cn2(x, k) = 1, k2 sn2(x, k) + dn2(x, k) = 1.

2. sn(0, k) = 0, sn(K, k) = 1, cn(0, k) = 1, dn(0, k) = 1, per a qualsevol
valor de k.

3. Derivades:
d
dx sn(x, k) = cn(x, k) dn(x, k),

d
dx cn(x, k) = − sn(x, k) dn(x, k),

d
dx dn(x, k) = −k2 sn(x, k) cn(x, k).

4. sn(x) parametritza la corba

(y′)2 = (1− y2)(1− k2y2),
és a dir, és solució d’aquesta equació diferencial amb condició de
contorn (y′)x=0 = 1.

5. sn(x) és senar, cn(x),dn(x) són parelles.

6. Són funcions doblement periòdiques. Els peŕıodes són:

sn(x) : 4K i 2iK ′, cn(x) : 4K i 2K + 2iK ′, dn(x) : 2K i 4iK ′.

7. Zeros. Per a τ = iK′

K :

· sn(x) té zeros a x = θ23(0)(m+ nτ),
· cn(x) té zeros a x = θ23(0)(m+ 1/2 + nτ),
· dn(x) té zeros a x = θ23(0)(m+ 1/2 + (n+ 1/2)τ).
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8. Singularitats:

· sn(x) té pols a iK ′ i 2K + iK ′ amb residus 1
k i − 1

k ,
· cn(x) té pols a iK ′ i 2K + iK ′ amb residus − i

k i i
k ,

· dn(x) té pols a iK ′ i 3iK ′ amb residus − i i i.

Demostració: Provarem ara les quatre primeres propietats. La resta
es dedueixen de l’expressió de sn(x, k), cn(x, k) i d(x, k) en funció de les
funcions theta.

1. Aquesta propietat és conseqüència directa de la definició de sn(x, k)
i dn(x, k).

2. A partir de la definició de sn(x, k) es veu que sn(0, k) = 0 i, de la
definició de la integral el·ĺıptica de primera espècie es dedueix sn(K, k) = 1.
De la definició de cn i dn s’obtenen els altres dos valors.

3. Derivant la igualtat x = F (sin(x, k)), obtenim

d
dx sn(x) = (

d

dx
F (sn(x)))−1 =

√
(1− sn2(x))(1− k2 sn2(x))

= cn(x) dn(x).

Derivant les relacions de la primera propietat, obtenim les derivades respecte
a x de cn i dn.

4. De la derivada anterior, podem deduir que

(
d

dx
sn(x))2 = (1− sn2(x))(1− k2 sn2(x)),

és a dir, sn(x, k) és solució de l’equació diferencial donada. El valor en x = 0
de la derivada és 1 perquè cn(0, k) dn(0, k) = 1. 2

Relació amb la funció ℘

El cos de les funcions el·ĺıptiques també es pot generar a partir de les fun-
cions el·ĺıptiques de Jacobi. De fet:

K = C(℘, ℘′) =

= C(sn)[
√

(1− sn2)(1− k2 sn2)] per a un mòdul adequat k2 6= 0, 1.

Expĺıcitament, podem expressar sn en funció de ℘:

sn(x′) =

√
e1 − e2
℘(x)− e3
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per a k2 = e2−e3
e1−e3 i x′ = x

√
e1 − e3.

La xarxa corresponent a les funcions ℘, ℘′ és 〈1, τ〉 on τ = iK
′

K .

2.1.3 Funcions el·ĺıptiques de Jacobi i funcions theta

Les funcions sn(x), cn(x),dn(x) es poden expressar en funció de les θi(z).
En particular,

2.1.6 Proposició.

sn(x, k) =
θ3(0)

θ2(0)
· θ1(z)
θ4(z)

,

amb z =
x

πθ23(0)
per a k2 =

θ42(0)

θ43(0)
.

Demostració: La demostració d’aquest resultat es basa en provar que la

funció y = θ3(0)
θ2(0)

· θ1(z)θ4(z)
satisfà l’equació diferencial de la qual era solució

sn(x), (y′)2 = (1−y2)(1−k2y2) amb la mateixa condició inicial (y′)x=0 = 1
per a aquesta k.

Derivant la funció y tenint en compte que d
dx (

θ1(z)
θ4(z)

) =
θ24(0)θ2(z)θ3(z)

θ24(z)
, tal

com hem vist amb anterioritat, i el valor de z respecte a x, obtenim

y′ =
θ24(0)

θ2(0)θ3(0)
· θ2(z)θ3(z)

θ24(z)
.

Per altra banda, fent servir diferents igualtats entre valors de les funcions
θ(z), obtenim:

1− y2 =
(
θ4(0)
θ2(0)

· θ2(z)θ4(z)

)2
,

1− k2y2 =
(
θ4(0)
θ3(0)

· θ3(z)θ4(z)

)2
,

d’on es dedueix la igualtat (y′)2 = (1− y2)(1− k2y2).
Per comprovar la condició inicial fem

(y′)x=0 =
θ24(0)

θ2(0)θ3(0)
· θ2(0)θ3(0)

θ24(0)
= 1.2
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2.1.7 Proposició.

cn(x) =
θ4(0)

θ2(0)
· θ2(z)
θ4(z)

, dn(x) =
θ4(0)

θ3(0)
· θ3(z)
θ4(z)

,

k2 =
θ42(0)

θ43(0)
, k′2 =

θ44(0)

θ43(0)
,

K(k) =
π

2
θ23(0), iK ′(k) = τK(k) = τ

π

2
θ23(0).

Demostració: Aquestes fórmules s’obtenen a partir de la relació de sn(x, k)
amb les altres funcions, aplicant algunes de les múltiples igualtats entre fun-
cions θ. Per exemple:

cn2(x, k) = 1− sn2(x, k) =
θ22(0)θ

2
4(z)− θ23(0)θ21(z)
θ22(0)θ

2
4(z)

=
θ24(0)θ

2
2(z)

θ22(0)θ
2
4(z)

.

Anàlogament, es demostrarien la resta a partir de la relació amb sn(x, k):

d

dx
sn(x) = cn(x) dn(x) ⇒ dn(x) =

θ4(0)

θ3(0)
· θ3(z)
θ4(z)

,

dn2(x) + k2 sn2(x) = 1 ⇒ k2 =
θ42(0)

θ43(0)
,

k2 + k′2 = 1 ⇒ k′2 =
θ44(0)

θ43(0)
.

Per demostrar les dues últimes igualtats, avaluem sn(x, k) en x = π
2 θ

2
3(0)

amb la qual cosa z = x
πθ23(0)

= 1
2 . Aix́ı, per a aquest valor

sn(x, k) =
θ3(0)

θ2(0)
· θ1(1/2)
θ4(1/2)

=
θ3(0)

θ2(0)
· θ2(0)
θ3(0)

= 1,

perquè θ1(x+ 1/2) = θ2(x) i θ4(x+ 1/2) = θ3(x).
Per tant, K(k) = π

2 θ
2
3(0) i d’aqúı es dedueix el valor de K ′(k). 2

2.1.8 Corol·lari. A partir de les expressions de les θi com a productes
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infinits, obtenim:

k = 4 q
1
2

∞∏

n=1

(
1 + q2n

1 + q2n−1

)4

,

k′ =
∞∏

n=1

(
1− q2n−1
1 + q2n−1

)4

,

K = π
2

∞∏

n=1

(1− q2n)2(1 + q2n−1)4,

K ′ = −Lnq
2

∞∏

n=1

(1− q2n)2(1 + q2n−1)4.

A partir de les expressions de sn(x, k), cn(x, k), dn(x, k) en funció de
les θi(z), podem acabar de demostrar les seves propietats:

Fi de la demostració de la proposició 2.1.5:

5. Com que θ1(z) és senar i θ2(z), θ3(z), θ4(z) són parelles, obtenim que
sn(x) és senar i cn(x),dn(x) són parelles.

6. Els peŕıodes de les funcions de Jacobi es calculen a partir de la
periodicitat ja estudiada de les funcions θi. Farem el cas del sn(x, k) i els
altres es fan de manera anàloga.

És fàcil comprovar que 4K i 2iK ′ = 2τK són peŕıodes de sn(x, k):

sn(x+ 4K, k) =
θ3(0)

θ2(0)
· θ1(z + 2)

θ4(z + 2)
=
θ3(0)

θ2(0)
· θ1(z)
θ4(z)

= sn(x, k),

sn(x+ 2iK ′, k)=
θ3(0)

θ2(0)
· θ1(z + τ)

θ4(z + τ)
=
θ3(0)

θ2(0)
· θ1(z)
θ4(z)

= sn(x, k),

perquè 2K = πθ23(0).

Si tenim un altre valor T tal que sn(x+ T, k) = sn(x, k), cal que

θ1(
x+T
πθ23(0)

)

θ4(
x+T
πθ23(0)

)
=
θ1(z)

θ4(z)
⇐⇒ θ1(

x+T
2K )

θ4(
x+T
2K )

=
θ1(

x
2K )

θ4(
T
2K )

.

Si denotem y = x/2K i t = T/2K, la relació que s’ha de complir és θ1(y+t)
θ4(y+t)

=
θ1(y)
θ4(y)

. Posant y = m+nτ , amb m,n ∈ Z i de les relacions de periodicitat de
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θ1 i θ4, dedüım que θ1(y+t)
θ4(y+t)

= (−1)m θ1(y)
θ4(y)

. Per tant, tenim la igualtat per a

qualsevol valor parell de m, és a dir, sempre que y = 2r + nτ amb r ∈ Z.
Aix́ı tenim

sn(2K(2r + nτ), k) = sn(x, k)

i obtenim com a peŕıodes 4K i 2Kτ = 2iK ′.

7. Calculem els zeros a partir dels zeros de θ1(z), θ2(z), θ3(z):

sn(x, k) = 0 ⇔ θ1(z) = 0⇔ z = m+ nτ = x
πθ23(0)

=⇒ x = θ23(0)(m+ nτ),

cn(x, k) = 0 ⇔ θ2(z) = 0⇔ z = m+ 1/2 + nτ
=⇒ x = θ23(0)(m+ 1/2 + nτ),

dn(x, k) = 0 ⇔ θ3(z) = 0⇔ z = m+ 1/2 + (n+ 1/2)τ
=⇒ x = θ23(0)(m+ 1/2 + (n+ 1/2)τ),

on m,n ∈ Z i τ = iK′

K .

8. Les singularitats les obtenim també a partir de les relacions de les
funcions de Jacobi amb les funcions θi. Com que els zeros de la funció θ4(z)
estan en els punts z = n + (m + 1/2)τ = x

2K , els pols d’aquestes funcions
el·ĺıptiques estan en els punts x = 2K(n+ (m+ 1/2)τ).

Dintre del paral·lelogram fonamental per a sn(u) de vèrtexs−K, 3K, 3K+
2iK ′,−K + 2iK ′, hi ha dues singularitats a u = iK ′ i u = 2K + iK ′. Les
altres periodicitats són punts congruents amb aquests. Fent el desenvolu-
pament de sn en aquests punts, obtenim els residus. Al primer punt:

sn(iK ′+u) =
1

k sn(u)
=

1

ku
[1− 1

6
(1+k2)u2+· · · ]−1 =

1

ku
+
1

6
(1+k2)u+· · · ,

per tant, sn(u) té un pol simple a u = iK ′ amb residu 1
k . De manera

anàloga,

sn(2K + iK ′ + u) = − sn(iK ′ + u) = − 1

ku
+ · · · ,

i, per tant, sn(u) té un pol simple a u = 2K + iK ′ amb residu − 1
k .

cn(u) té també un parell de singularitats u = iK ′, 2K + iK ′ dins del
paral·lelogram de vèrtexs −2K, 2K, 4K + 2iK ′, 2iK ′. Desenvolupant com
abans,

cn(iK ′ + u) = 1
ik

dn(u)
sn(u) = 1

iku (1− 1
2k

2u2 + · · · )[1− 1
6 (1 + k2)u2 + · · · ]−1

= 1
iku + 1

6ik (1− 2k2)u+ · · · ,



Immersió del tor amb thetes 35

provem que cn(u) té un pol simple a u = iK ′ amb residu −i
k . Com que

cn(2K + iK ′ + u) = − cn(iK ′ + u), el residu en l’altre pol és i
k .

Pel cas de dn(u) podem considerar com a paral·lelogram el de vèrtexs
−K,K,K + 4iK ′ i −K + 4iK ′ que inclou les singularitats u = iK ′, 3iK ′

sent la resta congruents amb aquestes. A prop de iK ′,

dn(iK ′ + u) = 1
i
cn(u)
sn(u) = 1

iu (1− 1
2u

2 + · · · )[1− 1
6 (1 + k2)u2 + · · · ]−1

= 1
iu + 1

6i (2− k2)u+ · · ·

i, per tant, dn(u) té un pol simple a iK ′ amb residu −i. Ara, com dn(3iK ′+
u) = −dn(iK ′ + u), el pol simple en 3iK ′ té residu i. 2

2.1.4 Càlcul de peŕıodes de corbes el·ĺıptiques

Donada la xarxa Λ = Zω1 + Zω2 i la corba el·ĺıptica

E : y2 = 4x3 − g2x− g3 = 4(x− e1)(x− e2)(x− e3)

amb ei ∈ R, e1 > e2 > e3, podem triar els peŕıodes

ω1 = 2

∫ ∞

e1

dt√
4t3 − g2t− g3

=
π

2MAG(
√
e1 − e3,

√
e1 − e2)

,

ω2 = 2i

∫ e3

−∞

dt√
g3 + g2t− 4t3

=
iπ

MAG(
√
e1 − e3,

√
e2 − e3)

.

Hav́ıem vist que pod́ıem expressar la mitjana aritmètico-geomètrica en funció
de la integral el·ĺıptica de primera espècie mitjançant la fórmula:

K(k) =
aπ

2MAG(a, b)
per a k2 = 1− b2

a2
.

D’aquesta manera

ω1 = K(k)√
e1−e3 =

π
2 θ
2
3(0)√

e1−e3 ,

per a k2 = 1− e1−e2
e1−e3 = e2−e3

e1−e3 ;

ω2 = iK(k)√
e1−e3 = iK(k′)√

e1−e3 = iK′(k)√
e1−e3 = τ

π
2 θ
2
3(0)√

e1−e3 ,

per a k
2
= 1− e2−e3

e1−e3 = e1−e2
e1−e3 = 1− k2 = k′2 i τ = iK

′

K .
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2.2 Immersió del tor mitjançant funcions theta

Considerem la xarxa complexa Λ = 〈1, τ〉 i el tor associat C/Λ. És ben
conegut que tenim una immersió del tor en P2(C):

2.2.1 Teorema. Tenim una immersió de C/Λ en P2(C) donada per

C/Λ −→ EΛ(C) ⊂ P2(C)

z 7−→ (℘(z) : ℘′(z) : 1)

que és un isomorfisme de grups, on EΛ és la corba el·ĺıptica d’equació EΛ :
y2 = 4x3 − g2x− g3 perquè (℘′(z))2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3.

Amb les funcions θi definirem una immersió

ϕ : C/Λ −→ P3(C)

tal que Im(ϕ) és la corba Q1

⋂
Q2, intersecció de dues quàdriques.

2.2.1 Immersió del tor a P3(C)

2.2.2 Teorema. ([Hu 87, Prop. 3.2, Thm. 3.5], [M-M 99, sec. 3.4],
[Mu 83, sec. I.4]) Tenim una immersió

ϕ : C/Λ −→ P3(C)

z 7−→ (θ1(2z) : θ2(2z) : θ3(2z) : θ4(2z))

de manera que ϕ(C/Λ) és la corba intersecció de les dues quàdriques:

Q1 : θ23(0)x
2
2 = θ22(0)x

2
1 + θ24(0)x

2
3

Q2 : θ23(0)x
2
0 = θ22(0)x

2
3 − θ24(0)x

2
1.

També en dimensió superior tenim un resultat anàleg i una immersió
del tor en un espai de dimensió superior:

2.2.3 Teorema. En general, per a N ∈ Z, tenim una immersió

ϕN : C/Λ −→ PN
2−1(C)

z 7−→ (· · · : θai,bi(Nz, τ) : . . . )
on {θai,bi} és una base de VN (τ).
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Com al cas N = 2, ϕN (C/Λ) és una subvarietat anaĺıtica (algebraica) com-

plexa de PN
2−1(C) isomorfa a C/Λ que està definida mitjançant polinomis

homogenis.

Demostració de 2.2.2

Considerem la funció:

ϕ : C/Λ −→ P3(C)

z 7−→ (θ1(2z) : θ2(2z) : θ3(2z) : θ4(2z)).

1. ϕ està ben definida:
Per la configuració dels zeros de les funcions θi, no tots els valors θi(2z) són
zero a la vegada. Per tant, ϕ(z) representa un punt de P3(C).
A més,

(θ1(z + 2) : θ2(z + 2) : θ3(z + 2) : θ4(z + 2)) = (θ1(z) : θ2(z) : θ3(z) : θ4(z))

i, també,

(θ1(z + 2τ) : θ2(z + 2τ) : θ3(z + 2τ) : θ4(z + 2τ)) =
e−4πiτ−4πiz(θ1(z) : θ2(z) : θ3(z) : θ4(z)),

per tant, està ben definida.

2. ϕ és una immersió:
Suposem que ϕ(z1) = ϕ(z2) per a z1 6= z2 ∈ C/Λ ó dϕ(z1) = 0 que és
el cas d’un zero doble (cas ĺımit quan z2 → z1). Considerem els punts
x1 = z1 +1/2 i x2 = z2 +1/2 (ó dϕ(x1) = 0). Calculant les imatges de x1 i
x2,

ϕ(x1) = (θ1(2z1 + 1) : θ2(2z1 + 1) : θ3(2z1 + 1) : θ4(2z1 + 1)) =
(−θ1(2z1) : −θ2(2z1) : θ3(2z1) : θ4(2z1)),

ϕ(x2) = (−θ1(2z2) : −θ2(2z2) : θ3(2z2) : θ4(2z2)),

obtenim que ϕ(x1) = ϕ(x2).
A més els elements z1, z2, x1, x2 són tots quatre diferents: Si, per exemple
z2 = x1 = z1 + 1/2, aleshores ϕ(z1) = ϕ(z2) = ϕ(z1 + 1/2), però ϕ(z1 +
1/2) = (θ1(2z1 + 1) : θ2(2z1 + 1) : θ3(2z1 + 1) : θ4(2z1 + 1)) = (−θ1(2z1) :
−θ2(2z1) : θ3(2z1) : θ4(2z1)) 6= ϕ(z1).

Considerem ara y /∈ {z1, z2, x1, x2} a C/Λ. Podem considerar una funció
f = c1θ1 + c2θ2 + c3θ3 + c4θ4 6= 0 a V2(τ) (ci ∈ C\{0}) que té com a zeros
2z1, 2x1 i 2y. (Això és possible perquè tenim 3 equacions lineals amb 4
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incògnites ci). Observem que θ1, θ2, θ3, θ4 formen una base de V2(τ) com
hem vist al caṕıtol anterior.
A més, com ϕ(z1) = ϕ(z2) ⇒ θi(2z1) = λθi(2z2) ⇒ f(2z2) = 0 i, anàloga-
ment f(2x2) = f(2x1). En el cas que dϕ(z1) = 0, el que obtenim és que f
té un zero doble a z1 i també un zero doble a x1.
Per tant, f té almenys 5 zeros: 2z1, 2z2, 2x1, 2x2, 2y en 2Λ, la qual cosa és
una contradicció perquè, tal com hem vist al primer caṕıtol, el nombre de
zeros de qualsevol funció de V2(τ) a 2Λ és 4.
Per tant, no podem tenir dos valors z1 6= z2 tal que ϕ(z1) = ϕ(z2).

Per a N > 2, raonant de manera anàloga i comptant el nombre de zeros
de qualsevol funció de VN (τ) en NΛ, obtenim que ϕN és una immersió.

Per tant, ϕ(C/Λ) = Im(ϕ) és una subvarietat anaĺıtica complexa de
P3(C) isomorfa a C/Λ. (Per a N > 2, ϕN (C/Λ) = Im(ϕN ) és una subvari-

etat anaĺıtica complexa de PN
2−1(C) isomorfa a C/Λ).

De fet (Teorema de Chow) podem assegurar que Im(ϕ) és fins i tot una

subvarietat algebraica de P3(C) (de PN
2−1(C)) i, per tant, ϕ(C/Λ) està

definida mitjançant polinomis homogenis.

3. Determinació de Im(ϕ):
En el cas N = 2, ϕ(C/Λ) és la subvarietat de P3(C) definida com la inter-
secció de dues quàdriques C = Q1 ∩Q2. Siguin

Q1 : θ23(0)x
2
2 = θ22(0)x

2
1 + θ24(0)x

2
3,

Q2 : θ23(0)x
2
0 = θ22(0)x

2
3 − θ24(0)x

2
1.

Anem a provar que Im(ϕ) = C:
- Im(ϕ) ⊂ C perquè tenim les relacions:

θ23(x)θ
2
3(0) = θ24(x)θ

2
4(0) + θ22(x)θ

2
2(0),

θ21(x)θ
2
3(0) = θ24(x)θ

2
2(0)− θ22(x)θ24(0).

- Im(ϕ) = C:
Considerem un pla general H : a0x0+a1x1+a2x2+a3x3 = 0. Pel Teorema
de Bézout, un pla talla la intersecció de dues quàdriques a P3(C) com a molt
en quatre punts, per tant, ]H ∩ C ≤ 4. A més, ]H ∩ ϕ(C/Λ) = 4 a C/Λ
perquè són els punts z tals que a0θ1(2z)+a1θ1(2z)+a2θ1(2z)+a3θ1(2z) = 0,
i aquesta funció, com que és de V2(τ), té 4 zeros.

Aix́ı, obtenim la igualtat ϕ(C/Λ) = C. 2
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2.2.2 Punts de 2-torsió

Pel teorema que acabem de provar, tenim ϕ(C/Λ) = C = Q1

⋂
Q2. A C,

podem definir una “suma” traslladant la suma que tenim a la xarxa C/Λ.

Els punts de dos torsió a C/Λ són: 0, 12 ,
τ
2 i 1+τ

2 . Fent la imatge d’aquests
punts obtenim:

ϕ(0) = (θ1(0) : θ2(0) : θ3(0) : θ4(0)),

ϕ( 12 ) = (θ1(1) : θ2(1) : θ3(1) : θ4(1)) =
(−θ1(0) : −θ2(0) : θ3(0) : θ4(0)),

ϕ( τ2 ) = (θ1(τ) : θ2(τ) : θ3(τ) : θ4(τ)) =
e−πiτ (−θ1(0) : θ2(0) : θ3(0) : −θ4(0)),

ϕ( τ+1
2 ) = (−θ1(τ) : −θ2(τ) : θ3(τ) : θ4(τ)) =

e−πiτ (θ1(0) : −θ2(0) : θ3(0) : −θ4(0)).

2.3 Comportament de les funcions theta al
variar τ

2.3.1 Comportament de les funcions theta de Jacobi
respecte de SL(2,Z)

Fins ara, a l’estudiar el comportament i les propietats de les funcions θ, hem
mantingut fix el valor de τ i hem estudiat el comportament respecte z. En
aquesta secció estudiarem el comportament respecte de τ , en particular el
valor de θi(z, γ(τ)) on γ és un element del grup especial lineal. [La 98, sec.
1.7 i 1.8] i [Mu 83, sec. I.9] són la bibliografia bàsica d’aquesta secció.

Sigui SL(2,Z)=〈α, β〉, on α =

(
1 1
0 1

)
, β =

(
0 −1
1 0

)
, el grup

especial lineal. Comencem estudiant el comportament de les θi al variar τ
pels generadors:

1. Considerem τ ′ = α(τ) = 1 + τ . En aquest cas, el nome q′ = eπiτ
′

=
eπi(τ+1) = −eπiτ = −q. Aix́ı:

θ3(z, τ
′) =

∑

n∈Z
p2n(q′)n

2

=
∑

n∈Z
(−1)np2nqn2 = θ4(z, τ).
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Per la relació d’aquesta amb la resta de les θi, tenim:

θ1(z, τ + 1) = e
πi(τ+1)
4 +πi(z+1/2)θ3(z +

τ ′+1
2 , τ ′) =

eπi/4e
πiτ
4 +πi(z+1/2)θ3(z + 1 + τ

2 , τ
′) =

eπi/4e
πiτ
4 +πi(z+1/2)θ3(z +

τ
2 , τ) =

eπi/4e
πiτ
4 +πi(z+1/2)θ4(z +

τ
2 , τ) = e

πi
4 θ1(z, τ),

i, de manera anàloga,

θ2(z, τ + 1) = e
πi
4 θ2(z, τ),

θ3(z, τ + 1) = θ4(z, τ).

2. Considerem ara τ ′ = β(τ) = −1
τ que es coneix amb el nom de

transformació de Jacobi.
La idea és comparar θi(z, τ

′) amb θi(z, τ) mitjançant la fórmula de sumació
de Poisson:

∞∑

n=−∞
f(n) =

∞∑

n=−∞
f̂(n),

on f̂(n) =

∫ ∞

−∞
e−2πinxf(x)dx és el n-èsim coeficient de Fourier.

Ara ho farem servir per trobar la relació entre els Thetanullwerte θi(0, τ
′)

i θi(0, τ). La demostració per a qualsevol valor de z es farà en dimensió su-
perior.

Aplicant la fórmula de sumació de Poisson a f(x) = eπiτx
2

que té com

a n-èsim coeficient de Fourier f̂(x) = (−iτ)−1/2e−πix2/τ , tenim:

θ3(0, τ) =
∞∑

n=−∞
qn
2

=
∞∑

n=−∞
eπiτn

2

=
∞∑

n=−∞
(−iτ)−1/2e−πin2/τ ⇒

θ3(0,
−1
τ ) =

∞∑

n=−∞
(−i/τ)−1/2e−πin2τ =

∞∑

n=−∞
τ1/2e−πi/4θ3(0, τ).

Per a un valor qualsevol de z, es té:

θ3(
z

τ
,
−1
τ

) = (iτ)1/2eπix
2/τθ3(z, τ).

Aix́ı, tenim la taula de transformacions següent:
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θ1(z, τ + 1) = e
πi
4 θ1(z, τ) θ1(

z
τ ,
−1
τ ) = −(iτ) 12 eπiz

2

τ θ1(z, τ)

θ2(z, τ + 1) = e
πi
4 θ2(z, τ) θ2(

z
τ ,
−1
τ ) = (iτ)

1
2 e

πiz2

τ θ4(z, τ)

θ3(z, τ + 1) = θ4(z, τ) θ3(
z
τ ,
−1
τ ) = (iτ)

1
2 e

πiz2

τ θ3(z, τ)

θ4(z, τ + 1) = θ3(z, τ) θ4(
z
τ ,
−1
τ ) = (iτ)

1
2 e

πiz2

τ θ2(z, τ)

I en el cas dels Thetanullwerte no nuls, tenim:

θ2(0, τ + 1) = e
πi
4 θ2(0, τ) θ2(0,

−1
τ ) = (iτ)

1
2 θ4(0, τ)

θ3(0, τ + 1) = θ4(0, τ) θ3(0,
−1
τ ) = (iτ)

1
2 θ3(0, τ)

θ4(0, τ + 1) = θ3(0, τ) θ4(0,
−1
τ ) = (iτ)

1
2 θ2(0, τ)

Hem obtingut aquestes relacions per als generadors del grup modular.
Per a una transformació qualsevol del grup tenim el següent resultat que
serà demostrat en dimensió superior al caṕıtol següent:

2.3.1 Teorema. Donats a, b, c, d ∈ Z, ad−bc = 1, ab, cd parells, tenim
que:

θ3

(
z

cτ + d
,
aτ + b

cτ + d

)
= ζ(cτ + d)

1
2 e

πicz2

cτ+d θ3(z, τ) on ζ8 = 1.

Per fixar ζ, suposem que c > 0 o c = 0 i d > 0 (si cal, multipliquem la

matriu

(
a b
c d

)
per -1). Aleshores, Im(cτ+d) ≥ 0 i triant Re(cτ+d) ≥ 0:

1) Si c parell, d senar =⇒ ζ = i1/2(d−1)
(
c
|d|

)
.

2) Si c senar, d parell =⇒ ζ = e
−πic
4

(
d
c

)
.



42 Cap. 2

En particular:

θ3(0,
aτ + b

cτ + d
) = ζ(cτ + d)

1
2 θ3(0, τ).

2.3.2 Transformació de Landen

La transformació de Landen és la que relaciona θi amb paràmetre 2τ (nome
q2) amb θi amb paràmetre τ (nome q).

2.3.2 Teorema. (Les transformacions de Landen)

θ1(2x, 2τ) =
θ1(x, τ)θ2(x, τ)√
θ3(0, τ)θ4(0, τ)

,

θ2(2x, 2τ) =
θ23(x, τ)− θ24(x, τ)√
2[θ23(0, τ)− θ24(0, τ)]

,

θ3(2x, 2τ) =
θ23(x, τ) + θ24(x, τ)√
2[θ23(0, τ) + θ24(0, τ)]

,

θ4(2x, 2τ) =
θ3(x, τ)θ4(x, τ)√
θ3(0, τ)θ4(0, τ)

.

La transformació de Landen (1775) es va escriure originàriament en

funció de les K(τ): Posem k1 = 1−k′
1+k′ . Aix́ı:

k(2τ) =
θ22(0, 2τ)

θ23(0, 2τ)
=
θ23(0, τ)− θ24(0, τ)
θ23(0, τ) + θ24(0, τ)

=
1− θ24(0,τ)

θ23(0,τ)

1 +
θ24(0,τ)

θ23(0,τ)

=
1− k′(τ)
1 + k′(τ)

= k1(τ)

i, a partir d’aqúı, es prova

K(k(τ)) = (1 + k1(τ))K(k1(τ))

o, equivalentment (canviant k per a k1),

K(k(τ)) =
1

(1 + k(τ))
K

(
2
√
k(τ)

1 + k(τ)

)
,

que és la transformació de Landen original.
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Algebraicament, podem veure la transformació de Landen com la des-
cripció de la multiplicació per 2:

C/〈1, τ〉 ·2→ C/〈1, 2τ〉 Ã C(τ) → C(2τ)

(x0 : x1 : x2 : x3) 7→
(
x0x1
a1

:
x22−x23
a2

:
x22+x

2
3

a3
: x2x3a1

)

on

a1 =
√
θ3(0, τ)θ4(0, τ), a2 =

√
2[θ23(0, τ)− θ24(0, τ)],

a3 =
√

2[θ23(0, τ) + θ24(0, τ)].

Demostració de 2.3.2: Hav́ıem provat les relacions següents de les
funcions theta:

θ1(x, τ)θ2(y, τ) = θ1(x+ y, 2τ)θ4(x− y, 2τ) + θ4(x+ y, 2τ)θ1(x− y, 2τ),

θ3(x, τ)θ3(y, τ) = θ3(x+ y, 2τ)θ3(x− y, 2τ) + θ2(x+ y, 2τ)θ2(x− y, 2τ),

θ3(x, τ)θ4(y, τ) = θ4(x+ y, 2τ)θ4(x− y, 2τ)− θ1(x+ y, 2τ)θ1(x− y, 2τ),

θ4(x, τ)θ4(y, τ) = θ3(x+ y, 2τ)θ3(x− y, 2τ)− θ2(x+ y, 2τ)θ2(x− y, 2τ).

Fent x = y a aquestes relacions tenim:

θ1(x, τ)θ2(x, τ) = θ1(2x, 2τ)θ4(0, 2τ),

θ23(x, τ) = θ3(2x, τ)θ3(0, 2τ) + θ2(2x, 2τ)θ2(0, 2τ),

θ3(x, τ)θ4(x, τ) = θ4(2x, 2τ)θ4(0, 2τ),

θ24(x, τ) = θ3(2x, τ)θ3(0, 2τ)− θ2(2x, 2τ)θ2(0, 2τ).

Substituint x per 0 en les tres últimes identitats ens queda:

θ23(0, τ) = θ3(0, τ)θ3(0, 2τ) + θ22(0, 2τ),

θ3(0, τ)θ4(0, τ) = θ24(0, 2τ),

θ24(0, τ) = θ3(0, τ)θ3(0, 2τ)− θ22(0, 2τ).
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I resolent, obtenim els valors dels Thetanullwerte de 2τ :

θ22(0, 2τ) =
1
2

[
θ23(0, τ)− θ24(0, τ)

]
,

θ23(0, 2τ) =
1
2

[
θ23(0, τ) + θ24(0, τ)

]
,

θ24(0, 2τ) = θ3(0, τ)θ4(0, τ).

Substituint el valor d’aquests Thetanullwerte en les fórmules, obtenim
les transformacions de Landen:

θ1(2x, 2τ) =
θ1(x, τ)θ2(x, τ)√
θ3(0, τ)θ4(0, τ)

, θ2(2x, 2τ) =
θ23(x, τ)− θ24(x, τ)√
2[θ23(0, τ)− θ24(0, τ)]

θ3(2x, 2τ) =
θ23(x, τ) + θ24(x, τ)√
2[θ23(0, τ) + θ24(0, τ)]

, θ4(2x, 2τ) =
θ3(x, τ)θ4(x, τ)√
θ3(0, τ)θ4(0, τ)

.2

2.3.3 La funció η de Dedekind i els Thetanullwerte

Anem a expressar la funció η de Dedekind en funció dels Thetanullwerte.
Recordem que la funció η de Dedekind és

η(τ) := q
1
12

∞∏

n=1

(1− q2n), η ∈ H.

En particular tenim la relació ∆(τ) = (2π)12 η(τ)24.

Aquesta funció satisfà les relacions:

η(τ + 1) = e
πi
12 η(τ) i η(

−1
τ

) = (−iτ)1/2 η(τ).

Es pot escriure en funció dels Thetanullwerte a partir de l’expressió del
discriminant ∆(τ):

16π12[
1

π8
θ′1(0, τ)]

8 = (2π)12 η(τ)24 ⇒ η(τ)3 = ζ8
1

2π
θ′1(0, τ).

També es pot calcular

θ 1
6 ,
1
2
(0, 3τ) = eπi/6η(τ)

i, per una altra banda,

[θ 1
6 ,
1
2
(0, 3τ)]3 =

1

2πi
θ′1(0, τ).

Per tant,



Aplicacions 45

2.3.3 Proposició. Se satisfà que

η(τ)3 = − 1

2π
θ′1(0, τ).

2.4 Algunes aplicacions

2.4.1 Sumes de quadrats i Thetanullwerte

Sigui

rk(m) = ]{representacions de m = a21 + a22 + a23 + ...+ a2k},

és a dir, la funció que compta el nombre de representacions de l’enter m
com a suma de k quadrats.
Fent servir el valor dels Thetanullwerte, trobarem expressions per a r2(m)
i r4(m), és a dir, pel nombre de representacions d’un enter com a suma de
dos ó quatre quadrats. A partir de les expressions de θ23(0) i θ

4
3(0):

θ23(0) =

[
∑

n∈Z
qn
2

]2
=
∑

n∈Z2
qn
2
1+n

2
2 =

∞∑

m=0

r2(m)qm,

θ43(0) =

[
∑

n∈Z
qn
2

]4
=
∑

n∈Z4
qn
2
1+n

2
2+n

2
3+n

2
4 =

∞∑

m=0

r4(m)qm,

trobarem el valor de r2(m) i r4(m) calculant el coeficient de qm en les
expressions de θ23(0) i de θ

4
3(0) respectivament.

2.4.1 Teorema.

r2(m) = 4(d1(m)− d3(m)),

on dk(n) denota el nombre de divisors de n congruents a k mòdul 4.

Demostració: A [Gr 85, Secció 9.4, Fórmula 9.10] es dóna una expressió
de les potències de θ3(0). En particular,

θ23(0) = 1 + 4

∞∑

n=1

(−1)n−1 q2n−1

1− q2n−1 .
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A partir d’aqúı,

θ23(0) = 1 + 4

∞∑

n=1

(−1)n−1 q2n−1

1− q2n−1 = 1 + 4

∞∑

n=1

(−1)n−1
∞∑

k=1

qk(2n−1)

= 1 + 4

∞∑

n=1

qm
∑

2n−1|m
(−1)n−1 = 1 + 4

∞∑

n=1

qm


 ∑

4n+1|m
1−

∑

4n+3|m
1




= 1 + 4

∞∑

m=1

qm(d1(m)− d3(m)).

Aix́ı ∞∑

m=0

r2(m)qm = θ23(0) = 1 + 4

∞∑

m=1

qm(d1(m)− d3(m))

i comparant les dues expressions

r2(m) = 4(d1(m)− d3(m)).2

Anàlogament:

2.4.2 Teorema.
r4(m) = 8σ′(m),

on σ′(m) denota la suma dels divisors de m que no són múltiples de 4.

Demostració: En la mateixa referència que abans podem trobar l’ex-
pressió

θ43(0) = 1 + 8

∞∑

n=1

nqn

1− q2n − 8

∞∑

n=1

(−1)n nq2n

1− q2n .

Desenvolupant-la

θ43(0) =
∑∞

r=0 r4(r)q
r =

1 + 8

∞∑

n=1

nqn

1− q2n − 8

∞∑

n=1

(−1)n nq2n

1− q2n = ...

1 + 8

∞∑

n=1

n
∑

j≥0
q(2j+1)n − 8

∞∑

m=1

2mq4m

1− q4m + 8

∞∑

m=0

(2m+ 1)q2(2m+1)

1− q2(2m+1)
=

1 + 8
∞∑

n=1

n
∑

j≥0
q(2j+1)n − 8

∞∑

m=1

2m
∑

j≥1
q4mj + 8

∞∑

m=1

(2m+ 1)
∑

j≥1
q2j(2m+1).
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Per calcular el coeficient de qr de l’última expressió distingim casos:

− Si r és senar, només apareixen sumands de qr en el primer sumatori i els
coeficients són els divisors de r, que són senars.

− Si r ≡ 2(4), només tenim aportació del primer sumatori (que són els
divisors parells de r) i del tercer sumatori (divisors senars de r). És a dir,
obtenim tots els divisors de r.

− Si r ≡ 0(4) posem r = 2et amb 2 - t. Tenim aportacions de tots tres
sumatoris. En el tercer, apareixen els divisors senars de r. Els coeficients

que surten en el primer són
∑

d|t
2ed. Els que apareixen en el segon sumatori

són
∑

d|2e−2t
2d. Tenim

∑

d|t
2ed−

∑

d|2e−2t
2d =

= 2e
∑

d|t
d−2

∑

d|t
d(1 + 2 + · · ·+ 2e−2) = 2e

∑

d|t
d−2(2e−1−1)

∑

d|t
d =

∑

d|t
2d.

És a dir, obtenim tots els divisors de r llevat dels que són múltiples de 4.
Aix́ı

r4(m) = 8σ′(m).2

2.4.2 El teorema d’Euler sobre els nombres pentago-
nals

Recordem que un enter m ∈ Z és pentagonal si m = 1
2n(3n ± 1). Aquests

nombres reben el nom de pentagonals perquè compten el nombre de punts
de tots els costats dels pentàgons regulars de costat n.

Denotem per pe(m) (respectivament po(m)) el nombre de particions de
l’enter m com a suma d’un nombre parell (respectivament senar) n ≥ 1
d’enters diferents. Fent servir les expressions de les funcions theta, podem
provar el conegut resultat d’Euler:

2.4.3 Teorema. (Euler) ([M-M 99, sec. 3.8])

pe(m)− po(m) =





(−1)m si m = 1
2n(3n± 1), i.e. si és pentagonal

0 si m 6= 1
2n(3n± 1).
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Demostració: La demostració es basa en avaluar la funció θ3 en z = 1
2+

τ
2 ,

és a dir, p 7→ iq1/4, q 7→ q3/2 i comparar les dues expressions d’aquesta funció
com a suma i com a producte infinit.

Com θ3(z, τ) = θ3(p, q) =
∑

n∈Z
p2nqn

2

, obtenim

θ3(
1 + τ

2
, τ) = θ3(iq

1/4, q3/2) =
∑

n∈Z
(−1)n q n(3n+1)

2 .

Per altra banda, a partir de l’expressió de θ3(z, τ) = θ3(p, q) com a
producte infinit

θ3(z, τ) = θ3(p, q) =

∞∏

n=1

(1− q2n)(1 + q2n−1p2)(1 + q2n−1p−2)

obtenim

θ3(iq
1/4, q3/2) =

∞∏

n=1

(1− q3n)(1− q3n−1)(1− q3n−2) =
∞∏

n=1

(1− qn).

Per tant,
∑

n∈Z
(−1)n q n(3n+1)

2 =

∞∏

n=1

(1− qn).

Desenvolupant el producte infinit en potències de q,

∑

n∈Z
(−1)n q n(3n+1)

2 =

∞∏

n=1

(1− qn)

=

∞∑

d=0

(−1)d
∑

n1,...,nd≥1
qn1+...+nd

= 1 +
∞∑

m=1

qm
∑

n1+···+nd=m
(−1)d

= 1 +

∞∑

m=1

qm[pe(m)− po(m)]

i igualant, obtenim el resultat. 2

A [M-M 99, sec. 3.8] podem trobar d’altres relacions entre sumes i pro-
ductes i que es relacionen amb particions que s’obtenen de manera anàloga
a l’anterior. A tall d’exemple tenim:



Aplicacions 49

1.

∞∏

n=1

(1− qn)−1 = 1 +

∞∑

d=1

∑

n1,··· ,nd≥1
qn1+···nd = 1 +

∞∑

n=1

p(n)qn,

on p(n) denota el nombre de particions de l’enter n ≥ 1 en nombre
positius (sense comptar l’ordre),

2.

∞∏

n=1

(1 + q2n−1) = 1 +

∞∑

n=1

qn
2

[(1− q2)(1− q4)(1− q2n)]−1,

3.

∞∏

n=1

(1 + q2n) = 1 +

∞∑

n=1

qn(n+1) [(1− q2)(1− q4)(1− q2n)]−1,

4.

∞∏

n=0

(1− q5n+1)(1− q5n+4)(1− q5n+5) =

∞∑

n=−∞
(−1)nq (5n+3)n2 ,

5.
∞∏

n=0

(1− q5n+2)(1− q5n+3)(1− q5n+5) =
∞∑

n=−∞
(−1)nq (5n+1)n2 ,

6.

∞∏

n=1

(1− qn)(1− qnp)(1− qn−1p−1)(1− q2n−1p2)(1− q2n−1p−2)

=
∑

n∈Z
(p3n − p−3n−1)q n(3n+2)

2 .

2.4.3 Aplicació dels Thetanullwerte a la resolució de la
qúıntica

En aquesta darrera secció donem les idees de com podem aplicar el que hem
estudiat sobre els Thetanullwerte a la resolució de l’equació de grau 5. Els
detalls de tot aquest estudi es pot trobar a [M-M 99, sec. 5.5-5.6].

Considerem l’equació general de grau 5

P5(X) = X5 − C1X
4 + C2X

3 − C3X
2 + C4X − C5 = 0.

Jenard, en 1834, va provar que P5(X) pot reduir-se a la forma:

Q5(X) = X5 −X + C = 0

adjuntant radicals al cos base K0 = Q(C1, C2, C3, C4, C5). Observem que
el grup de Galois de Q5(X) sobre Q(C) és A5. Si C = C(τ), les solucions
d’aquesta equació són valors de funcions modulars.

Siguin x(τ) := − 4
√
k(5τ), y(τ) := 4

√
k(τ). Aquestes funcions satisfan

l’equació

F5(X,Y ) = X6 − Y 6 + 5X2Y 2(X2 − Y 2)− 4XY (X4Y 4 − 1) = 0.
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El grup de Galois de F5(X,Y ) sobre Q(Y ) és A5.

Si fixem y(τ), les sis arrels de F5(X, y(τ)) són

x∞(τ) = − 4
√
k(5τ), xn(τ) =

4

√
k

(
τ + 16n

5

)
, 0 ≤ n < 4.

A partir d’aquestes definim

χ0(τ) := (x∞(τ)− x0(τ))(x1(τ)− x4(τ))(x2(τ)− x3(τ))y(τ),
χ1(τ) := (x∞(τ)− x1(τ))(x2(τ)− x0(τ))(x3(τ)− x4(τ))y(τ),
χ2(τ) := (x∞(τ)− x2(τ))(x1(τ)− x3(τ))(x0(τ)− x4(τ))y(τ),
χ3(τ) := (x∞(τ)− x3(τ))(x2(τ)− x4(τ))(x1(τ)− x0(τ))y(τ),
χ4(τ) := (x∞(τ)− x4(τ))(x0(τ)− x3(τ))(x1(τ)− x2(τ))y(τ),

i el polinomi

F (X) := (X − χ0(τ))(X − χ1(τ))(X − χ2(τ))(X − χ3(τ))(X − χ4(τ))
que pertany a Q[X, y(τ)].

Hermite (1859) calcula aquest polinomi que no és res més que el polinomi
mı́nim de χ0(τ) sobre C(k(τ)):

F (X) = X5 − 24 53 k2(1− k2)2X − 26 5
5
2 k2(1− k2)2(1 + k2), k = k(τ).

Aix́ı, considerant G(X) = F

(
X

5
3
4
√
k(1−k2)

)
obtenim:

G(X) = F

(
X

5
3
4

√
k(1− k2)

)
= X5 −X +

2

5
5
4

(1 + k2)√
k(1− k2)

que és una equació del tipus Q5(X) de les quals voĺıem trobar les arrels.
Per fer-ho:

Esquema d’Hermite (1859) per trobar les arrels αi de

Q5(X) = X5 −X − C = 0 :

1. Calculem k2 com a arrel de 24(1 + k2)4 = 55 C4 k2(1 − k2)2 (és una
equació de grau 4, per la qual cosa k2 s’obté per radicals).

2. Calculem τ = iK ′(k)/K(k).

3. Una arrel de Q5(X) és α1 = 2 · 5 34
√
k(1− k2)χ0(τ).

4. Les altres quatre arrels αn = 2 · 5 34
√
k(1− k2)χn(τ), n = 1, 2, 3, 4 es

poden extreure per radicals sobre Q(C)[x1].
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Equacions de grau més gran o igual que 5:

Seguint aquesta idea de fer servir les funcions theta, d’altres autors han
trobat les arrels d’equacions de grau superior. Els exemples més significatius
són:

Umemura([Um 84]): Expressa les arrels del polinomi f(X) ∈ C[X]

com a quocients de Thetanullwerte θ[
ai
bi

](0, Z) on Z és la matriu de

peŕıodes de
CF : Y 2 = F (X),

on

F (X) :=

{
X(X − 1)f(X) si deg(f) és senar,
X(X − 1)(X − 2)f(X) if deg(f) és parell.

Simplificant aquests resultats, Guàrdia [Gu 01] expressa les arrels de
f(X) ∈ C[X] com a quocients de Thetanullwerte jacobians associats a la
matriu de peŕıodes de

Y 2 = f(X).
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Caṕıtol 3

Funcions theta clàssiques
(I)
J. Guàrdia

En aquest caṕıtol introduirem la funció theta en dimensió superior, i prova-
rem les relacions bàsiques que satisfà. En la primera secció del caṕıtol ens
centrarem en la definició, la caracterització i la convergència de la funció
theta. En les seccions posteriors ens ocuparem de les nombroses fórmules de
transformació de la funció theta, que caracteritzen tant el seu comportament
per isogènia (seccions 3 i 4) com el seu comportament modular (seccions 5,
6 i 7).

Els resultats d’aquest caṕıtol són tots ben coneguts, i la majoria de
les demostracions són elementals. Sovint els textos actuals es centren en
aspectes més teòrics de les funcions theta, passant molt de pressa per aquests
resultats bàsics, de manera que les demostracions s’han de perseguir en els
clàssics. Aquestes notes semblen una bona ocasió per tractar amb un cert
detall el que podŕıem anomenar beceroles de la funció theta. Essencialment,
la primera part del caṕıtol és una versió actualitzada dels primers caṕıtols
del llibre de Krazer [Kr03]. Per a l’estudi del comportament modular de la
funció theta, però, hem seguit el llibre d’Igusa [Ig72]. El lector avesat es
complaurà en la lectura d’ambdues referències.

Amb finançament parcial de MCYT BFM2000-0627, BFM2003-06768-C02-02.
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3.1 Definicions

3.1.1 Sèries theta

Una sèrie theta en dimensió g és una expressió del tipus

∑

m∈Zg
F (m) =

∑

m∈Zg
exp(πi tmZm+ 2πi tmb+ c)

on b, c ∈ Cg i Z = tZ ∈Mg(C) és una matriu simètrica.

3.1.1 Teorema. La sèrie anterior convergeix si i només si la matriu Y :=
ImZ = (rjk)jk és definida positiva.

Demostració: Si la sèrie anterior convergeix, el seu terme general tendeix
a zero:

limmk→±∞ F (m) = 0
⇓

limmk→±∞ |F (m)F (−m)| = limmk→±∞ e−2
tmYm = 0

⇓
limmk→±∞

tmYm = +∞. (∗)

Denotem per r
(i)
jk el determinant del menor de la matriu Y format per les

files 1, 2, . . . , i−1, j i les columnes 1, 2, . . . , i−1, k. Aquests nombres satisfan:

a) r
(1)
jk = rjk (=element j, k de la matriu Y ).

b) r
(i)
jk = r

(i)
kj .

c) r
(i+1)
jk r

(i−1)
i−1,i−1 = r

(i)
ii r

(i)
jk − r

(i)
ik r

(i)
ij .

Tenim que

tmYm = r
(1)
11

(
m1 +

r
(1)
12

r
(1)
11

m2 + · · ·+
r
(1)
1g

r
(1)
11

mg

)2

+

+
r
(2)
22

r
(1)
11

(
m2 + · · ·+

r
(2)
2g

r
(2)
22

mg

)2

+ . . .
r
(g)
gg

r
(g−1)
g−1,g−1

m2
g.

i per tant la condició (∗) implica

r
(1)
11 > 0, r

(2)
22 > 0, . . . , r(g)gg = detY > 0,
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la qual cosa equival a què Y sigui definida positiva. Rećıprocament, aquesta
condició ens permet afirmar que

tm.Y.m ≥
rggg

rg−1g−1,g−1
m2
g.

Atès que el paper dels mk és simètric, de fet tenim que

tm.Y.m ≥ detY

Ykk
m2
k,

on hem denotat per Ykk l’adjunt de l’element rkk de Y . D’aqúı traiem que

tm.Y.m ≥
g∑

k=1

λkm
2
k, amb λk =

1

g

detY

Ykk
> 0.

Ara tenim que

∣∣∣∣∣
∑

m∈Zg
F (m)

∣∣∣∣∣ ≤
∑

m∈Zg
|F (m)| =

∑

m∈Zg
exp

(
−π tmYm+ 2π tmRe(b) + Re(c)

)

≤ eRe(c)
∑

m∈Zg
exp

(
−π

g∑

k=1

λkm
2
k + 2mk Re(bk)

)

≤ eRe(c)
g∏

k=1

(
+∞∑

m=−∞
exp(−πλkm2

k + 2πmk Re(bk))

)

i cadascun dels factors d’aquest producte és una sèrie theta en dimensió 1,
la convergència de la qual és immediata pel criteri del quocient. 2

La demostració anterior es deu a Krazer i Prym ([Kr-Pr1892]) que cul-
minen els treballs de Weierstrass, Christoffel, Briot, Thomae i Rosenhain.
Riemann ([Ri1876]) dóna una demostració diferent, basant-se en un criteri
integral propi.

3.1.2 La funció theta

La funció θ de mòdul Z i argument u ve definida per la sèrie:

θ(u, Z) :=
∑

m∈Zg
F (m,u, Z) =

∑

m∈Zg
exp(πi tmZm+ 2πi tmu),
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on u ∈ Cg, i Z = tZ ∈Mg(C), Im(Z) > 0.

La funció theta en dimensió 1 apareix per primer cop el 1822, en el
tractat de Fourier sobre la teoria de la calor ([Fo1822]). Jacobi n’inicia
l’estudi sistemàtic en els Fundamenta Nova ([Ja1829]). Göpel ([Gö1847]) i
Rosenhain ([Ro1851]) introdueixen la funció theta en dimensió 2, gairebé al
mateix temps que Weierstrass ([We1849]) i Riemann ([Ri1857]) estudien ja
la funció theta en dimensió qualsevol.

La convergència puntual de la funció queda garantida pel teorema 3.1.1,
però en realitat tenim molt millors propietats de convergència:

3.1.2 Teorema. La funció θ(u, Z) convergeix absolutament i uniforme-
ment en ambdues variables u, Z en conjunts

{
(u, Z) ∈ C×Hg : | Imu |∞<

c1
2π
, ImZ > c2Id

}

i per tant defineix una funció holomorfa Cg ×Hg −→ C.

Demostració: Tenim que:

|exp (πi tmZm+ 2πi tmz)| ≤ exp
(
−πc2

∑g
k=1m

2
k

)
exp (πc1

∑g
k=1mk)

q
g∏

k=1


 ∑

mk≥0
exp

(
−πc2m2

k + πc1mk

)

 .

Per tant, la sèrie que defineix la funció theta és dominada per la sèrie
∑

m≥0
exp

(
−πc2m2 + πc1m

)


g

. Com que

∑

mk≥0
exp

(
−πc2m2 + πc1m

)
= constant×

∑

m≥0

(
−πc2

(
m− c1

2πc2

)2
)

la convergència d’aquesta sèrie és trivial. A més, el criteri M de Weier-
strass ens garanteix ara la convergència uniforme, i per tant, l’holomorfia
de la funció θ. 2

Les propietats de quasi-periodicitat de la funció θ són ben conegu-
des, i s’obtenen trivialment de les propietats de quasi-periodicitat del terme
general que les defineix:
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• F (m,u+ n,Z) = F (m,u, Z)⇒ θ(u+ n,Z) = θ(u, Z).

• F (m,u+Zn,Z) = F (m,u,Z)
F (n,u,Z) ⇒ θ(u+Zn,Z) = e−πi

tnZn−2πi tnuθ(u, Z).

La funció theta satisfà les equacions en derivades parcials:

∂2θ(u, Z)

∂uj∂uk
= 21+δjk

∂θ(u, Z)

∂Zjk
, i, j = 1, . . . , g,

conegudes genèricament com equació de la calor.

Aquestes propietats caracteritzen essencialment la funció θ llevat d’una
constant de proporcionalitat:

3.1.3 Teorema. Sigui G : Cg −→ C una funció de tipus C1.

a) Si G satisfà les propietats de quasi-periodicitat anteriors, ha de ser
G(u) = A(Z)θ(u, Z) per a certa constant A(Z) ∈ C.

b) Si a més G(u) és solució de l’equació de la calor, llavors A(Z) és una
constant que no depèn de Z.

Demostració: La periodicitat de G(u) respecte Zg garanteix l’existència
d’un desenvolupament en sèrie de Fourier:

G(u) =
∑

m∈Zg
cm exp

(
2πi tmu

)
.

(La convergència d’aquest desenvolupament a la funció queda garantida per
la hipòtesi que la funció és de tipus C1.) La quasi-periodicitat de G(u)
respecte les columnes de la matriu Z = (Z1, . . . , Zg) = (Zrs)rs, combinada
amb la unicitat dels coeficients de Fourier d’una funció periòdica, dóna la
recurrència

cm+εk = cm × exp
(
2πi tmZk + πiZkk

)
, εk = (0, . . . ,

k

↓
1 . . . , 0)

Aix́ı doncs, la funció G(u) queda determinada uńıvocament pel coeficient
A(Z) = c(0,...,0), i veiem a més que G(u) = A(Z)θ(u, Z). Si alhora G(u) és



60 Cap. 3 Funcions theta clàssiques (I)

solució de l’equació de la calor, llavors:

∂2G(u)

∂uj∂uk
= A(Z)

∂2θ(u, Z)

∂uj∂uk
q q

21+δjk
∂G(u)

∂Zjk
= 21+δjkA(Z)

∂θ(u, Z)

∂Zjk

q

θ(u, Z)
∂A(Z)

∂Zjk
+A(Z)

∂θ(u, Z)

∂Zjk

i cal que ∂A(Z)
∂Zjk

= 0. 2

La demostració dels teoremes 3.1.1 i 3.1.2 ha consistit essencialment en
reduir una funció theta en dimensió g a un producte de g funcions theta
unidimensionals. Aquesta tècnica s’empra amb molta freqüència. De fet, es
pot fer amb una major generalitat, tenint en compte l’observació següent

Si Z =




Z1 0 . . . 0

0 Z2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . 0 Zh



∈Mgh(C), u =



u1
...
uh


 ∈ Cgh, llavors

θ(u, Z) =

h∏

j=1

θ(uj , Zj).

3.1.3 Funcions theta amb caracteŕıstiques

Per moltes raons que quedaran paleses en els caṕıtols següents, és interessant
considerar funcions obtingudes a partir θ(u,Z) traslladant l’argument u per
un vector complex c ∈ Cg. Atès que Cg = Rg + ZRg, qualsevol c ∈ Cg

s’escriu de manera única com c = a+ Zb, amb a, b ∈ Rg. Això ens porta a
les definicions següents:

3.1.4 Definició. Siguin a, b ∈ Rg dos vectors qualssevol.



3.1. Definicions 61

• La funció theta amb caracteŕıstica

[
a
b

]
és

θ

[
a
b

]
(u, Z) := exp(πi taZa+ 2πi ta(z + b))θ(u+ Za+ b, Z)

=
∑

m∈Zg
exp(πi t(m+ a)Z(m+ a) + 2πi(m+ a)(u+ b))

=
∑

m∈Zg
F (m,u, Z, a, b).

• La funció theta amb caracteŕıstica

[
a
b

]
i factor exponencial és

θ̃

[
a
b

]
(u, Z) := exp(πi tuY −1u)θ

[
a
b

]
(u, Z)

Observeu que H(u, v) := 2i tuY −1v és una forma hermı́tica de Riemann
sobre Cg.

Aquestes noves funcions theta amb caracteŕıstica tenen propietats com-
pletament anàlogues a les de la funció theta original. Són quasi-periòdiques:

θ

[
a
b

]
(u+ n,Z) = exp(2πi tan)θ

[
a
b

]
(u, Z),

θ

[
a
b

]
(u+ Zn,Z) = exp(−πi tnZn− 2πi tn(z + b))θ

[
a
b

]
(u, Z);

i també són solucions de l’equació de la calor (i aquestes propietats les
determinen uńıvocament llevat de constants). A més a més, satisfan algunes
relacions elementals com ara:

θ

[
a+ a′

b+ b′

]
(u, Z) = eπi

ta′Za′+2πi ta′(z+b+b′)θ

[
a
b

]
(u+ Za′ + b′, Z),

θ

[
−a
−b

]
(u, Z) = θ

[
a
b

]
(−u, Z).

3.1.4 Funcions theta amb nivell

3.1.5 Definició. Una funció theta de nivell N , mòdul Z i caracteŕıstica[
a
b

]
és una funció cont́ınua GN

[
a
b

]
(·, Z) : Cg −→ C que satisfà:
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• GN

[
a
b

]
(u+ n,Z) = exp(2πi tan)GN

[
a
b

]
(u, Z)

• GN

[
a
b

]
(u+Zn,Z) = exp(−πiN tnZn−2πiN tbu)GN

[
a
b

]
(u, Z)

Els exemples t́ıpics de funcions theta amb nivell són

θ




a+k
N

b


(Nu,NZ), θ




a

b+k
N


(u, 1

N
Z), θ




a+j
N

b+k
N


(u, Z).

El conjunt de totes les funcions theta de nivell N , mòdul Z i caracteŕıstica[
a
b

]
és clarament un espai vectorial complex, que denotarem per V Z

N

[
a
b

]
.

La quasi-periodicitat que satisfan les funcions theta amb caracteŕıstica i
nivell donats imposa certes relacions de recurrència en els coeficients de les
seves sèries de Fourier, i a partir d’aquestes recurrències es comprova que

dimV Z
N

[
a
b

]
= Ng. Disposem de diverses bases de V Z

N

[
a
b

]
:

• (Prym)

{
θ

[
a+k
N
0

]
(Nu,NZ)

}

k∈(Z/NZ)g
;

• (Schottky)

{
θ

[
0
b+k
N

]
(u, 1

NZ)

}

k∈(Z/NZ)g
;

• Si N = r2:

{
θ

[
a+j
r

b+k
r

]
(Nu,Z)

}

j,k∈(Z/rZ)g
.

3.2 Equacions funcionals

L’interès geomètric de la funció theta té dos objectius bàsics:

(1) La construcció d’immersions projectives de tors complexos Cg/Λ.

(2) La construcció d’immersions projectives de varietats modulars Γ\Hg.

El primer objectiu va lligat a l’existència de relacions algèbriques entre
les funcions theta amb un mateix mòdul però caracteŕıstiques diferents.
Les fórmules més conegudes són la fórmula d’addició i la fórmula de
Riemann. De fet, ambdues són casos particulars d’una fórmula més general
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que descriu el comportament de la funció theta a través d’isogènies. Aques-
tes fórmules s’obtenen de manera elemental, reordenant convenientment les
sèries que defineixen les diverses funcions theta.

La possibilitat de dur a terme el segon objectiu és deguda al que se
sol anomenar equació funcional de la funció theta i que reflecteix el
comportament de la funció theta a través de l’acció del grup modular. La
demostració d’aquesta equació funcional es basa en l’ús de la transformada
de Fourier i la fórmula de sumació de Poisson.

En la resta del caṕıtol ens ocuparem de provar aquestes relacions. Mal-
grat que les tècniques concretes són diferents en cada cas, totes les demostra-
cions tenen una filosofia comuna. Si denotem per F (m,u, Z, a, b) el terme

general de la sèrie que defineix θ

[
a
b

]
(u, Z) el punt de partida sempre serà

l’observació que les transformacions del terme general F (m,u, Z) donen
transformacions de θ(u, Z). En la taula següent resumim les diverses trans-
formacions que s’apliquen al terme general amb les equacions funcionals que
generen, aix́ı com les aplicacions geomètriques que se n’obtenen.

Transformació Fórmula Aplicació

F (m,f(u),Z,a,b)

θ


 a
b


(u+Za+b,Z)!θ


 a
b


(u,Z)

Cg/(Id|Z) ϕ
↪→PN

F (φ(m),u,Z,a,b)

θ


 a
b


(u+v,Z)!θ


 a
b


(u,Z) θ


 a
b


(v,Z)

Equacionsde Imϕ

F̂ (m,u,Z,a,b)
θ


 a
b


(u0,Z)!θ


 Ma
Mb


(Mu0,MZ)

Sp2g(Z)\Hg↪→PN

3.3 Comportament per isogènies

3.3.1 Reordenació de sèries absolutament convergents

Una sèrie S =
∑

m∈Z
f(m) absolutament convergent pot ser reordenada de

qualsevol manera. Per als nostres interessos, hi ha dues reordenacions
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bàsiques. Donat un nombre natural D qualsevol, podem escriure:

S = · · ·+ (f(0) + f(D) + f(2D) + . . . )
· · ·+ (f(1) + f(D + 1) + f(2D + 1) + . . . )
· · ·+ (f(2) + f(D + 2) + f(2D + 2) + . . . ) + . . .

=
D−1∑

k=0

∑

n∈Z
f(Dn+ k).

Donat r ∈ N tenim també

rS = · · · + f(−1) + f(−1
r

) + · · ·+ f(0)+ f( 1
r
)+ f( 2

r
) + · · ·+ f(1) + . . .

· · · + f(−1) + ζ−1r f(−1
r

) + · · ·+ f(0)+ ζrf( 1
r
)+ ζ2rf( 2

r
) + · · ·+ f(1) + . . .

· · · + f(−1) + ζ−2r f(−1
r

) + · · ·+ f(0)+ ζ2rf( 1
r
)+ ζ4rf( 2

r
) + · · ·+ f(1) + . . .

· · · + f(−1) + ζ−r+1r f(−1
r

) + · · ·+ f(0)+ ζr−1r f( 1
r
)+ ζ

2(r−1)
r f( 2

r
) + · · ·+ f(1) + . . .

=

r−1∑

j=0

∑

n∈Z
ζ
nj
r f(n/r).

on ζr = e2πi/r i definim f(x) = 0 si x 6∈ Z. Òbviament, aquestes reorde-
nacions elementals poden combinar-se, donant lloc a noves reordenacions.
Tot seguit descrivim la versió més general d’aquestes reordenacions, per a
una sèrie multidimensional.

Sigui S =
∑

m∈Zg
f(m) una sèrie absolutament convergent. Triem una

matriu D ∈ Mg(Z) amb determinant ∆ = detD, i un nombre natural
r ∈ N. Aplicant el canvi de variable rm = Dn en el sumatori que defineix
S obtenim la fórmula

srgS =
∑

k∈(Z/∆Z)g

∑

j∈(Z/rZ)g

∑

n∈Zg
ζ
tnDj
r f

(
1

r
Dn+ k

)
(3.1)

on s = ] {x ∈ (Z/∆Z)g | Adj(D)x ≡ 0 (mod ∆)}, i com abans hem pres
f(x) = 0 si x 6∈ Zg. Les dues reordenacions bàsiques exposades anteriorment
s’obtenen amb aquesta fórmula prenent g = 1, r = 1, D =| ∆ | i g = 1, D = 1
respectivament.

3.3.2 Transformació general de la funció θ

Un cop tenim una fórmula general per reordenar sèries absolutament con-
vergents, podem aplicar-la a les sèries que defineixen les funcions theta.
Escrivim:

θ

[
a
b

]
(u, Z) =

∑

m∈Zg
F (m),
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on F (m) = F (m,u, Z, a, b) = eπi
t(m+a)Z(m+a)+2πi(m+a)(u+b). El canvi de

variable m = 1
rDn+ k transforma aquest terme general segons la regla:

F (m,u, Z, a, b) = F

(
n,

1

r
Du,

1

r2
tDZD, rD−1(a+ k),

1

r
Db

)
.

Aix́ı doncs, la reordenació (3.1) ens dóna:

srgθ

[
a
b

]
(u, Z) =

∑

k∈(Z/∆Z)g

∑

j∈(Z/rZ)g

∑

n∈Zg
ζ
tnj
r F

(
n,

1

r
Du,

1

r2
t
DZD, rD

−1
(a + k),

1

r
Db

)
=

∑

k∈(Z/∆Z)g

∑

j∈(Z/rZ)g

∑

n∈Zg
e
−2πi taj

F

(
n,

1

r
Du,

1

r2
t
DZD, rD

−1
(a + k),

1

r
D(b + j)

)
,

la qual cosa ens dóna la fórmula següent, deguda originalment a Krazer i
Prym:

srgθ

[
a
b

]
(u, Z)

q
∑

k∈(Z/∆Z)g

∑

j∈(Z/rZ)g
e−2πi

tajθ

[
rD−1(a+ k)
1
rD(b+ j)

](
1

r
Du,

1

r2
tDZD

)
.

(3.2)
En realitat, aquesta fórmula pot interpretar-se com el comportament de la
funció theta a través d’isogènies.

Una observació a tenir en compte en aquesta fórmula és que la trans-
formació del mòdul Z és una transformació modular:

tDZD = ( tDZ + 0)(0Z + tD−1)−1 =

(
tD 0
0 tD−1

)
Z.

Alguns casos particularment interessants d’aquesta fórmula són:

• D = Id,

θ

[
a
b

]
(u, Z) =

∑

j∈(Z/rZ)g
e−2πi

taj θ

[
ra

1
r (b+ j)

](
1

r
u,

1

r2
Z

)

• D = q Id, r = 1

θ

[
a
b

]
(u, Z) =

∑

k∈(Z/qgZ)g
θ

[ 1
q (a+ k)

qb

]
(qu, q2Z)
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• g = 1, a, b ∈ {0, 12} D = 2, r = 2,

θ

[
0
0

]
(z, τ) = θ

[
0
0

]
(z/2, τ/4) + θ

[
0

1/2

]
(z/2, τ/4),

θ

[
1
2
0

]
(z, τ) = θ

[
0
0

]
(z/2, τ/4)− θ

[
0

1/2

]
(z/2, τ/4),

θ

[
0
1
2

]
(z, τ) = θ

[
0
1
4

]
(z/2, τ/4) + θ

[
0

1/2

]
(z/2, τ/4),

θ

[
1
2
1
2

]
(z, τ) = θ

[
0
1
4

]
(z/2, τ/4)− θ

[
0

1/2

]
(z/2, τ/4).

3.4 Transformacions de productes

Un altre fet bàsic de les funcions theta és que un producte de funcions theta
pot expressar-se com una sola funció theta. Fixem una matriu de peŕıodes

Z, una famı́lia de caracteŕıstiques

[
a1
b1

]
, . . . ,

[
ah
bh

]
∈ R2g i una famı́lia

de nombres naturals p1, . . . , ph ∈ N. Considerem la funció H : Cg −→ C
donada per:

H(u1, . . . , uh) :=

h∏

l=1

θ

[
al
bl

]
(ul, plZ).

Manipularem l’expressió anterior per arribar a igualar-la a una funció theta
h-dimensional:

H(u1, . . . , uh) :=

h∏

l=1

∑

ml∈Zg
eπi

t(ml+aj)plZ(ml+al)+2πi t(ml+al)(ul+bj)

=
∑

m1,...,mh∈Zg
eπi

∑h
l=1

t(ml+al)plZ(ml+al)e2πi
∑h

l=1
t(ml+al)(ul+bl)

=
∑

m̃∈Zgh
eπi

t(m̃+ã)Z̃(m̃+ã)e2πi(m̃+ã)(ũ+b̃) = θ

[
ã

b̃

]
(ũ, Z̃p)

on

m̃ =



m1

...
mh


 ∈ Zgh, ã =



a1
...
ah


 ∈ Rgh, b̃ =



b1
...
bh


 ∈ Rgh,
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ũ =



u1
...
uh


 , Z̃p =




p1Z
p2Z

. . .

phZ


 ∈Mgh(C).

Ara podem aplicar la transformació general 3.2 a θ

[
ã

b̃

]
(ũ, Z̃p) amb

D = C̃ on C = (cjk) ∈Mh(Z), que per simplificar suposarem que satisfà

1

r2
tC



p1

. . .

ph


C =



q1

. . .

qh


 =: Q ∈Mh(N)

i

C̃ =




c11
. . .

c11

c12
. . .

c12

. . .

c1h
. . .

c1h
c21

. . .

c21

. . .
...

. . .
. . .

...

ch1
. . .

ch1

. . . . . .

chh
. . .

chh




Obtenim:

srghθ

[
ã

b̃

]
(ũ, Z̃p) =

∑

k̃∈(Z/∆Z)gh

∑

j̃∈(Z/rZ)gh
e−2πi

tãjθ

[
rC̃−1(ã+ k̃)
1
r C̃(b̃+ j̃)

](
1

r
C̃ũ,

1

r2
tC̃Z̃pC̃

)
.

Però

tC̃Z̃pC̃ =




q1Z
q2Z

. . .

qhZ


 =: Z̃q
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i per tant

θ

[
rC̃−1(ã+ k̃)
1
r C̃(b̃+ j̃)

](
1

r
C̃ũ,

1

r2
tC̃Z̃pC̃

)
=

h∏

l=1

θ

[
a′l
b′l

]
(vl, qlZ)

on 

v1
...
vh


 = C



u1
...
uh


 ,



a′1
...
a′h


 = rC−1



a1
...
ah


+



k1
...
kh


 ,



b′1
...
b′h


 =

1

r
C



b1
...
bh


+



j1
...
jh


 .

La conclusió de tot aquest maremàgnum de thetes és el

3.4.1 Teorema. Donada una matriu C = (cjk) ∈Mh(Z) tal que

1

r2
tC



p1

. . .

ph


C =



q1

. . .

qh




amb p1, . . . , ph, q1, . . . , qh ∈ N, es té que

(rh | detC |h−1 s)g
h∏

l=1

θ

[
al
bl

]
(ul, plZ)

‖

∑

k ∈ (Z/(detC)Z)gh

j ∈ (Z/rZ)gh

h∏

l=1

e−2πi
taljlθ

[
a′l + kl
b′l + jl

](
vl,

1

r2
tqlZ

)
,

on s = ]{x ∈ (Z/rZ)h | Cx ≡ 0 (mod r)} i



v1
...
vh


 = C



u1
...
uh


 ,



a′1k
...
a′hk


 = rC−1



a1
...
ah


 ,



3.4. Transformacions de productes 69



b′1k
...
b′h


 =

1

r
C



b1k
...
bh


 .

Aquest teorema és una autèntica màquina de fer fórmules: per a cada
matriu C satisfent la hipòtesi del teorema tenim una fórmula de transfor-
mació de productes de funcions thetes. Tot seguit repassem les relacions
més famoses que s’obtenen a partir d’aquest resultat.

3.4.1 Fórmula de Riemann

En el teorema 3.4.1 prendrem r = 2, p1 = p2 = p3 = p4 = q1 = q2 = q3 =

q4 = 1, i la matriu C = T :=




1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


,

que satisfà 1
22

tT




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


T =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


. Tenim que




v1
v2
v3
v4


 = 1

2T




u1
u2
u3
u4


 =




u1+u2+u3+u4
2

u1+u2−u3−u4
2

u1−u2+u3−u4
2

u1−u2−u3+u4
2




m



u1
u2
u3
u4


 = 1

2T




v1
v2
v3
v4


 =




v1+v2+v3+v4
2

v1+v2−v3−v4
2

v1−v2+v3−v4
2

v1−v2−v3+v4
2




Donats α, β, γ ∈ Z2g definim:

[
a1
b1

]
=

1

2
(α+β+ γ),

[
a2
b2

]
=

1

2
(α+β),

[
a3
b3

]
=

1

2
(α+ γ),

[
a4
b4

]
=

1

2
α.
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Llavors, per a ε ∈ 1
2Z2g/Z2g

[
a′1
b′1

]
+ ε = 1

2T

[
a1
b1

]
+ ε ≡ 1

2 (ε+ β + γ) (mod Z),

[
a′2
b′2

]
+ ε = 1

2T

[
a2
b2

]
+ ε = 1

2 (ε+ β) (mod Z),

[
a′3
b′3

]
+ ε = 1

2T

[
a3
b3

]
+ ε = 1

2 (ε+ γ) (mod Z),

[
a′4
b′4

]
+ ε = 1

2T

[
a4
b4

]
+ ε = 1

2ε (mod Z).

i el teorema 3.4.1 ens dóna la fórmula de Riemann:

θ
[
1
2
(α + β + γ)

]
(
u1+u2+u3+u4

2
, Z)θ

[
1
2
(α + β)

]
(
u1+u2−u3−u4

2
, Z)×

θ
[
1
2
(α + γ)

]
(
u1−u2+u3−u4

2
, Z)θ

[
1
2
α

]
(
u1−u2−u3+u4

2
, Z) =

2−g
∑

ε∈ 1
2

Zg/Zg
(−1)

tαε
θ
[
1
2
(ε + β + γ)

]
(u1, Z)θ

[
1
2
(ε + β)

]
(u2, Z)×

θ
[
1
2
(ε + γ)

]
(u3, Z)θ

[
1
2
ε

]
(u4, Z).

Especialitzant aquesta fórmula en els valors u1 = u2, u3 = u4 obtenim lleis
d’addició en la immersió projectiva de Cg/(Id | Z) donada per les funcions
θ amb caracteŕıstiques semienteres.

θ
[
1
2
(α + γ)

]
(0, Z)2 × θ

[
1
2
(α + β + γ)

]
(u1 + u3, Z)θ

[
1
2
(α + β)

]
(u1 − u3, Z) =

2−g
∑

ε∈ 1
2

Zg/Zg
(−1)

〈α,ε〉
θ
[
1
2
(ε + β + γ)

]
(u1, Z)θ

[
1
2
(ε + β)

]
(u1, Z)×

θ
[
1
2
(ε + γ)

]
(u3, Z)θ

[
1
2
ε

]
(u3, Z)

3.4.2 Fórmula d’addició

Apliquem el teorema 3.4.1 amb r = 1, p1 = p2 = 1, q1 = q2 = 2 i la matriu

C = T =

(
1 1
1 −1

)
, que satisfà tT

(
1 0
0 1

)
T =

(
2 0
0 2

)
. Tenim

que:

(
u1
u2

)
=

1

2
T

(
v1
v2

)
=

(
v1 + v2
v1 − v2

)
⇔
(
v1
v2

)
=

1

2
T

(
u1
u2

)
=

(
u1+u2

2
u1−u2

2

)

Donats a1, a2, b1, b2 ∈ Rg, la fórmula d’addició ens diu:
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θ

[
a1
b1

]
(v1 + v2, Z)θ

[
a2
b2

]
(v1 − v2, Z)

‖
1

2g

∑

j∈
1
2Zg/Zg

e−4πia1jθ

[
a1+j

b1+b2
2

]
(u1, 2Z) θ

[
a2+j

b1−b2
2

]
(u2, 2Z) .

Observem que aquesta fórmula ens descriu com el comportament de les
funcions theta a través de la isogènia donada per la multiplicació per 2.

3.5 Comportament modular: translació

Ens encaminem ja cap a l’estudi de les transformacions modulars de la funció
theta. Un primer pas modest és l’estudi del comportament per translació.
Sigui E = tE ∈Mg(Z). És molt senzill comprovar que se satisfà la relació
següent:

θ

[
a
b

]
(u, Z) = eπi(

taEa−diag(E)a)θ

[
a

b+ 1
2 diagE − Ea

]
(u, Z + E)

(3.3)

Com a casos particulars d’aquesta fórmula obtenim les relacions entre
les quatre funcions theta de Jacobi bàsiques:

θ2(τ + 1) = θ

[
1
2
0

]
(0, τ + 1) = e−πi/4θ

[
1
2
0

]
(0, τ) = e−πi/4θ2(τ);

θ3(τ + 1) = θ

[
0
0

]
(0, τ + 1) = θ

[
0
1
2

]
(0, τ) = θ4(τ);

θ4(τ + 1) = θ

[
0
1
2

]
(0, τ + 1) = θ

[
0
0

]
(0, τ) = θ3(τ).

3.6 La transformada de Fourier i la fórmula
de Poisson

Abans de completar l’estudi del comportament modular de la funció theta,
hem d’introduir una eina bàsica: la transformada de Fourier. Seguirem la
presentació de [Ig72], restringint-nos a l’àmbit que ens interessa: els espais
de funcions integrables.
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Els espais de funcions

Lp(Rn) =

{
f : Rn −→ C |

∫

Rn

|f(x)|p dx < +∞
}

(1 ≤ p <∞)

amb la norma

‖f‖p :=
(∫

Rn

|f(x)|p dx
)1/p

són espais mètrics complets. L’espai L2(Rn) de funcions de quadrat inte-
grable és un espai de Hilbert amb el producte escalar

(f, g) :=

∫

Rn

f(x)(g(x))dx.

Una aplicació C-lineal T : L2(Rn) −→ L2(Rn) es diu afitada si hi ha una
constant c ∈ Rn tal que ‖T (f)‖2 ≤ c‖f‖2 per a cada funció f ∈ L2(Rn).
Diem que T conserva la norma si ‖T (f)‖2 = ‖f‖2 per a qualsevol f ∈
L2(Rn). En aquest cas, T ha de ser injectiva Diem que T és unitària si
conserva la norma i és exhaustiva (i per tant, bijectiva). Atès que L2(Rn)
és complet, la imatge d’una aplicació que conserva la norma és tancada.
Per tant, si T conserva la norma i T (L2(Rn)) conté un subconjunt dens de
L2(Rn), automàticament T és unitària.

El conjunt d’operadors unitaris de L2(Rn):

Aut(L2(Rn)) = {T : L2(Rn) −→ L2(Rn) unitari}

és un grup topològic, dotat amb la topologia forta dels operadors, que és
la topologia més feble per la qual totes les aplicacions

ϕΦ : Aut(L2(Rn)) −→ L2(Rn)
T −→ T (Φ),

Φ ∈ L2(Rn)

són cont́ınues. Amb aquesta topologia, tenim que una aplicació
U : G −→ Aut(L2(Rn)) d’un grup topològic G en Aut(L2(Rn)) és cont́ınua
si i només si totes les aplicacions:

ϕGΦ : G −→ L2(Rn)
g −→ U(g)(Φ),

Φ ∈ L2(Rn)

són cont́ınues (de fet, només cal que les ϕGΦ siguin cont́ınues per a les Φ d’un
subespai dens de L2(Rn)). Una aplicació cont́ınua U : G −→ Aut(L2(Rn))
s’anomena representació unitària.

En l’espai Lp(Rn) dues funcions es consideren iguals si els seus valors coin-
cideixen llevat d’en un conjunt de mesura zero, és a dir, f = g ⇔ ‖f − g‖p = 0.
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Si G és un grup topològic localment compacte, la seva representació
regular per la dreta és la representació unitària:

R : G −→ Aut(L2(G))

g −→ R(g) : L2(G) −→ L2(G)
Φ −→ R(g)(Φ)(x) := Φ(xg)

Per a l’estudi dels espais Lp(Rn) és convenient conèixer-ne alguns sub-
espais densos. Per aquest objectiu necessitem tres resultats de càlcul, la
demostració dels quals reprodüım per a la comoditat del lector:

3.6.1 Lema.
∫ +∞
0

e−x
2

dx =
√
π.

Demostració: Considerem les funcions

f(x) =

(∫ x

0

e−t
2

dt

)2

, g(x) =

∫ 1

0

e−x
2(t2+1)

t2 + 1
dt.

Les seves derivades satisfan f ′(x)+ g′(x) = 0, i per tant, f(x)+ g(x) és una
constant que podem calcular com f(0) + g(0) = π/4. Ara podem calcular
la nostra integral impròpia de la forma següent:

∫ +∞
0

e−x
2

dx = limx→+∞
√
f(x) = limx→+∞

√
π/4− g(x)

=
√
π/4− limx→+∞

∫ 1
0
e−x2(t2+1)

t2+1 dt =
√
π/4.

2

3.6.2 Lema. Donats a, b ∈ C, amb Re(a) > 0

∫

R
exp(−ax2 + 2bx)dx =

√
π

a
exp

(
b2

a

)
, Re

(√
π

a

)
> 0.

Demostració: Atès que e−ax
2+2bx = eb

2/ae−a(x−b/a)
2

només ens cal provar
que

∫
R e

a(x−c)2dx =
√
π/a. Considerem la funció F (a, c) =

√
π/a −

Per definir l’espai L2(G) es fixa una mesura de Haar sobre G.
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∫
R e
−a(x−c)2dx. Tenim que

∂F

∂c
= −

∫

R

∂e−a(x−c)
2

∂c
dx =

(
lim

A→−∞

∫ 0

A

+ lim
B→+∞

∫ B

0

)
∂e−a(x−c)

2

∂c
dx

= limA→−∞
[
−e−a(x−c)2

]0
A
+ limB→+∞

[
−e−a(x−c)2

]B
0

= limA→−∞ e−a(A−c)
2

+ limB→+∞−e−a(B−c)
2

= 0.

Aix́ı doncs, F (a, c) no depèn del paràmetre c. El lema 3.6.1 ens dona el seu
valor per a c = 0, a > 0:

F (a, 0) =
√
π/a−

∫

R
e−ax

2

dx = 0.

Com que F (a, 0) és una funció holomorfa d’a en el semiplà Re(a) > 0 i és
idènticament nul·la sobre el semieix R>0, ha de ser idènticament nul·la en
tot el semiplà Re(a) > 0. 2

3.6.3 Lema. Donada una matriu simètrica A ∈ Mg(C) amb ReA > 0 i
un vector b ∈ Cg

∫

Rg

exp(− txAx+ 2 tbx)dx =
√

det(πA−1) exp
(
tbA−1b

)
,

on
√
detπA−1 −→

√
detπRe(A)−1 > 0 quan ImA→ 0.

Demostració: Considerem les funcions

F g1 (A, b) :=
∫

Rg exp(− txAx+ 2bx)dx,

F g2 (A, b) :=
√

det(πA−1) exp( tbA−1b).

Aquestes funcions satisfan certa relació d’automorfia:

∀M ∈ GLg(R) Fk(
tMAM, bM) = |detM |−1 Fk(A, b).

Les hipòtesis sobre la matriu A garanteixen l’existència d’una M ∈ GLg(R)
tal que tMAM = 1g+ iD, amb D una matriu diagonal, i la relació anterior
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ens permet reduir-nos al cas que la pròpia matriu A és diagonal amb els
elements diagonals amb part real positiva. En aquesta situació:

A =



a1

. . .

ag


 =⇒





F g1 (A, b) =
∏g
k=1 F

1
1 (ak, bk)

F g2 (A, b) =
∏g
k=1 F

1
2 (ak, bk),

i ara cada terme del primer producte coincideix amb el corresponent terme
del segon producte, pel lema 3.6.2. 2

Considerem la famı́lia de funcions

Φb(x) = exp(−π txx+ 2πi tbx)

i l’espai Hg = 〈Φb(x)〉b∈Cg . El lema 3.6.3 ens diu que

‖Φb(x)‖p = p−g/(2p) exp(π t Im(b Im(b))), 1 ≤ p < +∞,

i per tant, Hg ⊆ Lp(Rg). Ara tenim en compte dos resultats forts d’anàlisi:

• L’espai de funcions C∞ amb suport compacte és un subespai dens de
Lp(Rg).

• Qualsevol funció periòdica diferenciable amb continüıtat admet un
desenvolupament en sèrie de Fourier absolutament convergent, és a
dir, pertany a l’espai Hg.

3.6.4 Teorema. (Teorema de Plancherel) Existeix una aplicació uni-
tària

L2(Rg) −→ L2(Rg)

Φ −→ Φ̂,

anomenada transformada de Fourier, tal que:

• ̂̂Φ = Φ;

• Quan Φ ∈ ÃL1(Rg) és Φ̂ =
∫

Rg Φ(y) exp(−2πi txy)dy.

No entrarem en els detalls de la demostració, però el guió és clar: es
comença definint la transformada sobre l’espai H2 mitjançant la fórmula
anterior, i tot seguit s’estén la definició de manera única a tot L2(Rg) tenint
en compte que H2 és un subespai dens de L2(Rg).

Per la mateixa definició, queden clares les propietats bàsiques següents
de la transformada de Fourier:
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• Linealitat: f̂ + g = f̂ + ĝ.

• Translació: g(x) = f(x+ a)⇒ ĝ(y) = e2πi
tay f̂(y).

• Exponencial: f(x) = exp( txx)⇒ f̂ = f .

La propietat que més ens interessa, la fórmula de Poisson, és una mica
més complicada. Fa referència a les anomenades funcions de Schwartz. Una
funció de Schwartz Φ : Rg → C és una funció C∞ de decreixement fort, és a
dir, tal que per a qualsevol operador diferencial invariant per translació D
i per a qualsevol polinomi P

‖P.DΦ‖∞ = sup
x∈Rg

|P (x)(DΦ)(x)| < +∞.

Les funcions de Schwartz formen un subespai vectorial topològic dens de
Lp(Rg). Donat un polinomi quadràtic q(x) = txAx + tbx, amb ImA > 0,
la funció Φq(x) = exp(2πiq(x)) és una funció de Schwartz.

Donada una funció de Schwartz Φ, la sèrie

FΦ(x) =
∑

m∈Zg
|Φ(x+m)|

defineix una sèrie uniformement convergent en compactes de Rg. Ara ja
estem en condicions de provar la:

3.6.5 Proposició. (Fórmula de Poisson) Una funció de Schwartz Φ sa-
tisfà: ∑

m∈Zg
Φ(m) =

∑

m∈Zg
Φ̂(m).

Demostració: La funció FΦ associada a Φ és C∞ i Zg-periòdica, per la
qual cosa:

• DFΦ = FDΦ per a qualsevol operador diferencial invariant per trans-
lació.

• FΦ admet un desenvolupament en sèrie de Fourier absolutament con-
vergent FΦ(x) =

∑
m∈Zg ame

2πi tmx.

Els coeficients am d’aquest desenvolupament venen donats per:

am =
∫

Rg/Zg F
Φ(x)e2πi

tmxdx =
∫

Rg/Zg
∑

u∈Zg Φ(x+ u)e2πi
tmxdx

=
∫

Rg F
Φ(x)e2πi

tmxdx = Φ̂(m).

Per tant FΦ(x) =
∑

m∈Zg Φ̂(m)e2πi
tmx, i avaluant aquesta igualtat en x = 0

obtenim la fórmula de Poisson. 2
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3.7 L’equació funcional de la funció theta

Hem introdüıt la transformada de Fourier amb l’objectiu d’obtenir l’equació
funcional de la funció theta. L’eina clau, com veurem, serà la fórmula de
Poisson. Obtindrem l’equació funcional més general, corresponent a una
funció theta amb caracteŕıstica. Partim de la pròpia definició:

θ

[
a
b

]
(u, Z) =

∑

m∈Zg
F (m),

on F (x) := F (x, u, Z, a, b) := eπi
t(x+a)Z(x+a)+2πi t(x+a)(u+b). Les propietats

bàsiques de la transformada de Fourier ens permeten calcular molt fàcilment
la transformada del terme general F (x):

F̂ (x) =
∫

Rg e
−2πi txyF (t)dy

=
∫

Rg e
−2πi tx(y+a)+2πi taxeπi

t(y+a)Z(y+a)+2πi t(y+a)(u+b)dy

w=y+a

↓
=

∫
Rg e

2πi taxe−2πi
twxeπi

twZw+2πi tw(u+b)dw

= e2πi
tax
∫

Rg e
πi twZw+2πi tw(u+b−x).

En aquest punt, apliquem el lema 3.6.3, amb b = πi(u+ b−x) i A = −πiZ,
de forma que A−1 = iπ−1Z−1. Obtenim:

F̂ (x) = e2πi
tax det(iZ−1)1/2eπi

t(u+b−x)iπ−1Z−1(u+b−x)

= ig/2 det(Z)−1/2e2πi
tax−πi t(u+b−x)Z−1(u+b−x)

= ig/2 det(Z)−1/2e−πi
t(b−x)Z−1(b−x)+2πi t(b−x)(Z−1u+a)e−πi

tuZ−1u

= ig/2 det(Z)−1/2e−πi
tuZ−1uF (x, Z−1u,−Z−1,−b, a).

Ara ja és el moment d’aplicar la fórmula de Poisson:

θ

[
a
b

]
(u, Z) =

∑

m∈Zg
F (m,u, Z, a, b) =

∑

m∈Zg
F (m) =

∑

m∈Zg
F̂ (m)

= ig/2 det(Z)−1/2e−πi
tuZ−1u

∑

m∈Zg
F (m,Z−1u,−Z−1,−b, a)

= ig/2 det(Z)−1/2e−πi
tuZ−1uθ

[
−b
a

]
(Z−1u,−Z−1).
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Hem obtingut doncs:

3.7.1 Teorema. La funció theta satisfà l’equació funcional

θ

[
a
b

]
(u, Z) = ig/2 det(Z)−1/2e−πi

tuZ−1u θ

[
−b
a

]
(Z−1u,−Z−1)

on el signe del factor ig/2 det(Z)−1/2 s’escull, tal com indica el lema 3.6.3,
de forma que

det(iZ−1)
ReZ→0−→

√
det(−π(ImZ)−1) .

3.8 Resum: les tres transformacions bàsiques
de la funció theta

Acabem el caṕıtol recollint en una taula les tres transformacions bàsiques
de la funció theta que hem presentat.

Isogènia: Z −→
1

r2

( tD 0

0 tD−1

)
Z

sr
g
θ

[
a
b

]
(u, Z) =

∑

k∈(Z/∆Z)g

∑

j∈(Z/rZ)g
e
−2πi taj

θ

[
rD−1(a + k)
1
r
D(b + j)

] (
1

r
u,

1

r2
t
DZD

)
.

Translació: Z −→

(
Id E
0 Id

)
Z

θ

[
a
b

]
(u, Z) = e

πi( taEa−diag(E)a)
θ

[
a

b + 1
2

diagE − Ea

]
(u, Z + E)

Inversió: Z −→

(
0 Id
− Id 0

)
Z

θ

[
a
b

]
(u, Z) = i

g/2
det(Z)

−1/2
e
−πi tuZ−1u

θ

[
−b
a

]
(Z
−1

u,−Z
−1

)
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Caṕıtol 4

Funcions theta clàssiques
(II)
P. Bayer

Aquest caṕıtol versa sobre les funcions theta clàssiques i les funcions theta
en el sentit de Weil.

Les funcions theta són una creació genüına de la matemàtica del segle
XIX. Com veurem, una munió d’investigadors hi dedicaren el seu esforç. Les
seves fites exerciren una notable influència en el desenvolupament posterior
de la geometria algebraica. En particular, les funcions theta condicionaren
el naixement de la teoria de les varietats abelianes. El tractament de Weil
de les funcions theta condúı cap a una teoria de funcions theta sobre cossos
algebraicament tancats, que es desenvolupà en ple segle XX.

4.1 Cronologia

En el segle XVIII, i en contextos diferents, D.Bernoulli (1700-1782), Eu-
ler (1707-1783) i Fourier (1768-1830) utilitzaren sèries trigonomètriques.
L’exemple més significatiu és troba a [Fou1822]. En aquest treball, Fourier
estudia l’equació diferencial que regeix la difusió de la calor en una barra i
obté solucions en forma de sèries trigonomètriques que, depenent de condi-

Amb finançament parcial de MCYT BFM2000-0627 i BFM2003-01898.
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cions de contorn, proporcionen la temperatura en un punt i en un instant
donats (cf. Cap. 1).

Les funcions sin z, cos z són periòdiques i, com que són enteres, admeten
desenvolupaments globals en sèrie de potències. Euler fou el primer en
desenvolupar-les, a més, en forma de productes infinits, tenint en compte
els seus zeros.

Les integrals el·ĺıptiques i les seves transformacions foren estudiades
abastament per Legendre (1752-1833). En invertir-les, s’obtenen les fun-
cions el·ĺıptiques, que són doblement periòdiques i meromorfes i, per tant, no
admeten desenvolupaments globals en sèrie de Taylor. En tenir en compte
els seus zeros i els seus pols,

Gauss (1777-1855),

Abel (1802-1829),

Jacobi (1804-1851),

n’obtingueren representacions globals en forma de quocients de productes
infinits. En äıllar i desenvolupar el numerador i el denominador de les
tres funcions el·ĺıptiques sn, cn,dn, Jacobi [Ja1829] obtingué quatre sèries
trigonomètriques, dependents de dues variables: ϑi = ϑi(z, τ) (cf. Cap. 2).
L’elecció d’aquesta notació per Jacobi s’ha relacionat amb el fet que la
lletra ϑ ∼ th és la inicial de la paraula grega ϑε%µoτης, que significa calor
(l’adjectiu ϑε%µoς significa calent).

Les integrals hiperel·ĺıptiques són de la forma

∫
R(x)√
P (x)

dx, on R(x)

és una funció racional i P (x) un polinomi. Més generalment, les integrals

abelianes són de la forma

∫
f(x, y) dx, on f(x, y) és una funció racional i

les variables x, y estan lligades per una relació algebraica F (x, y) = 0.

Recerques sobre la inversió d’integrals hiperel·ĺıptiques condüıren a l’es-
tudi de les funcions hiperel·ĺıptiques i les funcions theta hiperel·ĺıptiques.
Recerques posteriors sobre la inversió d’integrals abelianes condüıren a l’es-
tudi de les funcions abelianes i les funcions theta abelianes.

Les funcions theta, ϑ = ϑ(u, Z), depenen d’una variable vectorial u ∈
Cg, anomenada argument, i una variable matricial Z ∈ M(g,C), anomenada
mòdul. Més endavant es consideraren funcions theta amb caracteŕıstiques:

ϑ

[
a
b

]
(u, Z), ta, tb ∈ Rg; i nivell : N ∈ N (cf. Cap. 3).
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Entre els creadors de la teoria de les funcions theta clàssiques, men-
cionem

Göpel (1812-1847),

Weierstrass (1815-1897),

Rosenhain (1816-1887),

Hermite (1822-1901),

Kronecker (1823-1891),

Riemann (1826-1866),

Königsberger (1837-1921),

Thomae (1840-1921),

Prym (1841-1915),

Weber (1842-1913),

Noether, M. (1844-1921),

Frobenius (1849-1917),

Klein (1849-1925),

Kowalewska, S. (1850-1891),

Schottky (1851-1935),

Poincaré (1854-1912),

Picard (1856-1941),

Bolza (1857-1942),

Humbert (1859-1921),

Wirtinger (1865-1945).

Els resultats de Jacobi sobre la inversió d’integrals el·ĺıptiques foren
estesos per Göpel i Rosenhain a integrals hiperel·ĺıptiques en què P (x) és
un polinomi de grau ≤ 6. El problema d’inversió planteja obtenir els valors
z1, z2 a partir d’equacions

u1 =

∫ z1

p1

ω1 +

∫ z2

p2

ω1, u2 =

∫ z1

p1

ω2 +

∫ z2

p2

ω2,

Sorgiren aix́ı funcions 4-periòdiques i funcions theta de dos arguments u =
(u1, u2).

Weierstrass s’ocupà del problema d’inversió d’integrals hiperel·ĺıptiques
per a un polinomi P (x) de grau arbitrari. Riemann ho feu del problema
d’inversió d’integrals abelianes. Sorgiren aix́ı funcions 2g-periòdiques i fun-
cions theta ϑ(u, Z) de g arguments u = (u1, . . . , ug), on g és un nombre
qualsevol.
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Un dels treballs cabdals en aquest context és la memòria de Riemann
[Rie1857]. En la primera part, Riemann hi desenvolupa una teoria de
superf́ıcies anaĺıtiques (superf́ıcies de Riemann) associades a una equació
polinòmica irreductible F (x, y) = 0. En particular, s’hi troba la noció de
deficiència p de la superf́ıcie (gènere g) i la desigualtat de Riemann (primera
part del teorema de Riemann-Roch).

En la segona part de la memòria, Riemann presenta la seva teoria de fun-
cions theta i l’aplicació al problema d’inversió de Jacobi. Riemann considera
diferencials de primera espècie (abelianes), segona espècie i tercera espècie.
En estudiar les retro-seccions de la superf́ıcie (una base de l’homologia),
Riemann conclou que els peŕıodes de les diferencials de primera i segona
espècie han de satisfer certes relacions bilineals (relacions de Riemann, po-
larització principal), generalitzant relacions que havien estat obtingudes per
Legendre en el cas el·ĺıptic. Les relacions li permeten la reducció canònica
de la xarxa de peŕıodes (Λ) de les integrals abelianes, obtenint una matriu
simètrica de part imaginària definida positiva Z ∈ M(g,C). Aquesta matriu
intervindrà com a mòdul de la sèrie theta ϑ(u, Z). Riemann proposa una
solució del problema d’immersió; és a dir, el càlcul dels valors {z1, . . . , zg}
solució de l’equació

(u1, . . . , ug) ≡ (

g∑

k=1

∫ zk

pk

ω1, . . . ,

g∑

k=1

∫ zk

pk

ωg), (u1, . . . , ug) ∈ Cg/Λ,

on ω = {ω1, . . . , ωg} és una base de les diferencials de primera espècie.
Fixat un punt p0 i, per a cada vector u = (u1, . . . , ug) ∈ Cg/Λ, els va-
lors {z1, . . . , zg} coincideixen amb els zeros de l’anomenada funció theta de
Riemann (sobre la superf́ıcie), quan aquesta no és idènticament nul·la:

Θ(z) := ϑ

(∫ z

p0

ω − u− κ,Z
)
.

Aqúı, κ ∈ Cg és un vector (vector de Riemann) que depèn únicament de p0
i Z, però que és independent de u.

En el llenguatge actual, si denotem per C la corba projectiva i no singu-
lar associada a una superf́ıcie de Riemann de gènere g, el problema d’inversió
planteja la inversió de l’aplicació d’Abel-Jacobi C(g) → J(C), on C(g) és el
g-èsim producte simètric de C. Les funcions abelianes de gènere g cons-
titueixen el cos de funcions de la jacobiana J(C) = Cg/Λ.

El problema d’inversió de Jacobi fou estudiat abastament per altres
autors. Destaquen, pel seu caràcter efectiu, les recerques de Weierstrass i
Klein. Weierstrass considerà el cas hiperel·ĺıptic, posant-hi de manifest el
paper de g nombres naturals ni, 1 ≤ ni ≤ 2g − 1 (llacunes de Weierstrass).
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Klein estudià les corbes canòniques, definides per equacions

F (x, y) = yn − xm + (termes d’ordre inferior).

Donada una corba canònica C de gènere g, Klein constrúı les seves funcions
abelianes en termes de funcions ℘i,j (de Klein):

℘ij(u) := −
∂2

∂ui ∂uj
log σ(u), 1 ≤ i, j ≤ g.

La funció σ de Klein s’obté per una normalització convenient de la funció
theta de Riemann ϑ(u, Z). És anàloga a la funció σ de Weierstrass, i és una
funció automorfa per al grup simplèctic modular. En aquest cas, les coor-
denades dels punts zk(u) = (xk(u), yk(u)) solució del problema d’inversió
s’obtenen a partir de les arrels d’equacions algebraiques (Bolza). Les fun-
cions simètriques elementals de les arrels proporcionen funcions abelianes,
que s’expressen en termes de les funcions ℘i,j i les seves derivades.

Weierstrass i Riemann s’havien adonat que les funcions theta que obte-
nien en imposar la convergència de les sèries theta eren més generals que
les estrictament necessàries per expressar les funcions abelianes de gènere
g. En efecte, el mòdul Z de les sèries depenia de 1

2g(g + 1) paràmetres; en
canvi, les funcions hiperel·ĺıptiques depenien únicament de 2g−1 paràmetres
i, més generalment, les funcions abelianes ho feien de 3g − 3 paràmetres.
Aquests nombres de paràmetres eren els mı́nims necessaris en la definició
de la classe d’equivalència birracional de F (x, y) = 0.

Riemann havia demostrat que una funció meromorfa no constant de
n variables no podia tenir més de 2n peŕıodes linealment independents,
generalitzant aix́ı un resultat obtingut per Liouville i Weierstrass en gènere
1. Weierstrass demostrà que el cos de les funcions meromorfes de n variables
i 2n-periòdiques és finitament generat sobre C i de grau de transcendència ≤
n sobre C. Al mateix temps, Riemann estava convençut que qualsevol funció
meromorfa periòdica era expressable com a quocient de funcions theta.

L’any 1862, Hermite posà de manifest que els peŕıodes de qualsevol
funció meromorfa periòdica, provingués o no de la inversió d’integrals abe-
lianes, satisfeien unes relacions bilineals semblants a les obtingudes per Rie-
mann. Aquestes relacions s’expressen per mitjà d’una forma hermı́tica po-
sitiva. La forma canònica de les relacions s’obté a partir de la reducció,
deguda a Frobenius, d’una forma alternada de coeficients enters associada
a la forma hermı́tica. (Les polaritzacions que en resulten poden no ser
principals.)

El problema general de l’expressió de les funcions de n variables mero-
morfes i 2n-periòdiques com a quocients de funcions theta fou resolt per
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Poincaré i Picard [P-P1883] per mitjà de funcions theta abelianes de g
variables amb g ≥ n. Poincaré [Poi1884], [Poi1904] provà aix́ı mateix que
el caràcter algebraic d’un tor complex implica l’existència d’una forma de
Riemann; el tor complex Cn/Λ és de dimensió algebraica n si, i només si,
la forma de Riemann és no degenerada. En aquest cas, el tor s’nomenà una
varietat de Picard (varietat abeliana). Poincaré obtingué també el teorema
de reductibilitat completa per a aquestes varietats [Poi1884].

El problema d’expressar qualsevol funció periòdica com a quocient de
funcions theta estigué en un principi relacionat amb el problema de la re-
ducció d’integrals abelianes. Un teorema degut a Wirtinger permeté, mit-
jançant l’ús de transformades enteres d’ordre superior de funcions theta
(isogènies), caracteritzar les funcions theta abelianes de g variables expres-
sables com a producte de funcions theta de g−n variables i de funcions theta
generals de n variables. D’aquesta manera, la teoria de les funcions theta
generals es recuperà a partir de la teoria de les funcions theta abelianes, no
de manera directa, sinó a través de quocients.

Molt més dif́ıcil resultà el càlcul de les

1

2
g(g + 1)− (3g − 3) =

1

2
(g − 2)(g − 3)

relacions que satisfan els mòduls Z de les funcions theta abelianes. En aques-
ta direcció, resultats particulars foren obtinguts per Schottky i Poincaré en
el cas g = 4.

Els clàssics dividiren les transformacions que fixen un mòdul en multi-
plicacions complexes, dites principals per Frobenius, o més generals, dites
singulars per Humbert. Königsberger demostrà que quan el mòdul Z ad-
met multiplicacions complexes, aleshores les funcions theta corresponents
descomponen en producte de funcions theta d’un nombre inferior de varia-
bles.

Les referències bibliogràfiques dels treballs esmentats es troben ma-
joritàriament a [Kra03].

A la primera meitat del segle XX es prodúı una transició de resultats
anaĺıtics sobre funcions theta vers resultats geomètrics, vàlids sobre un cos
algebraicament tancat qualsevol. La teoria de les funcions abelianes i les
funcions theta abelianes derivà en l’estudi de les corbes i les seves jacobianes.
Sembla ser que Klein fou el primer en utilitzar el terme varietat jacobiana.
La teoria de les funcions periòdiques i les funcions theta generals derivà
en l’estudi de les varietats abelianes. La base anaĺıtica de les isogènies de
les varietats abelianes fou la teoria de les transformacions enteres d’ordre
superior de les funcions theta.
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Entre els autors que estudiaren les funcions theta a la fi del peŕıode
clàssic, hi trobem:

Lefschetz (1884-1972),

Weyl (1885-1955),

Hecke (1887-1947),

Torelli [1913],

de Franchis [1913; 1943],

Scorza [1916; 1921],

Rosati [1918],

Castelnuovo (1865-1952),

Severi (1879-1961),

Siegel (1896-1981),

Weil (1906-1998).1

L’any 1921, Lefschetz demostrà el teorema d’immersió de tota varietat
abeliana complexa en un espai projectiu. El terme varietat abeliana s’im-
posà a partir de la publicació de la memòria de Lefschetz [Lef21]. En ella
hi llegim:

An Abelian variety of genus p, Vp, is a variety whose non-homo-
geneous point coordinates are equal to 2p-ply periodic meromorphic
functions of p arguments u1, . . . , up, or whose homogeneous point co-
ordinates are proportional to theta’s of the same order and continuous
characteristic. The variety is algebraic (Weierstrass) and of dimen-
sionality p. When the periods are those of an algebraic curve of genus
p, Vp is called a Jacobi variety.

4.2 Conceptes preliminars

Començarem per recordar alguns conceptes, habituals en la literatura, que
necessitarem tot seguit.

1. Desconec la data del naixement i de la mort d’alguns autors; en aquest cas,
la data que segueix al nom indica l’any d’una publicació rellevant; les referències
corresponents es poden trobar a la bibliografia de [Lan-Bir92].
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4.2.1 Espais hermı́tics

Sigui T un C-espai vectorial de dimensió g, que interpretarem, també, com
a un R-espai vectorial de dimensió 2g. Definim els C-espais vectorials

T ′ = HomC(T,C), T ′′ = AntHomC(T,C),

per als quals se satisfà que dimCT ′ = dimCT ′′ = g. Es té que

HomR(T,R) ' T ′ ⊕ T ′′, f 7→ 1

2
(f ′ + f ′′),

on f ′(u) := f(u)− if(iu), f ′′(u) = f(u) + if(iu).

Una forma hermı́tica sobre l’espai vectorial T és una aplicació H : T ×
T → C que satisfà les propietats

(i) H(u1 + u2, v) = H(u1, v) +H(u2, v),

(ii) H(λu, v) = λH(u, v),

(iii) H(u, v) = H(v, u); per a ui, u, v ∈ T , λ ∈ C.

Els espais hermı́tics (T,H) es relacionen amb els espais simètrics i amb
els hemisimètrics. En efecte, les fórmules

H(u, v) = S(u, v) + iA(u, v), S(u, v), A(u, v) ∈ R

permeten associar a tota forma hermı́tica H una forma R-bilineal simètrica
S(u, v) i una forma R-bilineal alternada A(u, v) ambdues satisfent les igual-
tats

S(iu, iv) = S(u, v), A(iu, iv) = A(u, v).

A la vegada, la fórmula Φ(u) := H(u, u) = S(u, u) proporciona una forma
quadràtica de 2g variables.

Cadascuna d’aquestes formes determina les restants, tal com mostren
les identitats

2S(u, v) = Φ(u+ v)− Φ(u)− Φ(v),

S(u, v) = A(iu, v), A(u, v) = −S(iu, v).
La matriu de A s’obté a partir de la matriu de H. Si T ′ = 〈ω1, . . . , ωg〉,
aleshores de

H(u, v) =

g∑

i,j=1

hi,jωi(u)ωj(v), hi,j ∈ R,

s’obté

A(u, v) =
1

2i

g∑

i,j=1

hi,j [ωi(u)ωj(v)− ωj(u)ωi(v)].
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4.2.2 Reducció de formes alternades.

El resultat següent és degut a Frobenius. Associa a tota forma alternada
d’entrades enteres el conjunt dels seus divisors elementals.

Denotem per Λ ' Z2g una xarxa de l’espai vectorial T ' Cg. Sigui
E : Q2g ×Q2g → Q una forma Q-bilineal alternada sobre Λ⊗Z Q. Suposem
que és Z-valorada sobre Λ:

E(Λ,Λ) ⊆ Z.

Sigui A ∈ M(2g,Z) la matriu de E en una base de Λ. Aleshores, existeix
una matriu U ∈ GL(2g,Z) tal que

tU AU =

[
0 D
−D 0

]
,

on D = diag[e1, . . . , eg] és una matriu diagonal per a la qual e1| . . . |eg. La
forma E s’anomena de tipus D. El valor Pf(E) := |detD| és el pfaffià de la
forma alternada. El pfaffià redüıt, Pf. red. (E), és el producte dels termes
ei 6= 0.

4.2.3 Els grups simplèctics

Definim

Sp(2g,R) =

{
M ∈M(2g,R) : tM

[
0 Ig
−Ig 0

]
M =

[
0 Ig
−Ig 0

]}

=

{[
a b
c d

]
∈M(2g,R) : a, b, c, d ∈M(g,R),

ta d− tc b = Ig,
ta c = tc a, tb d = td b

}
.

El grup simplèctic Sp(2g,R) opera en el semi-espai superior de Siegel

Hg := {Z ∈M(g,C) : tZ = Z, Im(Z) > 0},

format per les matrius g×g simètriques de part imaginària definida positiva.
La seva acció és donada per

M〈Z〉 := (aZ + b)(cZ + d)−1, Z ∈ Hg, M ∈ Sp(2g,R).
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Considerem, també, el grup simplèctic modular format per les matrius de
Sp(2g,R) d’entrades enteres:

Sp(2g,Z) =
{[
a b
c d

]
∈ Sp(2g,R) : a, b, c, d ∈M(g,Z)

}
.

Les matrius

Jg =

[
0 Ig
−Ig 0

]
; Aα =

[
Ig α
0 Ig

]
on α ∈M(g,Z), α = tα;

Bβ =

[
β 0
0 tβ−1

]
, on β ∈ GL(g,Z);

pertanyen a Sp(2g,Z) i les dues primeres famı́lies proporcionen un sistema
de generadors per a aquest grup. En particular,

Sp(2g,Z) ⊆ SL(2g,Z).

A més d’aquests grups, necessitarem els grups simplèctics i els grups de
semblances simplèctiques associats a un tipus. Es defineixen com segueix:

SpD(2g,R) =

{
M ∈M(2g,R) :M

[
0 D
−D 0

]
tM =

[
0 D
−D 0

]}
,

GSpD(2g,R) =

{
M ∈M(2g,R) :M

[
0 D
−D 0

]
tM = n

[
0 D
−D 0

]}
.

La seva acció en Hg és donada per

M〈Z〉 := (aZ + bD)(D−1cZ +D−1dD)−1, Z ∈ Hg.

El subgrup principal de congruència de nivell N de SpD(2g,Z) es de-
fineix com

ΓD[N ] :=

{[
a b
c d

]
∈ SpD(2g,Z) : a− Ig ≡ b ≡ c ≡ d− Ig ≡ 0 (modN)

}
.

4.3 Funcions 2g-periòdiques i funcions theta

Considerem, d’acord amb Riemann, funcions theta amb caracteŕıstiques
ta, tb ∈ Rg:

ϑ

[
a
b

]
(u, Z) :=

∑

m∈a+Zg
exp(πi(tmZm+ 2tm(u+ b))),
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on u ∈ Cg, Z ∈ Hg. Quan a = b = 0, escriurem ϑ(u, Z) per designar la
funció corresponent.

La consideració de nivells permet ampliar el conjunt de funcions theta.
En general, les funcions theta amb caracteŕıstiques i nivell

ϑ
(α)
N

[
a
b

]
(u, Z)

satisfan les relacions

ϑ
(α)
N

[
a
b

]
(u+m,Z) = exp(2πitam)ϑ

(α)
N

[
a
b

]
(u, Z),

ϑ
(α)
N

[
a
b

]
(u+ Zm,Z) =

exp(−πiN tmZm− 2πiN tbu+ 2πitmb)ϑ
(α)
N

[
a
b

]
(u, Z).

Aquestes relacions permeten deduir la proposició següent.

4.3.1 Proposició. El quocient de dues funcions theta del mateix mòdul Z,
el mateix nivell N i les mateixes caracteŕıstiques:

Q(u) =

ϑ
(1)
N

[
a
b

]
(u, Z)

ϑ
(2)
N

[
a
b

]
(u, Z)

és una funció periòdica de peŕıodes Λ = ZZg + Zg.

Ara podem formular la pregunta natural:

Donat un subgrup discret Λ ' Z2g de Cg, tota funció meromorfa f :
Cg → C ∪ {∞} que satisfaci

f(u+ λ) = f(u), per a tot u ∈ Cg, λ ∈ Λ,

és quocient de funcions theta?

Per respondre la pregunta afirmativament, els clàssics arribaren a la
conclusió que calia que exist́ıs una forma alternada E sobre Λ satisfent certes
condicions restrictives (cf. Teorema 4.3.2). Aleshores, la forma hermı́tica H
constrüıda a partir de E permet la definició de les funcions theta amb nivell
que resolen el problema (cf. Teorema 4.3.4).
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El teorema següent dóna compte de les relacions de Riemann:

4.3.2 Teorema. (cf. [Kra03], [Lan-Bir92])

Siguin Cg = 〈e1, · · · , eg〉, Λ = 〈λ1, . . . , λ2g〉, λi =
∑g

j=1 λi,jej .

Considerem la matriu:

Π = (Π1,Π2) =



λ1,1 . . . λ2g,1
...

...
λ1,g . . . λ2g,g


 ∈M(g × 2g,C).

Suposem que f : Cg → C ∪ {∞} és una funció meromorfa no constant de
xarxa de peŕıodes Λ = ΠZ2g. Aleshores, existeix una forma

E : Cg × Cg → C,

R-bilineal, alternada, de matriu A referida a una base de Λ:

A = (ai,j) ∈M(2g,Z), ai,i = 0, ai,j = −ai,j ,

tal que

(i) ΠA−1tΠ = 0,

(ii) iΠA−1tΠ ≥ 0.

La fórmula H(u, v) = E(iu, v) + iE(u, v) proporciona una forma R-
bilineal sobre Cg. La relació (i) garanteix que H és una forma hermı́tica.
La relació (ii), que H és positiva, atès que H té per matriu 2i(ΠA−1tΠ)−1.
Si E és de tipus D i la matriu A és referida a una base canònica, les relacions
de Riemann són

(i) Π2D
−1tΠ1 −Π1D

−1tΠ2 = 0,

(ii) iΠ2D
−1tΠ1 − iΠ1D

−1tΠ2 ≥ 0.

4.3.3 Definició. Sigui Cg/Λ un tor complex. Tota forma hermı́tica posi-
tiva H sobre Cg per a la qual E = Im(H) és una forma alternada i Z-
valorada sobre Λ s’anomena una forma de Riemann respecte de Λ. Si E
és de tipus D respecte de Λ, H s’anomena de tipus D. Si det(D) 6= 0, la
forma de Riemann es diu no degenerada i H és definida positiva. En aquest
cas, H s’anomena, també, una polarització de Λ. Quan D = (1, . . . , 1), la
polarització es diu que és principal.
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4.3.4 Teorema. (cf. [Kra03]) Suposem donada una xarxa Λ ⊆ Cg dotada
d’una forma de Riemann de tipus D. Aleshores,

(i) El cos C(Λ) de les funcions meromorfes de g variables complexes i de
xarxa de peŕıodes Λ és finitament generat i satisfà gr tr[C(Λ) : C] ≤ g.
Escrivim

Λ ' ZZg +DZg, D = diag[e1 . . . eg], e1| . . . |eg.

(ii) Existeix un enter N tal que tot element de C(Λ) és quocient de dues
funcions theta G1, G2 de nivell N , de la forma

G(u) =

q1−1∑

κ1=0

· · ·
qg−1∑

κg=0

Cκ1,...,κg ϑ

[ a+κ
q

b

]
(Nu,NZ), u ∈ Cg,

on κ = (κ1, . . . , κg), q1 =
N

e1
, . . . , qg =

N

eg
, q = (q1, . . . , qg).

4.4 Les fórmules de transformació

Exposarem en aquesta secció algunes fórmules de transformació de les fun-
cions theta sota l’acció del grup simplèctic modular Sp(2g,Z) i del grup
modular de semblances simplèctiques GSp(2g,Z). En els llibres clàssics,
les semblances simplèctiques de raó n del grup modular s’anomenen ganz-
zahlige Transformationen nter Ordnung. Notem que per a una semblança
simplèctica T de raó n és det(T ) = ng.

4.4.1 Teorema. (cf. [Kra03], [Lan-Bir92]) Siguin (u, Z) ∈ Cg×Hg,
ta, tb ∈

Rg, c = Za+ b. Sigui

M =

[
α β
γ δ

]
∈ Sp(2g,Z).

Aleshores,

ϑ

[
M [c]1

M [c]2

]
(t(γZ + δ)−1u,M〈Z〉) = κ(M) det(γZ + δ)1/2

exp(πi k(M,a, b) + πitu(γZ + δ)−1γu)ϑ

[
a
b

]
(u, Z),

on

k(M,a, b) = t(δa− γb)(−βa+ αb+ (αtβ)0)− tab,

κ(M) ∈ C1 := {z : |z| = 1}, |κ(M)| = 1.
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El càlcul de la constant κ(M) és laboriós. Es tracta d’una arrel vuitena
de la unitat. L’acció dels diferents generadors del grup simplèctic posa de
manifest que

κ2
([

0 Ig
−Ig 0

])
= (−i)g,

κ2
([

Ig α
0 Ig

])
= 1,

κ2
([
β 0
0 tβ−1

])
= detβ = ±1.

Per obtenir les fórmules de transformació de les funcions theta sota
l’acció de GSp(2g,Z), cal estudiar :

(i) La transformació de la xarxa de peŕıodes Λ per semblances simplèc-
tiques de coeficients enters.

(ii) La transformació de l’argument u i del mòdul Z per una semblança
simplèctica de raó n:

(u, Z)Ã (t(γZ + δ)−1u, T 〈Z〉 = (αZ + β)(γZ + δ)−1).

(iii) La transformació de (u, Z) per una composició de semblances simplèc-
tiques de raons n′, n′′.

(iv) La inversió de semblances simplèctiques. La inversió d’un producte
de semblances simplèctiques.

(v) Sistemes de representants de les classes de semblances simplèctiques
enteres de raó n mòdul les de raó 1. En els casos 1 ≤ g ≤ 3 s’obtenen
representants expĺıcits.

També són remarcables les fórmules per a les semblances enteres Tp de
raó p primer (cf. [Kra03]).

Un cop desenvolupats aquests aspectes, es pot enunciar l’acció de les
semblances simplèctiques enteres sobre les funcions theta. La resumim en
el teorema 4.4.2.



4.5. Funcions theta, segons Weil 95

4.4.2 Teorema. (cf. [Kra03]) Sigui T una semblança simplèctica entera de
raó n. Siguin (u′, Z ′) els transformats per T de (u, Z). Aleshores,

ϑ

[
a
b

]
(u, Z) = exp(−U)

0,1,...,n−1∑

i1,...,ig

κi1,...,igϑ



â+ κ

n
b̂


(nu′, nZ ′),

on U , â, b̂ són donats de manera expĺıcita.

El terme de la dreta de la fórmula del teorema correspon a una funció
theta de nivell n. Les constants del sumatori només s’obtenen de mane-
ra expĺıcita en casos particulars. El cas de raó n = 1 és el més senzill.
L’enunciat del teorema es particularitza en fórmules

ϑ

[
a
b

]
(u, Z) = Cexp(−U)ϑ

[
â

b̂

]
(u′, Z ′),

on

C =
1

|det(β)|g−1

√
(−π)g

det(β)det(γZ + δ)
G exp(πiφ(β)) exp(πiψ(a, b)).

Aqúı G denota una suma de Gauss concreta. Quan g ≤ 2, la seva avaluació
es pot portar a terme en funció de śımbols de Legendre. Cal estudiar, també,
el comportament de les sumes de Gauss per composició de transformacions
enteres. El signe de l’arrel és expĺıcit i depèn, al seu torn, de g signes.

El problema de la multiplicació i de la divisió proporcionen situacions
particulars de les fórmules anteriors. En el cas de la multiplicació es té que

ϑ

[
a
b

]
(u, Z) =

0,1,...n−1∑

κ1,...,κg

ϑ

[
a+κ
n
nb

]
(n2u′, n2Z ′)

on u′i =
1

n
ui, Z

′ = Z. En el cas de la divisió, un producte de funcions theta

avaluades en (
u

n
,Z) coincideix amb una suma de funcions theta avaluades

en (u, Z).

En general, les fórmules de transformació s’obtenen a partir de la fórmula
de sumació de Poisson (cf. Cap. 3).

4.5 Funcions theta, segons Weil

En aquesta secció adoptem el punt de vista de Weil [We58]. Veurem que
les funcions theta en el sentit de Weil coincideixen amb les funcions theta
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clàssiques amb caracteŕıstiques quan aquestes es completen amb certs fac-
tors exponencials. Les caracteŕıstiques donen lloc als semicaràcters de la
teoria de Weil.

4.5.1 Definició. Sigui Λ ⊆ Cg un subgrup discret de rang 2g. Una funció
meromorfa f definida en Cg s’anomena una funció theta de Weil respecte
de Λ si satisfà

f(u+ λ) = f(u) exp(2πi(Lλ(u) + cλ)), per a tot λ ∈ Λ,

on Lλ és una C-forma lineal sobre Cg i cλ ∈ C és una constant.

Veurem com construir funcions theta de Weil a partir de funcions theta
clàssiques.

4.5.2 Definició. Sigui H una forma hermı́tica de Cg tal que la seva part
imaginària pren valors enters sobre una xarxa Λ ⊆ Cg. Un semicaràcter de
tipus H és una aplicació

ψ : Λ→ C1 := {z : |z| = 1}

tal que

ψ(λ+ µ) = ψ(λ)ψ(µ) exp(πi Im(H(λ, µ))),

per a λ, µ ∈ Λ.

4.5.3 Proposició. Tota funció theta de Weil f relativa a un tor complex
Cg/Λ satisfà

f(u+ λ) = f(u)×

ψ(λ) exp
(
πH(λ, u) + π

2H(λ, λ) + πΦ(λ, u) + π
2Φ(λ, λ) + 2πiL(λ)

)
,

on H és una forma hermı́tica tal que Im(H)(Λ×Λ) ⊂ Z, Φ és una C-forma
bilineal simètrica, anomenada el calibrador de Weil, ψ és un semi-caràcter
de tipus H i L és una forma lineal.

Designem per T (H,ψ,Φ, L,Λ) el C-espai vectorial de les funcions theta
holomorfes i per T (H,ψ,Λ) el C -espai vectorial de les funcions theta holo-
morfes i redüıdes; és a dir, tals que Φ = 0, L = 0.

Si f ∈ T (H,ψ,Λ) és una funció no nul·la, aleshores la forma hermı́tica
H és positiva.



4.5. Funcions theta, segons Weil 97

A partir de les funcions theta amb caracteŕıstiques

ϑ

[
a
b

]
(u, Z) =

∑

m∈a+Zg
exp(πi(tmZm+ 2tm(u+ b))),

es defineixen les funcions theta amb factor exponencial

ϑ̃

[
a
b

]
(u, Z) := exp(πi(tu(Z − Z)−1u))ϑ

[
a
b

]
(u, Z).

Recordem que (u, Z) ∈ Cg ×Hg,
tr, ts ∈ Rg . Les relacions

ϑ

[
r
s

]
(u+ Za+ b, Z) =

exp(2πi(− 1
2 .
taZa− ta(u+ b+ s))ϑ

[
r + a
s+ b

]
(u, Z) =

exp(2πi(− 1
2 .
taZa− tau+ trb− tsa))ϑ

[
r
s

]
(u, Z);

ϑ

[
r + a
s+ b

]
(u, Z) = exp(2πi(trb))ϑ

[
r
s

]
(u, Z) =

ϑ

[
r
s

]
(u+ b, Z);

ϑ

[
r
s

]
(−u, Z) = ϑ

[
−r
−s

]
(u, Z)

permeten demostrar la proposició següent.

4.5.4 Proposició. Fixats Z ∈ Hg,
ta, tb ∈ Rg, la funció theta amb carac-

teŕıstiques i factor exponencial

ϑ̃(u) := exp(πi(tu(Z − Z)−1u))ϑ
[
a
b

]
(u, Z)

pertany a l’espai T (H,ψ,Λ(Z,D)). És, per tant, una funció theta de Weil.
La forma hermı́tica és donada per

H(u, v) = 2itu (Z − Z)−1v.

El semicaràcter és donat per

ψ(Zr +Ds) = exp(πi(trDs− 2tbr + 2taDs)), r, s ∈ Zg.
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4.5.5 Definició. Un tor complex Cn/Λ és una varietat abeliana si, i només
si, admet una forma de Riemann no degenerada.

El teorema següent proporciona les dimensions dels espais de funcions
theta holomorfes, en el sentit de Weil, i n’explicita una base.

4.5.6 Teorema. Sigui Cn/Λ un tor complex dotat d’una forma de Rie-
mann H. Suposem que Λ = Λ(Z,D). Sigui ψ el semi-caràcter de Λ associat
a H. Suposem que ψ és trivial sobre kerH ∩Λ. Sigui E la forma alternada
associada a H. Aleshores,

dimCT (H,ψ,Φ, L,Λ) = Pf. red. (E).

Fixem caracteŕıstiques a, b i sigui R un sistema complet de representants de
D−1Zn/Zn. Definim

gj(u) := ϑ̃

[
a+ j
b

]
(u, Z), j ∈ R.

Aleshores, {gj}j∈R és una base de T (H,ψ,Λ(Z,D)) com a C-espai vectorial.

Citem el teorema d’immersió de Lefschetz, que es troba també a [We58].

4.5.7 Teorema. Sigui A = Cn/Λ una varietat abeliana associada a una
forma de Riemann H no degenerada. Sigui ψ un semicaràcter associat a
H. Sigui {ϑ0, . . . , ϑm} una base de l’espai de les funcions theta holomorfes
i redüıdes T (3H,ψ3). Aleshores,

(i) L’aplicació ϑ = (ϑ0 : . . . : ϑm) proporciona una immersió de A en una
subvarietat algebraica no singular de Pm.

(ii) L’aplicació ϕ 7→ ϕ ◦ ϑ determina un isomorfisme del cos de les fun-
cions racionals de ϑ(A) en el cos C(Λ) de les funcions meromorfes
de A. En altres paraules, tota funció meromorfa i periòdica respecte
de Λ = Λ(Z,D) s’escriu com a quocient de funcions theta:

P (ϑ0(u, Z), . . . , ϑm(u, Z))

Q(ϑ0(u, Z), . . . , ϑm(u, Z))
,

on P,Q són polinomis homogenis del mateix grau.
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Dept. d’Àlgebra i Geometria

Universitat de Barcelona

Gran Via de les Corts Catalanes, 585

E-08007, Barcelona

bayer@mat.ub.es



Caṕıtol 5

Funcions theta i varietats
abelianes
E. Nart

5.1 Tors complexos

Considerem un C-espai vectorial V de dimensió g i un subgrup Λ ⊆ V que
sigui un reticle, i.e. Λ ⊗Z R−→

∼ V , o equivalentment, les Z-bases de Λ són
també R-bases de V . En particular, Λ té rang finit 2g.

El quocient X = V/Λ és un tor complex de dimensió g. Aquest grup X
hereta de V una estructura natural de varietat complexa, que el converteix
en un grup de Lie complex, connex i compacte.

5.1.1 Proposició. [LB, 1.1] Tot grup de Lie complex, connex i compacte
és anaĺıticament isomorf a un tor complex. 2

Denotem per C(X) el cos de les funcions meromorfes de X. Tenim una
identificació natural:

C(X) ' {V f−→ C | f meromorfa, Λ-periòdica}.

Aquestes funcions 2g-periòdiques s’anomenen funcions abelianes i contenen
com a cas particular les funcions el.ĺıptiques, que corresponen a g = 1.
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5.1.1 Homomorfismes

L’homomorfisme canònic V
π−→ X identifica V amb el revestiment universal

de X i Λ amb π1(X, 0) ' H1(X,Z). Per tant, podem identificar:

Hom(X,X ′) ' {V F−→ V ′ | F C-lineal, F (Λ) ⊆ Λ′},

on X ′ = V ′/Λ′ és un altre tor complex i Hom(X,X ′) denota el grup de
les aplicacions holomorfes f : X → X ′ que respecten l’estructura de grup.
Tenim doncs homomorfismes naturals,

Hom(X,X ′) ↪→ HomC(V, V
′), Hom(X,X ′) ↪→ HomZ(Λ,Λ

′),

que anomenem respectivament representació anaĺıtica i representació racio-
nal del grup Hom(X,X ′). En particular, Hom(X,X ′) és un grup abelià
finitament generat.

Conveni. D’ara endavant, per a qualsevol homomorfisme de tors complexos
f : X −→ X ′ denotarem per F : V −→ V ′ la seva representació anaĺıtica.

5.1.2 Proposició. Sigui f : X −→ X ′ un homomorfisme entre dos tors
complexos de la mateixa dimensió. Aleshores,

f epimorfisme ⇐⇒ Ker(f) finit ⇐⇒ F isomorfisme.

Quan se satisfan diem que f és una isogènia de grau ]Ker(f).

Demostració: f epimorfisme ⇐⇒ F (V ) + Λ′ = V ′ ⇐⇒ F (V ) = V ′,

ja que si dim(F (V )) < dim(V ′) aleshores V ′ no pot ser reunió numerable
de varietats lineals paral.leles a F (V ). D’altra banda,

Ker(f) = F−1(Λ′)/Λ finit ⇐⇒ F−1(Λ′) té rang 2g ⇐⇒ Ker(F ) =
{0}. 2

Per exemple, si n ∈ Z, l’homotècia V
n−→ V dóna sempre lloc a una

isogènia X
n−→ X de grau n2g, ja que Ker(n) = 1

nΛ/Λ ' (Z/nZ)2g.

5.1.2 Matrius de peŕıodes

Fixem BV : e1, . . . , eg una C-base de V i BΛ : a1, . . . , a2g una Z-base de
Λ. La matriu de peŕıodes de X respecte d’aquestes bases és la matriu
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Π ∈Mg×2g(C) que s’obté posant en columna les coordenades dels ai respecte
de la base BV . Tenim, doncs,

(
e1 · · · eg

)
Π =

(
a1 · · · a2g

)
.

És clar que GLg(C)ΠGL2g(Z) és el conjunt de possibles matrius de peŕıodes
del mateix tor complex.

5.1.3 Lema. Denotem per P ⊆ Mg×2g(C) el subconjunt format per totes
les matrius de peŕıodes de tots els tors complexos. Per a qualsevol Π ∈
Mg×2g(C) les següents condicions són equivalents:

1. Π ∈ P.
2. Les columnes de Π són R-linealment independents.

3.

(
ReΠ
ImΠ

)
∈ GL2g(R).

4.

(
Π

Π

)
∈ GL2g(C).

En particular, P és un obert de Mg×2g(C).

Demostració: 1⇐⇒ 2: Per definició, les columnes d’una matriu de peŕı-
odes són R-independents. Rećıprocament, si es dóna aquesta condició, el
subgrup Λ ⊆ Cg generat per les columnes de Π és un reticle i el tor complex
X = Cg/Λ té Π per matriu de peŕıodes respecte de la base canònica de Cg

i la Z-base de Λ formada per les pròpies columnes de Π.

2 ⇐⇒ 3: Sigui e1, . . . , eg la base canònica de Cg. Les columnes de(
ReΠ
ImΠ

)
recullen les coordenades de les columnes de Π respecte de la R-

base de Cg formada per: e1, . . . , eg, ie1, . . . , ieg.

3 ⇐⇒ 4: Es passa d’una matriu a l’altra multiplicant per una matriu
invertible: (

I iI
I −iI

)(
ReΠ
ImΠ

)
=

(
Π

Π

)
.2

5.1.4 Lema. Sigui f : X −→ X ′ un homomorfisme de tors complexos i
siguin Π, Π′ matrius de peŕıodes de X, X ′, en bases respectives BV ,BΛ;BV ′ ,
BΛ′ . Aleshores, les matrius A = M(F ;BV ,BV ′) i R = M(F|Λ;BΛ,BΛ′), de
les representacions anaĺıtica i racional de f satisfan: AΠ = Π′R.
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Demostració:
(
e′1 · · · e′g′

)
AΠ =

(
f(a1) · · · f(a2g)

)
=
(
a′1 · · · a′2g′

)
R =

(
e′1 · · · e′g′

)
Π′R.2

5.1.5 Corol·lari. Amb les mateixes notacions, si f : X −→ X és un endo-
morfisme: (

Π

Π

)−1(
A 0

0 A

)(
Π

Π

)
= R.2

La varietat complexa P parametritza les classes d’isomorfia de tripletes
(X,BV ,BΛ). A cada tripleta li associem una matriu de peŕıodes Π ∈ P i
rećıprocament, a cada Π ∈ P li podem associar la tripleta (Cg/Λ,Bcan,BΛ),
on Λ és el subgrup generat per les columnes de Π i BΛ la Z-base formada per
aquestes mateixes columnes. Pel Lema 5.1.4, dues tripletes són isomorfes si
i només si tenen la mateixa matriu de peŕıodes. En efecte, un isomorfisme
de tripletes té representacions anaĺıtica i racional A = Ig, R = I2g, i per
tant Π = Π′. Rećıprocament, si dues tripletes tenen la mateixa matriu de
peŕıodes, l’isomorfisme entre V i V ′ que envia una C-base a l’altra, envia
automàticament una Z-base en l’altra; en efecte, tindrem A = Ig, Π = ΠR
i, per tant, R = I2g, ja que les columnes de Π són R-independents i les
entrades de R són reals.

Aix́ı doncs, l’espai GLg(C)\P/GL2g(Z) parametritza classes d’isomor-
fisme de tors complexos.

5.1.3 Dualitat

A tot tor complex X = V/Λ li podem associar un tor complex dual X̂ de
la mateixa dimensió. Considerem V̂ := HomR(V,R) el R-dual de V amb
l’estructura complexa determinada per:

(iλ)(v) = −λ(iv), ∀λ ∈ V̂ , ∀v ∈ V.

Prenem com a reticle les formes R-lineals que prenen valors enters sobre Λ:

Λ̂ := {λ ∈ V̂ , λ(Λ) ⊆ Z},

i definim X̂ = V̂ /Λ̂. El fet que Λ̂ és un reticle es dedueix del següent:

5.1.6 Lema. La R-base dual de qualsevol Z-base de Λ és una Z-base de Λ̂.

Demostració: Sigui a1, . . . , a2g una Z-base de Λ i â1, . . . , â2g la seva R-

base dual. Els âi pertanyen a Λ̂, ja que prenen valors enters sobre els aj .
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També generen Λ̂, ja que tot λ ∈ Λ̂ es pot expressar: λ = λ(a1)â1 + · · · +
λ(a2g)â2g. 2

5.1.7 Proposició. L’isomorfisme canònic V
b
−→
∼

ˆ̂
V indueix un isomor-

fisme canònic de tors complexos X −→
∼

ˆ̂
X.

Demostració: Comprovem que b és C-lineal:

b(iv)(λ) = λ(iv) = −(iλ)(v) = −b(v)(iλ) = (ib(v))(λ).

El fet que b(Λ) =
ˆ̂
Λ es dedueix del lema anterior. 2

De manera completament anàloga provaŕıem el caràcter functorial del
pas al dual. Qualsevol homomorfisme f : X −→ X ′ determina, via conside-
rar l’aplicació R-dual, F̂ : V̂ ′ −→ V̂ , un homomorfisme dual f̂ : X̂ ′ −→ X̂
de tors complexos.

5.1.8 Proposició. El pas al dual determina un functor contravariant exac-
te de la categoria dels tors complexos en ella mateixa. Aquest functor aplicat
dues vegades és naturalment equivalent a la identitat.2

Tot homomorfisme de tors complexos, f : X −→ X ′, dóna lloc a un
aparellament:

Ker(f)×Ker(f̂) −→ C1, (v, λ′) 7→ exp(2πiλ′(F (v))),

on C1 = {z ∈ C | |z| = 1}. En efecte,

(F (v) ∈ Λ′, λ′ ∈ Λ̂′) ó (F̂ (λ′) ∈ Λ̂, v ∈ Λ) =⇒ λ′(F (v)) ∈ Z.

5.1.9 Proposició. Si f és una isogènia, aquest aparellament és perfecte.

En particular, deg(f) = deg(f̂).

Demostració: Com que F i F̂ són isomorfismes,

λ′(F (v)) ∈ Z, ∀v ∈ F−1(Λ′) ⇐⇒ λ′(v′) ∈ Z, ∀v′ ∈ Λ′ ⇐⇒ λ′ ∈ Λ̂′,

λ′(F (v)) ∈ Z, ∀λ′ ∈ F̂−1(Λ̂) ⇐⇒ λ(v) ∈ Z, ∀λ ∈ Λ̂ ⇐⇒ v ∈ Λ,

la darrera equivalència, conseqüència del Lema 5.1.6. 2
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5.1.10 Proposició. L’homomorfisme V̂ −→ HomZ(Λ,C1) tal que λ 7→
exp(2πiλ(−)), determina un isomorfisme canònic i functorial entre X̂ i
HomZ(Λ,C1).

Demostració: De la successió exacta:

0 −→ Z −→ R
exp(2πi−)−→ C1 −→ 0,

dedüım, prenent HomZ(Λ,−), una altra successió exacta:

0 −→ HomZ(Λ,Z) −→ HomZ(Λ,R) −→ HomZ(Λ,C1) −→ 0,

i a través de la identificació natural HomZ(Λ,R) = HomR(V,R) = V̂ , el
subgrup HomZ(Λ,Z) es correspon amb Λ̂.

La functorialitat fa referència a la commutativitat del diagrama:

X̂ −→
∼ HomZ(Λ,C1)

f̂ ↑ ↑ F ∗
X̂ ′ −→

∼ HomZ(Λ′,C1),

per a tot homomorfisme f : X −→ X ′. La comprovació és immediata. 2

5.1.4 Àlgebra hermitiana

Una forma hermitiana sobre V és un aparellament,

H : V × V −→ C,

que és C-lineal sobre la primera variable i satisfà H(v, u) = H(u, v), per
a tot (u, v) ∈ V × V . En particular, és C-antilineal respecte de la segona
variable i H(u, u) ∈ R per a tot u ∈ V .

En coordenades respecte d’una C-base de V , vindria donada per:

(u, v) 7→ utHv, H ∈Mg(C), H
t
= H,

pensant les coordenades dels vectors com a matrius-columna.

D’ara endavant, sempre que tinguem una forma hermitiana sobre un C-
e.v. denotarem per E = ImH la seva part imaginària. La forma R-bilineal,

E : V × V −→ R,
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és alternada (E(u, u) = 0 ja que H(u, u) ∈ R) i invariant per i (E(iu, iv) =
E(u, v) ja que H(iu, iv) = H(u, v)). Les formes H i E es determinen l’una
a l’altra per:

H(u, v) = E(iu, v) + iE(u, v).

A més a més, rad(H) = rad(E). En particular,

H no-degenerada sii E no-degenerada.

En coordenades, la relació entre H i E es tradueix en:

5.1.11 Lema. Sigui H la matriu d’una forma hermitiana sobre V , respecte
de la C-base e1, . . . , eg. Aleshores la matriu de E respecte de la R-base
e1, . . . , eg, ie1, . . . , ieg és:

(
ImH −ReH

ReH ImH

)

Demostració: (E(ej , ek)) = (E(iej , iek)) = ImH, (E(iej , ek)) = ReH,

(E(ej , iek)) = −ReHt = −ReH, ja que ReH és simètrica. 2

Grup de Néron-Severi

El grup de Néron-Severi d’un tor complex X = V/Λ és:

NS(X) := {H f. hermitiana sobre V | E(Λ× Λ) ⊆ Z}.
L’operació de grup ve donada per la suma de formes hermitianes.

Una polarització de X és una H ∈ NS(X) definida positiva. Denotem
el conjunt de les polaritzacions per:

NS+(X) := {H ∈ NS(X) | H > 0} ⊆ NS(X).

Clarament, NS(X) és un grup abelià finitament generat (isomorf a un
subgrup additiu de M2g(Z) via fixar una base de Λ). Les polaritzacions
formen un submonoide de NS(X) que no té una estructura massa clara. De
fet, per a la immensa majoria de tors complexos és el conjunt buit.

5.1.12 Proposició. Si H ∈ NS(X), existeix una Z-base a1, . . . , ag, b1, . . . , bg
de Λ tal que la matriu de E en aquesta base és:

JD :=

(
0 D
-D 0

)
, D = diag(d1, . . . , dg),
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amb d1 | · · · | dg enters no-negatius (positius si E no-degenerada). La ma-
triu D està uńıvocament determinada i s’anomena el tipus de E (o de H).

Les bases amb aquesta propietat s’anomenen bases E-simplèctiques de Λ.

Demostració: Si E = 0 la Proposició és trivial. Si E 6= 0, considerem
a1, b1 ∈ Λ tals que m = E(a1, b1) és mı́nim entre els valors positius de E.
Clarament, E(Λ,Λ) = mZ i tot element ` ∈ Λ satisfà:

`− E(a1, `)

m
b1 −

E(`, b1)

m
a1 ∈

〈
a1, b1

〉⊥
.

Amés, aquesta expressió és única, de manera que Λ = Za1⊕Zb1⊕
〈
a1, b1

〉⊥
.

Iterant el procediment amb E|〈a1,b1〉⊥ constrüım una base simplèctica.

La matriu de E en qualsevol Z-base de Λ és P tJDP , amb P ∈ GL2g(Z).
Per tant, totes aquestes matrius tenen els mateixos divisors elementals:

d1 | d21 | d21d2 | d21d22 | · · · | d21 · · · d2g−1dg | d21 · · · d2g−1d2g,

i per tant la famı́lia d1, . . . , dg és un invariant de E. 2

5.2 Fibrats de ĺınia sobre tors complexos

Fixem un tor complexX i denotem per OX el feix de les funcions holomorfes
sobre X. Un feix invertible sobre X és un OX -mòdul localment lliure de
rang 1. Les classes d’isomorfisme de feixos invertibles formen un grup amb
l’operació ⊗; és l’anomenat grup de Picard:

Pic(X) = (feixos invertibles/isom,⊗).

Una funció theta sobre X és una secció global d’un feix invertible.
Abans d’ocupar-nos d’aquestes seccions globals, determinarem l’estructura
de Pic(X).

5.2.1 Dades d’Appell-Humbert

Donem primer una interpretació de Pic(X) en termes de cohomologia de
grups. Considerem el grup abelià multiplicatiu de les funcions holomorfes
sobre V que no s’anul.len enlloc:

O∗(V ) := {h : V −→ C∗ | h holomorfa}.
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Dotem O∗(V ) d’estructura de Λ-mòdul, fent operar els elements de Λ per
translació:

(a · h)(u) = h(u+ a), ∀a ∈ Λ, ∀u ∈ V, ∀h ∈ O∗(V ).

Recordem la definició del primer grup de cohomologia del grup Λ amb coe-
ficients en O∗(V ) com a 1-cocicles mòdul 1-covores:

H1(Λ,O∗(V )) := Z1(Λ,O∗(V ))/B1(Λ,O∗(V )),

Z1(Λ,O∗(V )) := {(Aa) ∈ Apl(Λ,O∗(V )) | Aa+b = (b ·Aa)Ab, ∀a, b ∈ Λ},
B1(Λ,O∗(V )) := {(h/(a · h)) ∈ Apl(Λ,O∗(V )) | h ∈ O∗(V )}.

Cada 1-cocicle (Aa) es pot considerar com una famı́lia de factors d’au-
tomorfia que dóna lloc a un feix invertible LA que assigna a cada obert U
de X el OX(U)-mòdul:

LA(U) = {π−1(U)
θ−→ C | θ holomorfa,

θ(u+ a) = Aa(u)θ(u), ∀a ∈ Λ, ∀u ∈ π−1(U)}.

Dos 1-cocicles cohomòlegs donen lloc a feixos isomorfs:

5.2.1 Lema. Siguin (Aa) ∈ Z1(Λ,O∗(V )), h : V −→ C∗ holomorfa i (A′a) =

(Aa
h(−)

h(−+a) ). Aleshores, multiplicar per h determina un isomorfisme de OX-

mòduls entre LA′ i LA:

LA′(U)−→∼ LA(U), θ 7→ hθ.2

Tenim, doncs, un homomorfisme ben definit: H1(Λ,O∗(V ))→ Pic(X).

5.2.2 Proposició. L’aplicació (Aa) 7→ LA determina un isomorfisme:

H1(Λ,O∗(V ))−→∼ Pic(X).

Demostració: Cada 1-cocicle (Aa) dóna lloc a un 1-cocicle de Čech de
manera natural. Prenem un recobriment per oberts, X = ∪i∈IUi, amb els
Ui prou petits perquè hi hagi oberts connexos Wi ⊆ π−1(Ui) que s’apliquen
biholomorfament sobre Ui per la projecció canònica π. Per a cada parell
(i, j) tal que Ui ∩ Uj 6= ∅, hi ha un únic aij ∈ Λ tal que:

π−1(Ui ∩ Uj) ∩Wj = aij +
(
π−1(Ui ∩ Uj) ∩Wi

)
.
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Prenent aij = 0 si Ui ∩ Uj = ∅, els aij satisfan:

aij + ajk = aik, ∀i, j, k ∈ I.
Per tant, si definim fij : Ui ∩ Uj −→ C per:

Aaij : Wi

π
−→
∼ Ui

fij−→ C,

obtenim un 1-cocicle de Čech.

Deixem com a exercici comprovar que aix́ı es determina un isomorfisme:

H1(Λ,O∗(V ))−→∼ H1(X,O∗X), (5.1)

i que a través de l’isomorfisme canònicH1(X,O∗X)−→∼ Pic(X) el feix associat
a aquest 1-cocicle de Čech és isomorf a LA. 2

Més generalment, per a qualsevol varietat complexa X amb revestiment
universal X̃, aquesta construcció determina un isomorfisme

H1(π1(X), H0(X̃,O∗
X̃
))−→∼ Ker

(
H1(X,O∗X) −→ H1(X̃,O∗

X̃
)
)
.

En el nostre cas, H1(V,O∗V ) = 0 i obtenim l’isomorfisme (5.1).

Veurem a continuació que hi ha una manera canònica de triar un 1-
cocicle de cada classe de H1(Λ,O∗(V )) i parametritzar aquesta tria amb
uns elements força computables, les anomenades dades d’Appell-Humbert.

Definició. Donat H ∈ NS(X), un H-semicaràcter és una aplicació, Λ
α−→

C1 que satisfà:

α(a+ b) = α(a)α(b)(−1)E(a,b), ∀a, b ∈ Λ. (5.2)

Tot H ∈ NS(X) admet H-semicaràcters. De fet, per a una elecció
arbitrària d’imatges a C1 d’una Z-base de Λ, la relació (5.2) determina
uńıvocament un H-semicaràcter.

Denotem per AH(X) el grup de dades d’Appell-Humbert. És el con-
junt de tots els parells (α,H), on H ∈ NS(X) i α és un H-semicaràcter.
L’operació de grup ve donada per:

(α,H)(α′, H ′) = (αα′, H +H ′).

Tenim una successió exacta evident:

0 −→ HomZ(Λ,C1) −→ AH(X) −→ NS(X) −→ 0
(α, 0) (α,H) H
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5.2.3 Proposició. [LB, 2.2] L’aplicació,

AH(X) −→ Z1(Λ,O∗(V ))

(α,H) 7→ Aa(u) = α(a) exp(πH(u, a) + π
2H(a, a)), determina un iso-

morfisme AH(X)−→∼ H1(Λ,O∗(V )).

Ajuntant les Proposicions 5.2.2 i 5.2.3 obtenim una visió força concreta
de l’estructura de Pic(X).

5.2.4 Teorema. (Appell-Humbert) Hi ha un isomorfisme canò-
nic entre AH(X) i Pic(X), que encaixa en el diagrama commutatiu de
successions exactes:

0 −→ HomZ(Λ,C1) −→ AH(X) −→ NS(X) −→ 0

↓o ↓o ||
0 −→ Pic0(X) −→ Pic(X)

c1−→ NS(X) −→ 0 .2

El subgrup Pic0(X) de Pic(X) està constitüıt, per definició, per les
classes de feixos invertibles anaĺıticament equivalents a OX . Un feix L,
doncs, pertany a Pic0(X) si existeixen una varietat complexa T , un feix
invertible L sobre X × T i punts t0, t1 ∈ T de manera que Lt1 ' L i Lt0 '
OX . L’homomorfisme c1 és la primera classe de Chern, via reinterpretar
NS(X) com un cert subgrup de H2(X,Z) [LB, 2.1]. El teorema d’Appell-
Humbert dóna també, doncs, una identificació entre NS(X) i el grup de
classes de feixos invertibles mòdul equivalència anaĺıtica.

D’ara endavant, identificarem:

Pic(X) = AH(X),

PicH(X) := c−11 (H) = {(α,H) | α H-semicaràcter},
Pic0(X) = {(α, 0), α ∈ HomZ(Λ,C1)} ' HomZ(Λ,C1) '

∧
X .

Donat L = (α,H) ∈ Pic(X), sovint abusarem del llenguatge i deno-
tarem també per L el feix invertible sobre X associat a l’1-cocicle (Aa)a∈Λ
canònicament associat a les dades d’Appell-Humbert (α,H) (Proposicions
5.2.2 i 5.2.3). A la secció següent obtindrem descripcions expĺıcites, en ter-
mes de les dades (α,H), dels espais H0(X,L) de funcions theta associades a
feixos invertibles. D’entrada, és molt senzill traduir en termes de les dades
d’Appell-Humbert les operacions més usuals entre feixos invertibles:

5.2.5 Lema. Si X ′
f−→ X és un homomorfisme de tors complexos,

f∗(α,H) = (F ∗α, F ∗H).
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Si X
tx−→ X és la translació per x ∈ X,

t∗x(α,H) = (α exp(2πiE(x,−)), H),

on x denota també qualsevol aixecament a V .

Demostració: Fent operar f∗ sobre les seccions globals veiem que f ∗(L)
té factors d’automorfia (Bb = F ∗(AF (b)))b∈Λ′ i aquest és precisament el
1-cocicle associat a les dades d’Appell-Humbert (F ∗(α), F ∗(H)).

Anàlogament, t∗x(L) té factors d’automorfia (Ba = Aa(−+ x))a∈Λ. Les
dades d’Appell-Humbert (α exp(2πiE(x,−)), H) tenen per 1-cocicle asso-
ciat:

Ca(u) = α(a) exp(2πiE(x, a)) exp(πH(u, a) +
π

2
H(a, a)).

Els 1-cocicles (Ba), (Ca) són cohomòlegs ja que:

Ba(u)Ca(u)
−1 = exp(πH(x, a)− 2πiE(x, a)) =

h(u)

h(u+ a)
= h(a)−1,

essent h : V −→ C∗ la funció definida per exp(−πλ(−)), on

λ(−) = H(x,−)− 2iE(x,−).

Com que λ és C-lineal, la funció h és holomorfa i satisfà h(u+a) = h(u)h(a).
2

5.2.6 Corol·lari. Sigui H ∈ NS(X). Per a qualssevol x ∈ X, L ∈ PicH(X),

t∗x(L)⊗ L−1 = (exp(2πiE(x,−)), 0) ∈ Pic0(X),

és independent de L.2

5.2.7 Corol·lari. (Teorema del quadrat)

t∗x+y(L)⊗ L ' t∗x(L)⊗ t∗y(L) ∀x, y ∈ X, ∀L ∈ Pic(X).2

5.2.2 Homomorfisme NS(X) −→ Hom(X,Pic0(X))

Tot H ∈ NS(X) determina un homomorfisme de tors complexos X → X̂,
indüıt per:

ψH : V −→ V̂ , u 7→ E(u,−).
En efecte, és C-lineal i envia Λ dins Λ̂:

E(iu, v) = −E(u, iv) = iE(u,−)(v); u ∈ Λ =⇒ E(u,Λ) ⊆ Z.
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Denotem per ϕH l’homomorfisme X → Pic0(X) que obtenim compo-
nent l’homomorfisme anterior amb l’isomorfisme X̂ −→

∼ Pic0(X) de la Pro-
posició 5.1.10:

ϕH : X −→ Pic0(X), x 7→ (exp(2πiE(x,−)), 0).

Denotem el nucli per K(H) := Ker(ϕH) = ΛE/Λ, on ΛE = ψ−1H (Λ̂), i.e.

ΛE := {u ∈ V | E(u,Λ) ⊆ Z}.

5.2.8 Proposició. ϕH isogènia ⇐⇒ H no-degenerada.

En aquest cas, ]K(H) = detΛ(E) = d21 · · · d2g.

Demostració: Tant el fet que ϕH sigui isogènia, com el fet que H sigui
no-degenerada equivalen a que ψH sigui isomorfisme.

Si a1, . . . , ag, b1, . . . , bg és una base E-simplèctica de Λ, aleshores

1

d1
a1, . . . ,

1

dg
ag,

1

d1
b1, . . . ,

1

dg
bg

és una Z-base de ΛE . 2

Pel Lema 5.2.5 i la Proposició 5.2.8, si L ∈ PicH(X) iH és no-degenerada,
els feixos t∗x(L) recorren tot PicH(X). Més precisament,

5.2.9 Corol·lari. Si H no-degenerada, qualsevol elecció de L0 = (α0, H)
dins de PicH(X) determina una bijecció:

V/ΛE
ϕH−→
∼ Pic0(X)

L0⊗−−→ PicH(X)

c 7→ (exp(2πiE(c,−)), 0) 7→ (α0 exp(2πiE(c,−)), H) = t∗c(L0).

Aquesta parametrització de PicH(X) juga un paper clau en la descripció
expĺıcita de funcions theta. A la secció 3 calcularem l’espai de funcions theta
H0(X,L0) per a un feix invertible L0 ∈ PicH(X) especialment escollit i des-
criurem les funcions theta associades a tots els altres feixos de PicH(X) en
termes de H0(X,L0) i l’invariant c ∈ V/ΛE .
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5.2.3 Varietats abelianes polaritzades

5.2.10 Teorema. [K, Th.2.1] Per a tot L = (α,H) ∈ Pic(X),

• H0(X,L) és un C-e.v. de dimensió finita.

• H0(X,L) 6= 0 ⇐⇒ H ≥ 0 i α(Λ ∩ rad(H)) = {1}.2

Definició. Una varietat abeliana és un tor complex X amb NS+(X) 6=
∅. Un parell (X,H), amb H ∈ NS+(X), s’anomena una varietat abeliana
polaritzada.

5.2.11 Proposició. Tot tor complex X admet una varietat abeliana quo-
cient, Y , tal que la projecció canònica p : X −→ Y és un homomorfisme
universal de X en una varietat abeliana.

Demostració: Considerem el subsemigrup de NS(X) format per les formes
semidefinides positives:

NS≥(X) = {H ∈ NS(X) | H ≥ 0}.

Per a qualssevol H,H ′ ∈ NS≥(X), es té: rad(H + H ′) = rad(H) ∩
rad(H ′). Com que estem en un espai vectorial de dimensió finita, existeixen
H1, . . . , Hr ∈ NS≥(X) tals que, prenent H0 = H1 + · · ·+Hr, es té:

∩H∈NS≥(X) rad(H) = ∩ri=1 rad(Hi) = rad(H0).

Per a tot H ∈ NS≥(X), si W = rad(H), el tor complex quocient
XH = (V/W )/((Λ + W )/W ) és una varietat abeliana, ja que la pròpia
H indueix una polarització sobre XH . El pas al quocient X ³ XH fac-
toritza a través de XH0 : X ³ XH0 ³ XH . D’altra banda, si f : X −→ X ′

és un homomorfisme de X en una varietat abeliana, el pull-back d’una po-
larització de X ′ és un H ∈ NS≥(X) i l’homomorfisme f factoritza a través
de X ³ XH . 2

5.2.12 Corol·lari. Sigui L = (α,H) ∈ Pic(X) tal que H0(X,L) 6= 0.
Aleshores, existeix M ∈ Pic(Y ) tal que L = p∗(M) i

p∗ : H0(Y,M) −→ H0(X,L),

és un isomorfisme. En particular, p∗ : C(Y ) −→ C(X) és un isomorfisme.
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Demostració: Pel Teorema 5.2.10, H ≥ 0 i α és trivial sobre Λ ∩ W ,
on W = rad(H). Per tant, tenim unes dades d’Appell-Humbert L =
(α,H) indüıdes sobre el tor XH , quocient de X. Clarament L = p∗(L)
i p∗ : H0(XH , L) −→ H0(X,L) és injectiu. Per veure que és un isomorfisme
cal veure que qualsevol secció global, θ : V −→ C, de L sobre X és constant
sobre les classes laterals u+W ; això és conseqüència del fet que Λ ∩W és
un reticle de W i θ és holomorfa i Λ ∩W -periòdica. Prenent com a M el
pull-back de L a Y obtenim el resultat. 2

Cada 1-cocicle (Aa) ∈ Z1(Λ,O∗(V )) determina un feix invertible LA so-
bre X i podem considerar una C-base θ0, . . . , θN de l’espai H0(X,LA) de les
seves seccions globals. El punt de coordenades projectives (θ0(x), . . . , θN (x))
no depèn del representant x ∈ V escollit perquè totes les funcions theta
satisfan la mateixa equació funcional. Per tant, obtenim una aplicació mero-
morfa ben definida,

φLA : X −→ PN (C), x 7→ (θ0(x), . . . , θN (x)),

uńıvocament determinada a menys d’automorfismes de PN (C), que reflec-
teixen els possibles canvis de base. Finalment, un 1-cocicle cohomòleg (A′a)
dóna lloc a la mateixa aplicació meromorfa pel Lema 5.2.1. Hem provat,
doncs,

5.2.13 Proposició. Tot L ∈ Pic(X) determina una aplicació meromorfa,

φL : X −→ PN (C), x 7→ (θ0(x), . . . , θN (x)),

uńıvocament determinada a menys d’un automorfisme de PN (C).

Definició. L ∈ Pic(X) és molt ample si φL és una immersió tancada
holomorfa. En aquest cas,

C(X) = C(
θ1
θ0
, . . . ,

θN
θ0

).

L ∈ Pic(X) és ample si L⊗n és molt ample per a algun n ≥ 1.

5.2.14 Teorema. (Lefschetz) Per a tot L = (α,H) ∈ Pic(X),

• L ample ⇐⇒ H ∈ NS+(X) ⇐⇒ H0(X,L) 6= 0 i K(H) finit.

• L ample, d1 ≥ 2 =⇒ φL holomorfa.

• L ample, d1 ≥ 3 =⇒ L molt ample.
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5.2.15 Corol·lari. Per a un tor complex X, són equivalents:

(1) X varietat abeliana.

(2) ∃X|C varietat algebraica projectiva no-singular tal que X ' X an.

(3) C(X) té grau de transcendència dim(X).

Demostració: (1) =⇒ (2) pels teoremes de Chow i de Lefschetz. (2) =⇒
(3) pel principi GAGA: C(X ) ' C(X an). (3) =⇒ (1) per la proposició
5.2.11 i el Corol.lari 5.2.12. 2

Per resultats clàssics de Chow i de Serre, el functor X 7→ X an determina
una equivalència entre les categories de varietats algebraiques completes, no-
singulars sobre C i les varietats complexes compactes que són anaĺıticament
isomorfes a una subvarietat tancada d’un espai projectiu. Hi ha també
un functor L 7→ Lan, que determina una equivalència entre els respectius
conceptes (algebraic i anaĺıtic) de feix invertible, a menys d’isomorfisme
(respectivament algebraic i anaĺıtic). A més a més, hi ha isomorfismes
naturals, H i(X ,L)−→∼ Hi(Xan,Lan).

En particular, tots els resultats vistos fins ara tenen la seva contra-
partida en el món de les varietats abelianes algebraiques definides sobre C.
Per exemple, el teorema d’estructura de Pic(X ) és igualment vàlid, conside-
rant Pic0(X ) com el subgrup de feixos invertibles algebraicament equivalents
a OX .

5.3 Funcions theta associades a una polarit-
zació

Per la Proposició 5.2.11 i el Corol.lari 5.2.12, en l’estudi dels espais de fun-
cions theta H0(X,L) associats a feixos invertibles sobre tors complexos,
podem restringir-nos al cas de varietats abelianes. D’ara endavant, doncs,
fixem una varietat abeliana X, una polarització H ∈ NS+(X) i ens ocupem
de la descripció dels espais H0(X,L) per a L ∈ PicH(X).

D’entrada fem observar que la notació H0(X,L) és ambigua, ja que
feixos invertibles de la mateixa classe d’isomorfia donen lloc a (isomorfs
però) diferents espais de funcions theta. El que farem és triar per a cada
classe d’isomorfia L ∈ PicH(X) un 1-cocicle (Aa) ∈ Z1(Λ,O∗(V )) que repre-
senti L i considerar l’espai de funcions theta associat al feix LA constrüıt a
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la Proposició 5.2.2. El Lema 5.2.1 ens permet relacionar els diferents espais
de funcions theta que corresponen a 1-cocicles cohomòlegs.

Per exemple, si prenem l’1-cocicle trivial: Aa(u) = 1, ∀a ∈ Λ, ∀u ∈ V ,
obtenim com a funcions theta les constants, H0(X,OX) = C. Si prenem una

1-covora ( h(−)
h(−+a) ) obtenim el C-e.v. de dimensió 1 generat per h. Si con-

siderem els espais de funcions theta associats a totes les 1-covores, obtenim
O∗(V ). És natural anomenar funcions theta trivials les funcions de O∗(V ).
Clàssicament, es consideren funcions theta normalitzades, escollint deter-
minats representants mòdul multiplicació per funcions theta trivials [SD,
pàg.40]. En aquesta secció farem dues eleccions molt concretes d’aquestes
normalitzacions, que ens duran als conceptes respectius de funcions theta
canòniques i funcions theta clàssiques.

Definició. L’espai de funcions theta canòniques associades a L = (α,H)
és:

H0(X,L)can := {V θ−→ C holom., θ(u+ a) = Aa(u)θ(u), ∀a ∈ Λ,∀v ∈ V },

on {Aa} és l’1-cocicle canònic associat a les dades d’AH de L:

Aa(u) = α(a) exp(πH(u, a) +
π

2
H(a, a)).

Per a tot c ∈ X, la translació tc és un isomorfisme de varietats com-
plexes; per tant, els espais de funcions theta associats a L i t∗c(L) són iso-
morfs. Per exemple, podem considerar l’isomorfisme (que depèn de l’elecció
del representant c ∈ V del punt c ∈ X):

H0(X,L)can −→
∼ H0(X, t∗c(L))can

θ 7−→ exp(−πH(−, c)− π
2H(c, c)) θ(−+ c).

(5.3)

D’altra banda, fixant L0 ∈ PicH(X), hem vist al Corol.lari 5.2.9 que els
t∗c(L0) recorren tot PicH(X). Per tant, és suficient fixar-nos el següent:

Objectiu: Obtenir una descripció expĺıcita d’algun H0(X,L0)can.

La idea clau per assolir-lo consisteix en retocar els 1-cocicles canònics,
multiplicant-los per una determinada 1-covora, per obtenir els 1-cocicles
anomenats clàssics. Aquests 1-cocicles tenen l’avantatge que algunes de les
funcions theta associades són g-periòdiques.
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5.3.1 Descomposicions simplèctiques

Definició. Fixem H ∈ NS+(X). Una descomposició E-simplèctica de X
és una descomposició, Λ = Λ1 ⊕ Λ2, amb Λ1,Λ2 subgrups E-isòtrops (de
rang g).

Notem que l’elecció d’una base E-simpèctica de Λ determina, en parti-
cular, una descomposició E-simplèctica de X. Rećıprocament, donada una
descomposició simplèctica, sempre es possible escollir bases de Λ1 i Λ2 que
formin una base simplèctica de Λ. L’elecció d’una descomposició simplèctica
permet definir diferents estructures dins de X:

Elecció canònica L0 = (α0, H) ∈ PicH(X)

El H-semicaràcter α0 queda determinat pel fet de ser trivial sobre Λ1 ∪Λ2:

Λ
α0−→ C1, α0(a+ b) = (−1)E(a,b), ∀a ∈ Λ1, b ∈ Λ2.

Clàssicament, s’anomena L0 el feix excel.lent associat a la descomposició
simplèctica. Recordem que l’elecció de L0 determina també una bijecció

V/ΛE −→ PicH(X), c 7→ t∗c(L0).

Aquest element c ∈ V/ΛE s’anomena la caracteŕıstica de L = t∗c(L0) res-
pecte de la descomposició simplèctica fixada.

Descomposicions de V , ΛE i K(H)

Considerem, per a r = 1, 2:

Vr = RΛr, ΛEr := (ΛE ∩ Vr), K(H)r := (ΛEr /Λr).

Tenim descomposicions òbvies:

V = V1 ⊕ V2, ΛE = ΛE1 ⊕ ΛE2 , K(H) = K(H)1 ⊕K(H)2.

La descomposició V = V1 ⊕ V2 determina una descomposició de X en
suma directa de dos tors reals, però no complexos, ja que V1, V2 no són
C-subespais. De fet, qualsevol d’ells genera V com a C-e.v.. Per exemple,

u ∈ V2 ∩ iV2 =⇒ H(u, u) = 0 =⇒ u = 0,

per tant, tenim també una descomposició: V = V2 ⊕ iV2.
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Forma C-bilineal simètrica B

Com que H|V2×V2 és una forma R-bilineal real i simètrica, té sentit consi-
derar la forma C-bilineal simètrica,

B : V × V −→ C,

determinada per B|V2×V2 = H|V2×V2 .

Homomorfisme R-lineal V
∧−→ HomC(V,C)

Associem a cada v ∈ V la forma C-lineal:

v̂ =
1

2i
(H −B)(−, v).

5.3.1 Lema. L’homomorfisme R-lineal v 7→ v̂ té les següents propietats:

1. v̂ = 0 ⇐⇒ v ∈ V2.
2. v̂(u)− û(v) = E(u, v).

3. v̂|V2 = E(−, v).
4. La correspondència v 7→ v̂|Λ2 determina un isomorfisme entre ΛE1 i

Λ̂2 := HomZ(Λ2,Z).

Demostració: (1) Com que V = V2 ⊕ iV2 i H,B són C-lineals respecte
de la primera variable, és clar que v̂ = 0 si v ∈ V2. Per veure el rećıproc
és suficient comprovar que ∧ és injectiu sobre iV2. Suposem que (iv)̂ = 0,
amb v ∈ V2. A la força v = 0, ja que:

iH(v, v) = iB(v, v) = B(v, iv) = H(v, iv) = −iH(v, v).

(2) és evident i (3) es dedueix de (2) i (1).

Per provar (4) observem primer que v 7→ v̂|V2 determina un isomor-
fisme R-lineal V1 −→∼ HomR(V2,R). En efecte, són dos R-e.v. de la mateixa
dimensió i per a v ∈ V1 tenim:

v̂(V2) = 0 =⇒ v̂ = 0 =⇒ v ∈ V2 =⇒ v = 0.

Sota aquest isomorfisme, ΛE1 es correspon amb HomZ(Λ2,Z), identificat a les
formes R-lineals que prenen valors enters sobre Λ2; en efecte, per a v ∈ V1:

E(Λ2, v) = v̂(Λ2) ⊆ Z ⇐⇒ E(Λ, v) ⊆ Z ⇐⇒ v ∈ ΛE1 .2



120 Cap. 5 Funcions theta i varietats abelianes

5.3.2 Funcions theta clàssiques

Fixem H ∈ NS+(X) i Λ = Λ1 ⊕ Λ2 una descomposició simplèctica de X.

Definició. L’espai de funcions theta clàssiques associades a L = (α,H) és:

H0(X,L) := {V θ−→ C holomorfa, θ(u+a) = Ca(u)θ(u), ∀a ∈ Λ,∀u ∈ V },

on {Ca} és l’1-cocicle cohomòleg al canònic:

Ca(u) = Aa(u)
h(u)

h(u+ a)
= α(a) exp(2πiâ(u) + πiâ(a)),

on V
h−→ C∗ ve donada per h(u) = exp(π2B(u, u)).

Pel Lema 5.2.1 tenim un isomorfisme expĺıcit entre els espais de funcions
theta canòniques i clàssiques:

H0(X,L)−→∼ H0(X,L)can, θ 7→ θ̃(u) = exp(
π

2
B(u, u)) θ(u).

Aquesta relació ens permet traduir l’isomorfisme (5.3) en un isomorfisme
entre funcions theta clàssiques associades a L i t∗c(L):

H0(X,L)
ρc−→
∼ H0(X, t∗c(L)), θ 7→ θ̃(u) = exp(−2πiĉ(u)− πiĉ(c)) θ(u+ c).

(5.4)

Fem observar que aquest isomorfisme ρc continua depenent de l’elecció
de c ∈ V . Amb aquesta nova normalització de les funcions theta tenim:

5.3.2 Proposició. Les funcions theta clàssiques associades a L0 són Λ2-
periòdiques. Per tant, admeten un desenvolupament en sèrie de Fourier:

θ(u) =
∑

χ∈Λ̂2

cχ exp(2πiχ(u)) =
∑

a∈ΛE
1

ca exp(2πiâ(u)).

Els coeficients de Fourier (ca)a∈ΛE
1
satisfan:

ca+b = exp(−2πib̂(a)− πib̂(b)) ca, ∀a ∈ ΛE1 , b ∈ Λ1. (5.5)

Demostració: Per a a ∈ Λ2 tenim α0(a) = 1 i â = 0; per tant, Ca(u) = 1,
per a tot u ∈ V . La identificació χ = â, amb a ∈ ΛE1 és conseqüència del
Lema 5.3.1(4).
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La relació (5.5) tradueix l’equació funcional de θ. Per a u ∈ V , b ∈ Λ1,

θ(u+ b) =
∑

a∈ΛE
1

ca exp(2πiâ(u+ b)) =
∑

a∈ΛE
1

(exp(2πiâ(b))ca) exp(2πiâ(u)),

Cb(u)θ(u) =
∑

a∈ΛE
1

(
exp(2πib̂(b))ca

)
exp(2πi(â+ b̂)(u)) =

=
∑

a∈ΛE
1

(
exp(2πib̂(b))ca−b

)
exp(2πiâ(u)).

Igualant els coeficients de Fourier de les dues expressions obtenim (5.5),

tenint en compte que â(b) = b̂(a), ja que a, b ∈ V1 i E(a, b) = 0. 2

Considerem T (H,Λ1,Λ2) := {(ca) ∈ CΛE
1 | satisfan (5.5)}. És un C-

e.v. de dimensió finita ]K(H)1, ja que ca pot ser escollit lliurement per a
qualsevol sistema de representants de ΛE1 /Λ1 i després els valors de ca+Λ1

queden determinats per (5.5). Aix́ı doncs, via fixar aquest sistema de rep-
resentants podem establir un isomorfisme entre CK(H)1 i T (H,Λ1,Λ2). Cu-
riosament, hi ha una manera canònica d’establir un isomorfisme entre els
dos espais.

5.3.3 Lema. La correspondència,

(λā)ā∈ΛE
1 /Λ1

7−→ (ca)a∈ΛE
1
= (exp(−πiâ(a))λā)a∈ΛE

1
,

estableix un isomorfisme canònic entre CK(H)1 i T (H,Λ1,Λ2).

Demostració: Per a a ∈ ΛE1 , b ∈ Λ1, tenim a+ b = a, â(b) = b̂(a); d’on:

ca+b/ca = exp(−πi(â(b) + b̂(a) + b̂(b))) = exp(−2πib̂(a)− πib̂(b)).2

Finalment, via comprovar que per a qualsevol elecció de (ca) ∈ T (H,Λ1,Λ2)
la corresponent sèrie de Fourier convergeix, la qual cosa es redueix a com-
provar que la part imaginària de la forma â(a) sobre ΛE1 és definida negativa
(vegeu el Lema 5.3.7), s’obté el resultat fonamental que anàvem empaitant:

5.3.4 Teorema. Tenim isomorfismes canònics:

CK(H)1 −→
∼ T (H,Λ1,Λ2)−→∼ H0(X,L0).

En particular, per a tot L ∈ PicH(X),

dimC H
0(X,L) = ]K(H)1 =

√
detΛE = d1 · · · dg.2
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5.3.5 Corol·lari. Si f : X ′ −→ X és una isogènia entre tors complexos i
L ∈ Pic(X), aleshores: dimH0(X ′, f∗(L)) = deg(f) dimH0(X,L).

Demostració: Si L = (α,H) sabem que f∗(L) = (F ∗(α), F ∗(H)). Ara,

detΛE = detF−1(Λ) F
∗(E) =

(
F−1(Λ): Λ′

)2
detΛ′ F

∗(E).2

Pel Teorema 5.3.4, podem considerar una base canònica {θw}w∈K(H)1

de l’espai H0(X,L0), imatge de la base canònica {δ−w}w∈K(H)1 de CK(H)1 .
El canvi de signe té com a objectiu unificar aquesta notació amb la de
funcions theta amb caracteŕıstica, que introduirem tot seguit.

El Teorema ens dóna també una descripció expĺıcita d’aquesta base
canònica com a sèries de Fourier. Els coeficients de Fourier de θw són:

ca =





exp(−πiâ(a)), si a ∈ −w + Λ1,

0, en tot altre cas,

on hem comés l’usual abús de llenguatge de denotar per w tant una classe
de ΛE1 /Λ1 com un representant d’aquesta classe a ΛE1 . Tenim doncs, una
funció theta preciosa:

θ0(u) =
∑

a∈Λ1
exp(2πiâ(u)− πiâ(a)),

i més generalment, per a w ∈ ΛE1 /Λ1, funcions theta:

θw(u) =
∑

a∈−w+Λ1

exp(2πiâ(u)− πiâ(a)) =

= exp(−2πiŵ(u)− πiŵ(w))
∑

b∈Λ1
exp(2πib̂(u+ w)− πib̂(b)) =

= exp(−2πiŵ(u)− πiŵ(w)) θ0(u+ w),

on a = −w + b i hem utilitzat que b̂(w) = ŵ(b), ja que w, b ∈ V1.
Aquesta expressió per a θw en funció de θ0, coincideix amb la manera

com relacionàvem a (5.4) funcions theta associades a un feix i al seu traslla-
dat. Ens suggereix la següent definició, que engloba les dues construccions:

La notació δw és estàndard; identificant CK(H)1 = Apl(K(H)1,C), δw és la
funció caracteŕıstica de l’element w ∈ K(H)1.
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Definició. Per a qualsevol c ∈ V definim la funció theta (clàssica) amb
caracteŕıstica c com:

θc(u) = exp(−2πiĉ(u)− πiĉ(c)) θ0(u+ c) ∈ H0(X, t∗c(L0)).

Per a c ∈ ΛE1 , la funció θc només depèn de la classe de c mòdul Λ1 i
coincideix amb la funció θw que acabem de descriure. Sigui L ∈ PicH(X),
de caracteŕıstica c ∈ V/ΛE respecte de la descomposició simplèctica fixada.
Prenent c′ ∈ c+ ΛE , les funcions theta θc′ pertanyen totes al mateix espai
H0(X,L). Veiem com seleccionar d’entre elles una base d’aquest espai:

5.3.6 Lema. Donat L ∈ PicH(X), sigui c ∈ V un representant de la carac-
teŕıstica de L respecte de la descomposició simplèctica fixada. Aleshores, si
w recorre un sistema de representants de ΛE1 /Λ1, les funcions theta {θc+w}
són una base de H0(X,L).

Demostració: Es comprova immediatament que per a qualssevol c, d ∈ V ,

θc+d(u) = exp(πiE(c, d)) exp(−2πiĉ(uv)− πiĉ(c)) θd(u+ c).

Per tant, a través de l’isomorfisme ρc entre H
0(X,L0) i H

0(X,L) donat per
(5.4), els θc+w es corresponen amb la base dels θw, a menys de constants
multiplicatives: θc+w = exp(πiE(c, w))ρc(θw). 2

En conclusió, una polarització i una descomposició simpèctica determi-
nen, essencialment, una funció theta, θ0, a partir de la qual podem fabricar
bases de tots els espais de funcions theta de fibrats de ĺınia associats a
aquesta polarització.

5.3.3 Funcions theta en coordenades

Fixem H ∈ NS+(X). Calculem l’expressió de les funcions theta clàssiques
θc treballant en coordenades. Fixem:

Bsp : a1, . . . , ag, b1, . . . , bg, base E-simplèctica de Λ

B : e1 = 1
d1
b1, . . . , eg =

1
dg
bg C-base de V

,

i considerem la matriu de periodes Π = (Z|D) de X en aquestes bases.

Volem calcular les matrius dels objectes B i ∧ associats a la descom-
posició E-simplèctica de X determinada per: Λ1 =

〈
a1, . . . , ag

〉
Z, Λ2 =〈

b1, . . . , bg
〉

Z.
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Notació. Si c ∈ V denotem respectivament per:
(
c1
c2

)
∈ R2g, c = Zc1 +Dc2 ∈ Cg,

les coordenades de c en les bases Bsp i B; entenent c, c1, c2 com a vectors-
columna g-dimensionals.

5.3.7 Lema.

1. Z ∈ Hg := {τ ∈Mg(C) | τ t = τ, Im τ > 0}.
2. (ImZ)−1 = matriu de H = matriu de B, en la base B.

3.
(

-Z 0
D 0

)
= matriu en la base Bsp de la forma R-bilineal:

V × V −→ C, (u, v) 7→ v̂(u).

En particular, en coordenades: v̂(u) = −ut1Zv1 − ut2Dv1 = −utv1.

Demostració: Denotem per B′ la R-base de V formada pels vectors
e1, . . . , eg, ie1, . . . , ieg. La matriu de canvi de base de Bsp a b′ és:

(
ReZ D
ImZ 0

)

Si apliquem aquest canvi de base a la matriu JD, trobem que la matriu de
E en la base B′ és:

(
0 −(ImZ)−1

(ImZt)−1 Q

)
,

amb

Q = (ImZt)−1 − (ImZ)−1 + (ImZt)−1
(
ReZt − ReZ

)
(ImZ)−1.

Pel Lema 5.1.11, si denotem per H la matriu de H respecte de la base B
tenim:

ImH = 0, ReH = (ImZ)−1 = (ImZt)−1, Q = 0.

Per tant, H = (ImZ)−1 i, sent aquesta matriu real, també és la matriu de
B en aquesta base. Un cop sabem que ImZ és simètrica, la relació Q = 0
també implica que ReZ és simètrica. Això prova (1) i (2).

Pel que fa a (3), clarament, (b̂i(aj)) = 0 = (b̂i(bj)), (âi(bj)) = D.
Finalment,

âi(aj) =
1

2i
(H(aj , ai)−B(aj , ai)) =

1

2i
atj(ImZ)−1(āi − ai) =
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=
1

2i
(0 · · · 1 · · · 0)Z(ImZ)−1(Z − Z)




0
...
1
...
0




= −zji.2

Si parametritzem els b ∈ Λ1 per
(
m
0

)
, amb m ∈ Zg, tenim:

b = Zm, b̂(u) = −utm, b̂(b) = −mtZm,

i d’aqúı obtenim:

θ0(u) =
∑

m∈Zg
exp(πimtZm− 2πiutm) =

∑

m∈Zg
exp(πimtZm+ 2πiutm).

I, per a qualsevol caracteŕıstica c ∈ V , de coordenades c = Zc1+Dc2 tenim:

θc(u) = exp(−πict2Dc1) θ
[
c1
c2

]
(u, Z), on

θ
[
c1
c2

]
(u, Z) =

∑

m∈Zg
exp(πi(m+ c1)

tZ(m+ c1) + 2πi(u+Dc2)
t(m+ c1)).

5.4 Espais de moduli de varietats abelianes
polaritzades

En aquesta secció veurem com el quocient de Hg per l’acció de diferents
grups dóna lloc a espais de moduli de varietats abelianes polaritzades.
De fet, ens limitarem a veure com els punts d’aquests quocients de Hg

parametritzen classes d’isomorfia dels objectes en qüestió. En tota la secció
suposarem que tenim un tipus D fixat.

5.4.1 Proposició. El semiespai superior de Siegel Hg és un espai de mo-
duli de tripletes (X,H,Bsp) on X = V/Λ és una varietat abeliana de
dimensió g, H ∈ NS+(X) té tipus D i Bsp és una base E-simplèctica de Λ.

Demostració: Hem vist al paràgraf anterior com associar una Z ∈ Hg a
cada tripleta d’aquestes. Rećıprocament, a tota matriu Z ∈ Hg li podem
associar una tripleta que té Z per matriu associada:

(XZ , HZ ,BspZ) :=
(
Cg/Λ, (ImZ)−1,BspZ

)
,
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on Λ és el subgrup generat per les columnes de (Z|D) i BspZ és la base
a1, . . . , ag, b1, . . . , bg formada per aquestes mateixes columnes.

Només ens falta comprovar que dues tripletes són isomorfes si i només
si tenen la mateixa matriu Z ∈ Hg associada. Si dues tripletes (X,H,Bsp),
(X ′, H ′,B′sp) són isomorfes, hi ha un isomorfisme C-lineal V −→

∼ V ′ que
transforma una base E-simplèctica a1, . . . , ag, b1, . . . , bg de V en la base
E′-simplèctica a′1, . . . , a

′
g, b

′
1, . . . , b

′
g de V ′; en particular transforma la C-

base 1
d1
b1, . . . ,

1
dg
bg de V en la C-base 1

d1
b′1, . . . ,

1
dg
b′g de V ′ i les matrius

de peŕıodes (Z|D) i (Z ′|D) coincideixen. Rećıprocament, si dues tripletes
(X,H,Bsp), (X ′, H ′,B′sp) tenen la mateixa Z ∈ Hg associada, l’isomorfisme
C-lineal entre V i V ′ determinat per ai 7→ a′i envia automàticament bi 7→ b′i.
2

5.4.1 Acció dels grups simplèctics

Denotem per J = JI la matriu simplèctica que correspon al tipus principal.
El grup simplèctic és el grup d’automorfismes de R2g que respecten la forma
simplèctica donada per J :

Sp2g(R) = {M ∈ GL2g(R) | M tJM = J}.

5.4.2 Lema. Sp2g(R) és un subgrup de GL2g(R), tancat per transposició.

Demostració: La condició de subgrup és evident; per a M,N ∈ Sp2g(R):

(MN)tJ(MN) = N t(M tJM)N = N tJN = J,

(M−1)tJM−1 = (M−1)t(M tJM)M−1 = J.

Com que J−1 = −J , si M ∈ Sp2g(R), tenim també M t ∈ Sp2g(R), ja que:

(M−1)tJM−1 = J =⇒ MJ−1M t = J−1 =⇒ MJM t = J.

2

5.4.3 Lema. Si M =

(
a b
c d

)
∈M2g(R), són equivalents:

1. M ∈ Sp2g(R).

2. atc, btd són simètriques i atd− ctb = I.

Noteu que la C-base 1
d1

b1, . . . ,
1
dg

bg és la base canònica de Cg.
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3. abt, cdt són simètriques i adt − bct = I.

En particular, Sp2g(R) ⊆ SL2g(R).

Demostració: La condició (2) tradueix la relació M tJM = J i la (3)
s’obté de (2) per transposició. 2

5.4.4 Proposició. El grup Sp2g(R) opera biholomorfament sobre Hg via:

Z 7−→M(Z) = (aZ + b)(cZ + d)−1, M =

(
a b
c d

)
∈ Sp2g(R).

Demostració: De la relació:

(cZ + d)t(aZ + b)− (aZ + b)t(cZ + d) = Z − Z = −2i ImZ. (5.6)

dedüım que cZ + d és invertible, ja que, en ser ImZ > 0:

(cZ + d)u = 0 =⇒ ut(ImZ)ū = 0 =⇒ u = 0.

Per tant, M(Z) està ben definit; d’altra banda, el càlcul:

(cZ + d)t
(
M(Z)−M(Z)t

)
(cZ + d) = Z − Z = 0,

ens mostra que M(Z) és simètrica. Finalment, de (5.6) traiem també, in-
tercalant I = (cZ + d)−1(cZ + d):

−2i ImZ = (cZ + d)tM(Z)(cZ + d)− (cZ + d)tM(Z)t(cZ + d) =

= −2i(cZ + d)t ImM(Z)(cZ + d),

d’on dedüım que ImM(Z) > 0.

Deixem com a exercici la comprovació de queM1(M2(Z)) = (M1M2)(Z),
per a qualssevol M1,M2 ∈ Sp2g(R), Z ∈ Hg. 2

Definim el grup simplèctic de tipus D, com:

SpD2g(R) := {M ∈M2g(R) | M tJDM = JD}.

Com que JD = IDJID, amb ID = diag(I,D), aquest grup és isomorf a
Sp2g(R):

σ′D : SpD2g(R)−→∼ Sp2g(R), N 7→ IDNI
−1
D .
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El grup SpD2g(R) no és tancat per transposició. Denotem per SpD2g(R)t

el subgrup de SL2g(R) obtingut per transposició. Considerem l’isomorfisme
σD = ( )tσ′D( )

t entre aquest grup i Sp2g(R):

σD : SpD2g(R)t −→∼ Sp2g(R), N 7→ I−1D NID.

A través d’aquest isomorfisme, SpD2g(R)t també opera biholomorfament so-
bre Hg amb l’acció:

N(Z) = (aZ + bD)(D−1cZ +D−1dD)−1.

Notació.





ΓD := SpD2g(Z)
t = {N ∈ SL2g(Z) | NJDN t = JD},

GD := σD(ΓD) = {M ∈ Sp2g(Q) | IDMI−1D ∈M2g(Z)}.

Per al tipus principal els dos grups coincideixen: GI = ΓI = Sp2g(Z).

5.4.5 Proposició. Tant Hg/GD com Hg/ΓD són espais de moduli de va-
rietats abelianes polaritzades de tipus D.

Demostració: És suficient comprovar-ho per a GD. Amb la notació de la
Proposició 5.4.1, volem comprovar que per a qualssevol Z,Z ′ ∈ Hg:

(XZ′ , HZ′)−→∼ (XZ , HZ) ⇐⇒ ∃M ∈ GD tal que Z ′ =M(Z).

Suposem que tenim un isomorfisme f : (XZ′ , HZ′)−→∼ (XZ , HZ). Con-
siderem les bases B = B′ =base canònica de Cg i Bsp,B′sp les respectives
columnes de (Z|D), (Z ′|D). Denotem per A,R les respectives representació
anaĺıtica i racional de f en aquestes bases. Pel Lema 5.1.4 tenim:

A(Z ′|D) = (Z|D)R. (5.7)

El fet que f conserva la polarització es tradueix en que R ∈ SpD2g(Z). Posem:

(
a b
c d

)
=M = σD(R

t) = I−1D RtID ∈ GD.

Posant R = I−1D M tID a (5.7) tenim:

(AZ ′|AD) = (Z|I)M tID = (Z|I)
(

at ctD
bt dtD

)
= (Zat + bt|(Zct + dt)D).

Igualant i transposant, dedüım:

Z ′At = aZ + b, At = cZ + d,
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d’on Z ′ =M(Z).

Rećıprocament, si Z ′ = M(Z), amb M ∈ GD, aleshores l’isomor-
fisme fM : (XZ′ , HZ′)−→∼ (XZ , HZ), que té A = (cZ + d)t per representació

anaĺıtica, té automàticament R = σ′D
−1

(M t) ∈ SpD2g(Z) per representació
racional i, per tant, conserva la polarització. 2

En aquesta darrera situació, per a qualsevol L = (α,HZ) ∈ Pic(XZ),
tindrem f∗M (L) = (f∗M (α), HZ′) i un isomorfisme:

f∗M : H0(XZ , L)−→∼ H0(XZ′ , f
∗
M (L)).

Existeix, doncs, una acció del grup simplèctic sobre funcions theta, que
s’explicitarà al tema següent.

L’acció del grup GD sobre Hg és més natural que la del grup ΓD. No
obstant, quan es volen construir espais de moduli de varietats abelianes
polaritzades amb alguna estructura afegida, és preferible utilitzar el grup
ΓD, ja que aquests espais de moduli s’obtenen com a quocients de Hg per
subgrups de ΓD expressables en termes d’integralitat de les matrius, d’una
manera molt anàloga a la dels subgrups de congruència clàssics [LB, 8.3].
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Caṕıtol 6

Thetanullwerte i varietats
modulars
A. Travesa

El contingut d’aquest caṕıtol va ser exposat en el Seminari de Teoria de
Nombres (UB-UAB-UPC) el dia 7 de febrer de 2003, a la Facultat de Nàutica
de la Universitat Politècnica de Catalunya, en la dissetena edició del semi-
nari.

6.1 Generalitats

6.1.1 El grup simplèctic

Fixem un anell commutatiu, R, que sovint serà un cos k o bé l’anell dels
nombres enters Z.

Considerarem matrius en M(2n,R); en particular, indicarem per 1 =
1n ∈M(n,R) la matriu identitat de n files i n columnes, i per I la matriu

I :=


 0 1

−1 0


 ∈M(2n,R). Com que det I = 1, podem pensar la matriu I

com la matriu corresponent, en una certa base, a una forma bilineal anti-

Amb suport parcial de la DGI, BFM2000-0627 i BFM2003-01898.
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simètrica no degenerada. El grup simplèctic és el grup de les matrius que,
per canvi de base, deixen aquesta forma invariant.

6.1.1 Definició. Sp(n,R) := {M ∈M(2n,R) : M tIM = I}.

Notem que 1 = det I = detM t det I detM = (detM)2, de manera que
M ha de ser invertible; per tant,

Sp(n,R) := {M ∈ GL(2n,R) : M tIM = I}.

A més a més, si escrivim M =


A B

C D


, amb A,B,C,D ∈ M(n,R), la

condició que M ∈ Sp(n,R) implica que AtC = CtA, BtD = DtB, AtD −
CtB = 1; per tant,

Sp(n,R) = {M =


A B

C D


 ∈ M(2n,R) : A,B,C,D ∈ M(n,R), AtC =

CtA, BtD = DtB, AtD − CtB = 1}.

6.1.2 Exemple. L’exemple més senzill correspon al cas n = 1; aquesta
darrera descripció de Sp(n,R) ens ensenya que Sp(1, R) = SL(2, R); aix́ı,
també podem pensar el grup simplèctic com una generalització del grup
especial lineal.

6.1.3 • En general, se satisfà que si M =


A B

C D


 ∈ Sp(n,R), llavors

M−1 =


 Dt −Bt

−Ct At


 i M t =


A

t Ct

Bt Dt


.

• El grup Sp(n,R) és estable per transposició, de manera que la trans-
posició de matrius M 7→M t proporciona un antiautomorfisme involutiu de
Sp(n,R).

• Com a conseqüència, també se satisfan les relacions ABt = BAt,
CDt = DCt, ADt −BCt = 1.

6.1.4 Observació. Notem que:

• I =


 0 1

−1 0


 ∈ Sp(n,R).
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• Per a tota matriu simètrica S = St ∈ M(n,R), és M :=


1 S

0 1


 ∈

Sp(n,R).

• Per a tota matriu invertible U ∈ GL(n,R), és M :=


U

t 0

0 U−1


 ∈

Sp(n,R).

6.1.5 És ben conegut que, per a n = 1, les matrius I =


 0 1

−1 0


, usual-

ment anomenada S, i


1 1

0 1


, usualment anomenada T , generen tot el grup

SL(2,Z).

6.1.6 Proposició. Sigui R = Z o bé R = k, un cos qualsevol. El conjunt
de matrius






1 S

0 1


 : S = St ∈M(n,R)




⋃


I =


 0 1

−1 0


 ∈M(2n,R)





és un conjunt de generadors del grup simplèctic Sp(n,R). ¤

6.1.7 Definició. El grup modular de Siegel és el grup Γn := Sp(n,Z).

6.1.8 Exercici. El centre de Γn és {±1}.

6.1.2 Subgrups de congruència

Per a tot nombre enter q > 0, podem considerar el morfisme de grups de
reducció mòdul q,

Γn = Sp(n,Z) −→ Sp(n,Z/qZ).

6.1.9 Definició. S’anomena subgrup principal de congruència de Γn, de
nivell q, el nucli Γn[q] := ker (Γn −→ Sp(n,Z/qZ)).

6.1.10 Observació. Clarament, Γn[1] = Γn.
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6.1.11 Exemple. En el cas n = 1, recuperem els grups principals de con-
gruència del grup modular: Γ1[q] = Γ[q] ⊆ SL(2,Z).

6.1.12 Definició. Un subgrup qualsevol Γ ⊆ Sp(n,R) s’anomena un sub-
grup de congruència si existeix un nombre enter q ≥ 1 tal que Γ conté Γn[q]
com a subgrup d’́ındex finit. S’anomena nivell de Γ el menor valor de q ≥ 1
per al qual se satisfà aquesta propietat.

6.1.13 Observació. Es pot provar que, per a tot n > 1, tot subgrup nor-
mal Γ ⊆ Γn no inclòs en el centre, {±1}, és un subgrup de congruència.
Com a conseqüència, tot subgrup d’́ındex finit Γ ⊆ Γn és un subgrup de
congruència.

6.1.14 El grup theta. El grup Γn,θ, format per les matrius M =
A B

C D


 ∈ Γn tals que els elements de la diagonal principal de cadas-

cuna de les matrius ABt, CDt són parells, s’anomena el grup theta; és un
subgrup de congruència de nivell 2 (cf. més avall).

6.1.15 Exemple. En el cas n = 1, el grup SL(2,Z) conté tres subgrups de
congruència de nivell 2 que continguin Γ[2] com a subgrup d’́ındex 2; són
els grups Γ0[2], Γ

0[2] i el grup theta. Aquest grup és format per les matrius

que, redüıdes mòdul 2, són una de les matrius


1 0

0 1


,


0 1

1 0


.

6.1.16 El grup de Hecke generalitzat. La generalització natural en
aquest context dels grups de congruència Γ0[q] ⊆ SL(2,Z) són els anomenats

grups de Hecke generalitzats Γn,0[q] := {M =


A B

C D


 ∈ Γn : C ≡ 0

(mod q)}.

6.1.17 La variant theta del grup de Hecke generalitzat. És el

grup Γn,0,θ[q], format per les matrius M =


A B

C D


 ∈ Γn,0[q] tals que els

elements de la diagonal principal de la matriu
1

q
CDt són parells.
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6.1.18 El grup d’Igusa. És el grup Γn[q, 2q] format per les matrius

M =


A B

C D


 ∈ Γn[q] tals que els elements de la diagonal principal de

cadascuna de les dues matrius
1

q
ABt i

1

q
CDt són parells.

6.1.19 Les propietats següents són evidents.

• Γn,θ = Γn[1, 2].

• Γn[2q] ⊆ Γn[q, 2q] ⊆ Γn[q].

6.1.20 Proposició. El grup d’Igusa Γn[q, 2q] és un subgrup normal de
Γn,θ. A més a més, si q és parell, Γn[q, 2q] és un subgrup normal de Γn. ¤

6.1.3 El semiespai superior de Siegel

Recordem que en el cas modular considerem el semiplà superior complex
H := {z ∈ C : Im(z) > 0}.

6.1.21 Per a una matriu simètrica real, Y = Y t ∈ M(n,R), escriurem
Y > 0 per a indicar que la forma bilineal Y és definida positiva; en partic-
ular, si Z = Zt ∈ M(n,C) és una matriu simètrica complexa, Im(Z) > 0
indicarà que la forma bilineal real definida per la matriu formada per la
part imaginària de les entrades de Z és una forma definida positiva.

6.1.22 Definició. Anomenarem semiespai superior de Siegel el conjunt de
matrius

Hn := {Z ∈M(n,C) : Z = Zt, Im(Z) > 0}.

Escriurem Z = X+iY , amb X,Y ∈M(n,R), de manera que si Z = Z t,
també se satisfà que X = Xt, Y = Y t; aix́ı, X = Re(Z), Y = Im(Z), i
Hn = {Z ∈M(n,C) : Z = Zt, Y > 0}.

6.1.23 Observació. H1 = H és el semiplà superior complex.

6.1.24 Proposició. El semiespai superior de Siegel Hn és un subdomini
obert i convex de l’espai de totes les matrius simètriques complexes Hn ⊆
Zn := {Z ∈M(n,C) : Z = Zt}. ¤

En particular, dimHn = n(n + 1), on dim = dimR. Com a exemples,
els valors de la dimensió de Hn per a 1 ≤ n ≤ 6 són 2, 6, 12, 20, 30, 42.
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El fet que el semiespai superior de Siegel sigui convex fa que hi hagi
arrels quadrades holomorfes per a les funcions complexes sense zeros.

6.1.25 Proposició. Si f : Hn −→ C és una funció holomorfa sense zeros,
existeix una arrel quadrada holomorfa de f ; és a dir, existeix una funció
holomorfa h : Hn −→ C tal que per a tot Z ∈ Hn és f(z) = h(z)2. ¤

6.1.4 Acció del grup simplèctic

Ara convé definir l’acció del grup simplèctic en el semiespai de Siegel, de
manera semblant al cas de l’acció del grup modular en el semiplà superior
complex.

6.1.26 Proposició. Siguin Z ∈ Hn i M =


A B

C D


 ∈ Sp(n,R). Llavors,

(a) La matriu CZ +D és invertible.

(b) M〈Z〉 := (AZ +B)(CZ +D)−1 ∈ Hn. ¤

6.1.27 Corol·lari. (a) El grup Sp(n,R) actua per l’esquerra en Hn; és a
dir, per a tot Z ∈ Hn i totes les matrius M,N ∈ Sp(n,R), se satisfan les
propietats 1〈Z〉 = Z, M〈N〈Z〉〉 = (MN)〈Z〉.

(b) L’acció del grup Γn/{±1} és fidel, en el sentit que M〈Z〉 = N〈Z〉 per a
tot Z ∈ Hn si, i només si, N = ±M .

(c) Les úniques aplicacions biholomorfes Hn −→ Hn són les aplicacions
donades per Z 7→M〈Z〉. ¤

6.1.28 Exemples. L’acció del grup simplèctic és, doncs, molt semblant
a l’acció del grup SL(2,R) en el semiplà superior complex. En efecte, se
satisfan les propietats següents.

• (Simetria) Per a M = I =


 0 1

−1 0


, és I〈Z〉 = −Z−1.

• (Translacions) Per a M =


1 S

0 1


, S = St ∈ M(n,R), és M〈Z〉 =

Z + S.
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• (Canvis de base reals) Per a M =


U

t 0

0 U−1


, U ∈ GL(n,R), és

M〈Z〉 = U tZU .

Aix́ı, l’òrbita d’un punt Z ∈ Hn per l’acció de Γn conté, en particular,
totes les matrius que s’obtenen de Z per un canvi de base real (com a forma
bilineal).

6.2 Sistemes de multiplicadors

Volem definir formes modulars de pes semienter; per tant, ens cal estudiar
els sistemes de multiplicadors, que són, essencialment, signes per a les equa-
cions funcionals. Aquests signes provenen de l’elecció d’arrels quadrades
adequades.

6.2.1 Sistemes de multiplicadors

Per a M =


A B

C D


 ∈ Sp(n,R) i Z ∈ Hn, posem

J(M,Z) := CZ +D.

6.2.1 Proposició. Per a M,N ∈ Sp(n,R) i Z ∈ Hn, se satisfà la condició
de cocicle per a J :

J(MN,Z) = J(M,N〈Z〉)J(N,Z). ¤

6.2.2 Observació. Per a cada matriu M ∈ Sp(n,R), la funció Hn −→ C
definida per

Z 7→ det(CZ +D)

és holomorfa i, com que CZ +D és invertible, no té zeros. Per tant, admet
una arrel quadrada holomorfa (i, en conseqüència, dues que només difereixen
en un signe). En triarem i fixarem una, per a cada matriu M ∈ Sp(n,R),
que escriurem

J1(M,Z) :=
√

det(CZ +D).

6.2.3 Alerta! En el cas n > 1, pot succeir que per a certa matriu M ∈
Sp(n,R) i certs punts Z1, Z2 ∈ Hn, sigui

det(CZ1 +D) = det(CZ2 +D),
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però que, en canvi, se satisfaci que
√

det(CZ1 +D) = −
√

det(CZ2 +D).

6.2.4 Definició. Per a tot r ∈ Z, escriurem

Jr(M,Z) := det(CZ +D)r/2 =
√

det(CZ +D)
r
.

Notem que, en particular, se satisfà que J2 = det J .

Per a la dependència funcional respecte de les matrius M , tenim el
resultat següent.

6.2.5 Proposició. Per a tot r ∈ Z, existeix una aplicació

w = wr : Sp(n,R)× Sp(n,R) −→ {±1}
tal que per a tot M,N ∈ Sp(n,R) i tot Z ∈ Hn és

Jr(MN,Z) = wr(M,N)Jr(M,N〈Z〉)Jr(N,Z).
L’aplicació wr només depèn de la classe de congruència de r (mod 2); i se
satisfà que wr és constant i igual a 1 si, i només si, r és parell. ¤

6.2.6 Definició. Siguin Γ ⊆ Sp(n,R) un subgrup de congruència i r ∈ Z
un nombre enter. Un sistema de multiplicadors per a Γ, de pes

r

2
, és una

aplicació
v : Γ −→ C∗

tal que

(a) per a tot M,N ∈ Γ és v(MN) = wr(M,N)v(M)v(N); i

(b) si −1 ∈ Γ, llavors v(−1) det(0Z − 1)r/2 = 1.

6.2.7 Observacions. • En el cas r parell, un sistema de multiplicadors no
és res més que un caràcter del grup Γ.

• Si v és un sistema de multiplicadors (per a Γ, de pes r/2), llavors, per
a l’aplicació

Jr,v : Γ×Hn −→ C∗

(M,Z) 7→ v(M)Jr(M,Z) =

v(M) det(CZ +D)r/2

se satisfà la condició de cocicle:

Jr,v(MN,Z) = Jr,v(M,N〈Z〉)Jr,v(N,Z).

• Com abans, aquesta condició només depèn de r (mod 2).
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6.2.2 Acció sobre les funcions

6.2.8 Definició. Donades una funció f : Hn −→ C∗, un nombre enter
r ∈ Z, i una matriu M ∈ Sp(n,R), considerarem l’acció de pes r de M
sobre f com la funció

f |M := f |rM : Hn −→ C∗

definida per

f |M(Z) := det(CZ +D)−r/2f(M〈Z〉) = J−r(M,Z)f(M〈Z〉).

D’aquesta manera, tenim que

F |(MN) = wr(M,N)(F |M)|N ;

per tant, per a r ≡ 1 (mod 2), això no és realment una acció del grup Γ en
el conjunt de les funcions.

La caracterització següent pot ser útil.

6.2.9 Proposició. Una funció v : Γ −→ C∗ és un sistema de multipli-
cadors (per a Γ, de pes r/2), si, i només si, existeix una funció no nul.la
f : Hn → C tal que per a tot M ∈ Γ és f |rM = v(M)f . ¤

6.2.3 El sistema de multiplicadors theta

El sistema de multiplicadors theta és un sistema de multiplicadors associat
al grup theta, Γn,θ, i que té relació amb un dels Thetanullwerte més senzills.
Comencem per escriure aquesta funció.

6.2.10 Lema. La sèrie

θ(Z) :=
∑

g∈Zn
exp(πigtZg)

defineix una funció holomorfa en Hn.

Demostració: La sèrie és uniformement convergent en dominis de la forma
{Z ∈ Hn : Y − δ1 ≥ 0}, per a δ > 0. 2

6.2.11 Proposició. Existeix un sistema de multiplicadors

vθ : Γn,θ −→ C∗,
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de pes
1

2
, tal que per a tot Z ∈ Hn i tota matriu M ∈ Γn,θ és

θ(M〈Z〉) = vθ(M)
√

det(CZ +D) θ(Z).

A més a més, vθ(M)8 = 1, per a tot M ∈ Γn,θ. ¤

6.2.12 Observació. Sigui v : Γ −→ C∗ un sistema de multiplicadors per
a Γ de pes r/2, r ∈ Z. Llavors, la funció

Γ ∩ Γn,θ −→ C∗

M 7→ v(M)

vθ(M)r

és un caràcter. Es pot provar que, per a n > 1, existeix un subgrup de con-
gruència Γ0 ⊆ Γ∩Γn,θ tal que les restriccions a Γ0 de vrθ i de v coincideixen;
és a dir, que v coincideix amb una potència de vθ en Γ0.

6.2.13 Hipòtesi. Fins i tot per al cas n = 1, tots els sistemes de multi-
plicadors que considerarem coincideixen amb una potència del sistema de
multiplicadors theta, vθ, en un cert subgrup de congruència.

Per a descriure les propietats més importants del sistema de multipli-
cadors theta ens cal la definició següent.

6.2.14 Definició. Una matriu real M s’anomena projectivament racional
si és un múltiple escalar d’una matriu racional.

6.2.15 Notació. Escriurem Ωn per a denotar el subgrup de Sp(n,R) for-
mat per les matrius M ∈ Sp(n,R) que són, a més a més, projectivament
racionals.

6.2.16 Lema. Siguin Γ ⊆ Sp(n,R) un subgrup de congruència i N ∈ Ωn.
Llavors,

(a) ΓN := N−1ΓN també és un subgrup de congruència.

(b) Si v : Γ −→ C∗ és un sistema de multiplicadors de pes r/2, r ∈ Z,
llavors, l’aplicació vN : ΓN −→ C∗ definida per

vN (N−1MN) := v(M)wr(M,N)wr(N,N
−1MN),

per a M ∈ Γ, és un sistema de multiplicadors per a ΓN , de pes r/2. ¤
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6.2.17 Definició. Aquest sistema s’anomena el sistema de multiplicadors
conjugat (per N) de v.

6.2.18 Observació. Cal veure que vN satisfà la hipòtesi 6.2.13 de més
amunt. I això és suficient veure-ho per a v = vθ.

6.2.19 Proposició. (a) La hipòtesi 6.2.13 se satisfà per a tot conjugat de
vθ.

(b) La classe dels sistemes de multiplicadors per als quals se satisfà la
hipòtesi 6.2.13 és tancada per conjugació.

(c) vθ i tots els seus conjugats vNθ , amb N ∈ Ωn, coincideixen en el grup
d’Igusa Γn[4, 8]. A més a més, v2θ és trivial en aquest grup. ¤

6.3 Formes modulars de Siegel

6.3.1 Representacions

Per a la definició de les formes modulars de Siegel, ens cal fixar una repre-
sentació

ρ0 : GL(n,C) −→ GL(Z),

on Z és un C-espai vectorial de dimensió finita.

A més a més, suposarem que ρ0 és racional; és a dir, que existeix k ∈ Z
tal que la representació A 7→ (detA)−kρ0(A) és polinòmica.

6.3.1 Observació. Per a una representació racional, sempre existeix un
valor màxim de k tal que A 7→ (detA)−kρ0(A) és polinòmica; aquest màxim,
k := k(ρ0), s’anomena el pes de ρ0.

6.3.2 Definició. Es diu que una representació racional ρ0 és redüıda si
k(ρ0) = 0; és a dir, si és polinòmica i no s’anul.la en la hipersuperf́ıcie
detA = 0.

6.3.3 Definició. Dues parelles (ρ0, r), (ρ′0, r
′), on ρ0, ρ

′
0 són representa-

cions racionals i r, r′ ∈ Z són nombres enters, s’anomenen equivalents si

(a) r ≡ r′ (mod 2); i
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(b) per a tot A ∈ GL(n,C), és ρ′0(A) = ρ0(A)(detA)
r−r′

2 .

Denotarem la classe d’equivalència per ρ = [ρ0, r].

6.3.4 Observacions. • A cada classe d’equivalència hi ha exactament un
representant (ρ0, r) tal que ρ0 és redüıda; anomenarem r el pes de ρ.

• Si r és parell, la classe d’equivalència ρ = [ρ0, r] és uńıvocament de-
terminada per la representació

ρ : A 7→ ρ0(A)(detA)
r/2.

• En qualsevol cas, escriurem ρ(A) = ρ0(A)(detA)
r/2 per a indicar la

classe d’equivalència. Notem que, un cop haguem triat l’arrel quadrada√
det(CZ +D), l’expressió

ρ(CZ +D) := ρ0(CZ +D)
√

det(CZ +D)
r

està ben definida i només depèn de la classe ρ.

6.3.2 Formes modulars de Siegel

Siguin, ara, Γ ⊆ Sp(n,R) un subgrup de congruència i v : Γ −→ C∗ un
sistema de multiplicadors de pes r/2. Llavors, per a

M 7→ v(M)ρ(CZ +D), Z ∈ Hn,

se satisfà la condició de cocicle.

Doncs, té sentit considerar funcions holomorfes f : Hn −→ Z, de va-
lors en l’espai de la representació Z, per a les quals se satisfaci la llei de
transformació

f(M〈Z〉) = v(M)ρ(CZ +D)f(Z),

per a M ∈ Γ, Z ∈ Hn.

Per a aquestes funcions, i de la hipòtesi 6.2.13 sobre v, se segueix que
existeix una xarxa L de matrius simètriques reals per a la qual la funció f és
periòdica, de xarxa de peŕıodes L; i, per tant, f admet un desenvolupament
en sèrie de Fourier de la forma

f(Z) =
∑

T∈L∗
a(T ) exp(2πi tr(TZ)),

on tr(TZ) és la traça de TZ, L∗ := {T ∈ M(n,R) : T = T t, tr(TX) ∈
Z, per a tot X ∈ L} és la xarxa dual de L, i, naturalment, a(T ) ∈ Z.
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El fet que per a f se satisfaci la llei de transformació

f(M〈Z〉) = v(M)ρ(CZ +D)f(Z),

implica que per a tota matriu N ∈ Ωn, la funció conjugada

fN (Z) := (f |ρN)(Z) = ρ(CZ +D)−1f(N〈Z〉)

hereta de f una fórmula de transformació per al grup conjugat N−1ΓN ;
més concretament:

fN (M〈Z〉) = vN (M)ρ(CZ +D)fN (Z).

Per tant, fN també admet un desenvolupament en sèrie de Fourier

fN (Z) =
∑

T

aN (T ) exp(2πi tr(TZ)),

on T recorre una xarxa que depèn de f i de N .

6.3.5 Definició. Siguin Γ ⊆ Sp(n,R) un subgrup de congruència, r ∈ Z
un nombre enter, v : Γ −→ C∗ un sistema de multiplicadors de pes r/2,
ρ0 : GL(n,C) −→ GL(Z) una representació racional, i f : Hn −→ Z una
funció holomorfa.

Es diu que f és una forma modular de Siegel respecte de Γ, ρ := [ρ0, r],
i v, si se satisfà la llei de transformació

f(M〈Z〉) = v(M)ρ(CZ +D)f(Z), Z ∈ Hn, M ∈ Γ,

i, a més a més, per a tota matriu N ∈ Ωn se satisfà que

aN (T ) 6= 0⇒ T ≥ 0.

S’anomena pes de f la meitat del pes de ρ.

6.3.3 Formes parabòliques

Posem Ωn,0 ⊆ Ωn el subgrup de Sp(n,R) format per les matrius projecti-
vament racionals de la forma

M =


A B

0 D


 .



146 Cap. 6 Thetanullwerte i varietats modulars

6.3.6 Observacions. • La propietat aN (T ) 6= 0 =⇒ T ≥ 0 només depèn
de la doble classe en Γ\Ωn/Ωn,0. I, com que el conjunt Γ\Ωn/Ωn,0 és finit,
només cal comprovar una quantitat finita de condicions aN (T ) 6= 0 =⇒
T ≥ 0.

• A més a més, en el cas Γ = Γn = Sp(n,Z), és suficient considerar
N = 1. I, en el cas n > 1, aquestes condicions es dedueixen de la fórmula
de transformació, de manera que ni tan sols cal posar-les a la definició.

6.3.7 Definició. Una forma modular s’anomena parabòlica si se satisfà la
condició més forta

aN (T ) 6= 0 =⇒ T > 0.

6.3.8 De nou, només cal considerar un conjunt de representants N de
Γ\Ωn/Ωn,0.

6.3.9 Notació. Posarem [Γ, ρ, v] per a l’espai de totes les formes modulars,
i [Γ, ρ, v]0 per al subespai de les formes parabòliques. Són espais vectorials
complexos de dimensió finita.

6.3.10 Proposició.

(a) Tota forma modular de pes negatiu és idènticament nul.la.

(b) Tota forma modular de pes zero és constant. ¤

6.4 Els Thetanullwerte com a formes modu-
lars

Recordem que la sèrie

θ(Z) :=
∑

g∈Zn
exp(πigtZg), Z ∈ Hn.

defineix una funció holomorfa en el semiespai Hn. Es tracta d’establir el
resultat següent.

6.4.1 Teorema.
θ ∈ [Γn,θ, 1/2, vθ].

En altres paraules, la sèrie θ(Z) :=
∑

g∈Zn exp(πig
tZg) defineix una forma

modular de Siegel de pes 1/2 respecte del grup theta Γn,θ, i del sistema de
multiplicadors vθ.
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En particular, se satisfà la llei de transformació

θ((AZ +B)(CZ +D)−1) = vθ(M)
√

det(CZ +D) θ(Z),

per a tot Z ∈ Hn i tota matriu M =


A B

C D


 ∈ Γn,θ.

Dedicarem la resta d’aquesta secció a fer un esboç d’una demostració.

6.4.1 Thetanullwerte amb caracteŕıstiques i amb fac-
tors exponencials

6.4.2 Definició. Cal considerar les caracteŕıstiques, que són vectors de la
forma

m =


a
b


 , a, b ∈ Cn,

i també els Thetanullwerte amb caracteŕıstica:

θ[m](Z) :=
∑

g∈Zn
exp(πi((g + a)tZ(g + a) + 2(g + a)tb)).

6.4.3 Observació. Notem que hi ha una certa similitud de la definició de
la funció θ[m](Z) (respecte de la θ(Z)) amb la definició de la funció ζ de
Hurwitz (respecte de la ζ de Riemann).

6.4.4 Proposició. (a) La sèrie θ[m](Z) defineix una funció holomorfa (de
Z i de m) en Hn × C2n.

(b) Llevat d’un factor constant, θ[m](Z) només depèn de m (mod 1); amb

més precisió, si m ≡ m̃ =


ã
b̃


 (mod 1), llavors

θ[m] = exp(2πiat(b− b̃))θ[m̃]. ¤

6.4.5 Observació. Notem l’aparició dels Thetanullwerte amb factors ex-
ponencials.

Cal estudiar el comportament de les caracteŕıstiques sobre les matrius.
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6.4.6 Definició. Per a m ∈ C2n i M =


A B

C D


 ∈ Γn, posem

M{m} := (M t)−1m+
1

2


(CD

t)0

(ABt)0


 ,

on, per a una matriu simètrica S, S0 :=




s1,1
...

sn,n


 és el vector format pels

elements de la diagonal principal de S.

Se satisfan les propietats següents.

6.4.7 • 1{m} = m;

• Per a M,N ∈ Γn i per a m ∈ C2n, és (MN){m} ≡ M{N{m}}
(mod 1).

És a dir, Γn opera per l’esquerra en (C/Z)2n.

6.4.2 Fórmula de transformació dels Thetanullwerte

6.4.8 Proposició. Per a M ∈ Γn, Z ∈ Hn, i m ∈ C2n, se satisfà que

θ[M{m}](M〈Z〉)
q

v(M,m)
√

det(CZ +D) θ[m](Z),

on v(M,m) indica un cert nombre complex independent de Z.

A més a més, si m és real se satisfà que |v(M,m)| = 1, i si m és enter
se satisfà que v(M,m)8 = 1.

Demostració: És suficient fer la prova per als generadors de Γn; és a

dir, per a les translacions M =


1 S

0 1


, amb S = St, i per a la simetria

M = I =


 0 1

−1 0


.
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Per al cas de les translacions, se satisfà la propietat següent.

• Si m̃ :=


 a

b+ Sa+ 1
2S0


, llavors

θ[m](Z + S) = exp(πiatSa)θ[m̃](Z).

I, per al cas de la simetria, cal provar la fórmula d’inversió:

θ


a
b


 (−Z−1) = exp(2πiatb)

√
det(Z/i) θ


−b
a


 (Z),

on la branca de l’arrel quadrada és definida per
√

det(Z/i) = 1, per a
Z := i1. 2

Per a estudiar com depenen els nombres v(M,m) de la caracteŕıstica
m, tenim el resultat següent.

6.4.9 Proposició.

v(M,m) = vθ(M) exp(2πiΦm(M)),

on

−2Φm(M) := at(BtD)a+ bt(AtC)b− 2atBtCb− (Da− Cb)t(ABt)0. ¤

Si posem tot això junt, obtenim la fórmula de transformació dels The-
tanullwerte sota l’acció del grup simplèctic.

6.4.10 Teorema. Per a M ∈ Γn, Z ∈ Hn, i m ∈ C2n, se satisfà que

θ[M{m}](M〈Z〉)
q

vθ(M) exp(2πiΦm(M))
√

det(CZ +D) θ[m](Z),

on

−2Φm(M) := at(BtD)a+ bt(AtC)b− 2atBtCb− (Da− Cb)t(ABt)0. ¤

En el cas en què M pertany al grup theta, la fórmula de transformació
és més senzilla.
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6.4.11 Teorema. Per a la funció theta modificada

θ̃[m] := exp(−πiatb)θ[m],

i per a M ∈ Γn,θ, Z ∈ Hn, i m =


a
b


 ∈ C2n, se satisfà que

θ̃




 D −C
−B A


m


 (M〈Z〉)

q

vθ(M)
√

det(CZ +D) θ̃[m](Z),

on vθ(M) és una arrel vuitena de la unitat, independent de m. ¤

Notem que


 D −C
−B A


 = (M t)−1.

6.4.3 Sumes de Gauss

Es tracta d’expressar el sistema de multiplicadors theta a partir de sumes
de Gauss, en el cas en què D és invertible. Cal començar per elegir una
arrel quadrada de det(CZ +D).

Sigui h(Z) :=
√

det(Z/i) l’única funció holomorfa en Hn tal que

h(Z)2 = det(Z/i); h(i1) = 1.

Aleshores, definim

√
det(CZ +D) :=

√
detD h(Z)h(−Z−1 −D−1C),

on √
detD > 0, si detD > 0;

−i
√
detD > 0, si detD < 0.

Se satisfà el resultat següent.
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6.4.12 Proposició. SiguiM =


A B

C D


 ∈ Γn,θ, i suposem que detD 6= 0.

Llavors,

vθ(M) = (detD)−1/2
∑

h∈Zn/DZn
exp(πihtBD−1h). ¤

6.4.13 Definició. Siguin C,D ∈ M(n,Z) tals que detD 6= 0, CDt ≡ 0
(mod 2), i [C D] és la segona fila d’una matriu del grup Γn,θ. Definim la
suma de Gauss simplèctica

GD(C) :=
∑

g∈Zn/DZn
exp(πigtCD−1g).

6.4.14 Observació. En el cas n = 1, aquesta definició proporciona la
igualtat

Gd(2c) =
∑

g∈Z/dZ
exp(2πicg2/d)

=

d−1∑

t=0

exp(2πict2/d)

=: G(c, d);

és a dir, la suma de Gauss clàssica.

6.5 Varietats modulars de Siegel

Sigui Γ ⊆ Γn un subgrup de congruència. L’espai quocient Γ\Hn és una
varietat anaĺıtica complexa amb Hn com el seu recobridor universal. Es
tracta d’establir una immersió quasiprojectiva complexa d’algunes varietats
modulars de Siegel Γ\Hn.

6.5.1 Teoria clàssica de la reducció

Sigui Y ∈ M(n,R), Y = Y t, Y > 0, una forma bilineal real definida
positiva. Comencem per recordar la teoria clàssica de reducció de formes
quadràtiques.

6.5.1 Lema. (Descomposició de Jacobi.) Existeix una matriu triangu-
lar superior i amb els elements de la diagonal principal tots iguals a 1,
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U ∈ SL(2,R), tal que U tY U és una matriu diagonal amb els elements de
la diagonal principal tots positius. ¤

6.5.2 Lema. (Teorema d’Hadamard.) detY ≤ Y1,1 · . . . · Yn,n. ¤

6.5.3 Lema. (Teorema d’Hermite.) Sigui µ(Y ) := min{gtY g : g ∈
Zn, g 6= 0}. Llavors,

µ(Y )n ≤ (4/3)
n(n−1)
2 detY. ¤

6.5.4 Definició. Es diu que Y és M-redüıda (M, per Minkowski) si se sa-
tisfan les dues propietats següents:

(a) per a tot g ∈ Zn, si mcd(gk, . . . , gn) = 1 per a algun k, llavors Yk,k ≤
gtY g;

(b) per a tot k, 1 ≤ k ≤ n− 1, és Yk,k+1 ≥ 0.

Denotarem per Rn el conjunt de les matrius Y que són M-redüıdes.

6.5.5 Lema. Per a tota matriu Y = Y t ∈ M(n,R), Y > 0, existeixen
matrius U ∈ GL(2,Z) i Y ′ ∈ Rn tals que Y = UY ′. ¤

6.5.6 Lema. (Teorema de Minkowski.) Existeixen dues constants po-
sitives c1, c2 tals que per a tota Y ∈ Rn és

c1Y1,1 · . . . · Yn,n ≤ detY ≤ c2Y1,1 · . . . · Yn,n. ¤

6.5.2 Domini fonamental

6.5.7 Definició. Sigui Z = X + iY ∈ Hn, amb X,Y ∈M(n,R), X = Xt,
Y = Y t, Y > 0. Es diu que Z és S-redüıda (S, per Siegel) si se satisfan les
propietats següents:

(a) per a tot M ∈ Γn, det Im(M〈Z〉) ≤ det Im(Z);

(b) Y és M-redüıda;

(c) per a 1 ≤ i, j ≤ n, |Xi,j | ≤ 1/2.

6.5.8 Observacions. • El conjunt Rn és tancat en el conjunt de les ma-
trius simètriques (reals) definides positives. Com a conseqüència, el conjunt
de les matrius S-redüıdes, posem Zn, és tancat en el semiespai de Siegel Hn.
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• El conjunt Sn també és tancat en el conjunt de totes les matrius
simètriques, Zn.

6.5.9 Proposició. Γn · Sn = Hn. ¤

És a dir, tota matriu del semiespai de Siegel és la transformada per una
matriu de Γn = Sp(n,Z) d’una matriu S-redüıda. Dit d’una altra manera,
el conjunt Sn conté un domini fonamental per a Γn.

6.5.10 Lema. Per a tot c > 0, el subconjunt

Sn(c) := {Z ∈ Sn : det(Im(M)) ≤ c}

o bé és buit o bé és compacte. ¤

6.5.11 Lema. Per a totM ′ ∈ Sn−1 existeix λ0 > 0 tal que per a tot λ ≥ λ0

és M :=


M

′ 0

0 iλ


 ∈ Sn. ¤

6.5.3 Immersions de varietats modulars

Una de les aplicacions més interessants del Thetanullwerte és que propor-
cionen immersions projectives de les varietats modulars de Siegel. A tall
d’exemple, enunciem un teorema que fa referència a les varietats que corre-
sponen als grups d’Igusa Γn[q

2, 2q2], per a q parell.

6.5.12 Teorema. Per a q ≡ 0 (mod 2), l’aplicació Hn −→ Pq
2n−1(C)

definida per Z 7→ (θ[m](Z))m, quan m recorre el conjunt ((1/q)Z2n)/Z2n,
és holomorfa i dóna lloc a una aplicació injectiva

Γn[q
2, 2q2]\Hn −→ Pq

2n−1(C)

que aplica biholomòrficament un entorn de cada punt en una subvarietat de
l’espai projectiu.

A més a més, l’adherència de la imatge és una varietat projectiva de di-

mensió
n(n+ 1)

2
, i la diferència entre aquesta adherència i la pròpia imatge

està inclosa en un tancat de Zariski de dimensió ≤ n(n− 1)

2
.¤
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6.6 Sèries theta generalitzades

6.6.1 Sèries theta de formes quadràtiques amb carac-
teŕıstiques i coeficients harmònics

Per a definir les sèries theta de formes quadràtiques definides positives i de
coeficients harmònics, ens cal parlar de les funcions coeficient.

6.6.1 Definició. Sigui V un espai vectorial complex. Una funció coeficient
de grau n en V és una aplicació

P : V ×Hn −→ C

tal que per a tot g ∈ V i tot Z ∈ Hn és

P (g, Z) =

k∑

j=1

Pj(g)Aj(Z),

on Aj : Hn −→ C són funcions holomorfes i Pj : V −→ C són funcions
polinòmiques de les coordenades en alguna base.

I també ens cal parlar d’arrels quadrades de formes quadràtiques. Per
a això, disposem del resultat següent.

6.6.2 Proposició. Existeix una única aplicació holomorfa l : Hn −→ Zn
tal que

exp(l(Z)) = Z/i; i, si Y > 0, llavors l(iY ) és real. ¤

6.6.3 Notació. Escriurem S1/2 := exp( 12 l(S)). Aquesta notació apareix a
la definició següent.

6.6.4 Considerarem funcions theta amb caracteŕıstica i coeficients:

θP [m](S;Z)

q∑

G∈M(r×n,Z)
P (S1/2(G+ U), Z)eπi tr((G+U)

tS(G+U)Z+2V t(G+U)),

on m =


U
V


, per a U, V ∈M(r × n,C), és la caracteŕıstica, S ∈M(r,R),

S = St > 0, és una forma quadràtica definida positiva, i P (g) = P (g, Z) és
una funció coeficient, P : M(r × n,C)×Hn −→ C.
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I també considerarem aquestes sèries modificades amb factors exponen-
cials:

θ̃P [m](S;Z) := exp(−πi tr(U tV ))θP [m](S;Z).

6.6.5 Observacions. • En el cas en què S = [1] ∈M(1,R), recuperem les
sèries de més amunt, amb un canvi de caracteŕıstica:

θP [m
′]([1];Z) = θP [m](Z);

θ̃P [m
′]([1];Z) = θ̃P [m](Z).

• Rećıprocament, les noves es poden recuperar de les antigues. Per a
això es fa ús de la immersió d’Eichler.

6.6.2 La immersió d’Eichler

Recordem que, donades dues matrius A ∈M(m× n,R), B ∈M(r × s,R),
podem considerar el producte

A⊗B :=




Ab1,1 . . . Ab1,s
...

. . .
...

Abr,1 . . . Abr,s


 ∈M(mr × ns,R).

6.6.6 Proposició. Siguin A ∈ M(m,R), B ∈ M(n,R) matrius simètri-
ques, G = [g1, . . . , gn] ∈ M(m × n,R), amb g1, . . . , gn ∈ M(m × 1, R), i

posem g :=




g1
...

gn


, el vector columna de mn components. Llavors,

gt(A⊗B)g = tr(GtAGB). ¤

6.6.7 Corol·lari. Si S = St ∈ M(r,R), Y = Y t ∈ M(n,R) són matrius
definides positives, llavors S ⊗ Y també és simètrica i definida positiva. ¤

6.6.8 Definició. Podem definir, doncs, una immersió Hn −→ Hnr per
Z 7→ S ⊗ Z.
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6.6.9 Proposició. La immersió Z 7→ S⊗Z és compatible amb l’acció dels
grups simplèctics Sp(n,R), Sp(nr,R) en el sentit que l’aplicació

Sp(n,R) −→ Sp(nr,R)

M =


A B

C D


 7→ MS :=


 1⊗A S ⊗B
S−1 ⊗ C 1⊗D




és un morfisme de grups injectiu tal que

MS〈S ⊗ Z〉 = S ⊗ (M〈Z〉). ¤

6.6.10 Definició. Per a cada matriu racional simètrica i definida positiva
S ∈M(r,R), posarem

Γn(S) := {M ∈ Sp(n,R) : MS ∈ Γnr,θ}.

6.6.11 Observació. Com que S és una matriu racional, llavors Γ(S) és un
subgrup de congruència.

6.6.12 Definició. Una matriu S s’anomena parella si és entera i els seus
elements diagonals són parells. Equivalentment, si per a g ∈ Zr és gtSg ≡ 0
(mod 2).

6.6.13 Proposició. (a) Si S és una matriu parella i q és un nombre na-
tural tal que la matriu qS−1 també és parella, llavors el grup Γn(S) conté
Γn,0[q].

(b) Si q és un nombre natural tal que qS i qS−1 són totes dues parelles,
llavors Γ(S) conté el grup d’Igusa Γn[q, 2q]. ¤

6.6.14 Notació. Sigui g =




g1
...

gn


 el vector g ∈ Crn format pels n vectors

columna d’una matriu G = [g1, . . . , gn]. Escriurem G↔ g per a indicar que
la matriu G ∈ M(r × n,C) es correspon amb el vector g via l’isomorfisme
natural M(r × n,C) −→ Crn.

6.6.15 Proposició. Suposem que A ∈ M(r,C), B ∈ M(n,C), i que g és
el vector que es correspon amb G per l’isomorfisme anterior. Llavors, el
vector que correspon a la matriu AGBt és (A⊗B)g. En śımbols, si G↔ g,
llavors AGBt ↔ (A⊗B)g. ¤
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6.6.3 Sèries theta generalitzades i Thetanullwerte

6.6.16 Proposició. Per a tota funció holomorfa A : Hn −→ C existeix
una altra funció holomorfa B : Hrn −→ C tal que B(S ⊗ Z) = A(Z). ¤

6.6.17 Proposició. Per a cada funció coeficient P : M(r × n,C) −→ C
existeix una funció coeficient P0 : Crn −→ C per a la qual se satisfà que
P0(g, S ⊗ Z) = P (S1/2G,Z). ¤

6.6.18 Proposició. Siguin a, b els vectors columna que es corresponen amb
les matrius U, V , respectivament. Siguin P, P0 funcions coeficient holomor-
fes connectades per la relació de la poposició anterior: P0(g, S ⊗ Z) =
P (S1/2G,Z), amb g ↔ G. Llavors,

θP


U
V


 (S;Z) = θP0


a
b


 (S ⊗ Z); i també

θ̃P


U
V


 (S;Z) = θ̃P0


a
b


 (S ⊗ Z). ¤

Finalment, enunciem la fórmula de transformació per a aquestes fun-
cions theta.

6.6.19 Teorema. Sigui S una matriu real, simètrica i definida positiva.
Llavors, existeix una acció del grup Γn(S) en l’espai de les funcions coefi-
cient de la forma P : M(r × n,C) ×Hn −→ C, que escriurem en la forma
(P,M) 7→ PM , i que satisfà les propietats següents.

(a) Si P és constant, llavors PM = P .

(b) Per a tot M ∈ Γ(S) i tot Z ∈ Hn se satisfà la igualtat:

θ̃PM


Ũ
Ṽ


 (S;M〈Z〉) = vS(M) det(CZ +D)r/2θ̃P


U
V


 (S;Z).

Aqúı, s’ha escrit

Ũ = UDt − S−1V Ct, Ṽ = −SUBt + V At, vS(M) := vθ(M
S). ¤

6.6.20 Observació. En el cas en què detD 6= 0, l’acció en les funcions
coeficient es pot descriure a partir de transformades de Gauss, de manera
similar a com s’ha fet més amunt amb sumes de Gauss simplèctiques.
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