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Introduccio

Aquestes notes contenen les exposicions sobre el tema: Representa-
cions de Galois de dimensié 2: Conjectures d’Artin, de Serre i de
Fontaine-Mazur, corresponents a la divuitena edicié del SEMINARI
DE TEORIA DE NOMBRES (UB-UAB-UPC), celebrat a Barcelona
del 19 al 23 de gener de 2004. El programa general d’aquest tema va
ser elaborat per L. Dieulefait i N. Vila, i les exposicions van ser pre-
sentades per persones del seminari. La seva gentilesa en fer-nos arri-
bar el contingut de les exposicions ha fet possible 1’edicié del present
volum.

L’objectiu d’aquest tema va ser coneixer 1’estat actual de les con-
jectures d’Artin, de Serre i de Fontaine-Mazur i copsar les idees i
tecniques més importants que han permes els avencos espectaculars
produits els darrers anys. Si bé les representacions de Galois com-
plexes, f-adiques i modul p, aixi com les conjectures d’Artin i de
Serre, han estat tractades i estudiades en diverses edicions de ’'STNB,
es dedica els tres primers capitols a presentar cada una de les con-
jectures, donar breument el llenguatge necessari per plantejar-les i
presentar alguns resultats previs sobre elles. El quart capitol esta
dedicat a explicar I'estrategia fonamental que ha permes els avencos
recents, la qual té l'origen en els treballs de Wiles i Taylor-Wiles,
que van conduir a la prova de la conjectura de Shimura-Taniyama-
Weil. Recentment, Taylor ha explotat i exportat aquesta estrategia
en situacions més generals. En els dos capitols segiients s’entrara
en els treballs de Taylor relatius a la conjectura de Fontaine-Mazur
(dimensi6 2 i cristal-lina) on s’obté un resultat sobre modularitat
potencial de representacions de Galois f-adiques que té importants



vi INDEX

conseqiiencies i corol-laris. En el sete capitol es presenten resultats
relatius a les proves de la conjectura de Serre sobre cossos petits: Fs,
Fs5, F7 i Fg. El darrer capitol es dedica a la conjectura d’Artin en el
cas icosaedric.

L. Dieulefait i N. Vila

Barcelona, 15 de gener de 2005.



Capitol 1

La conjectura d’Artin

NURIA VILA

En aquest capitol introduirem la funcié L d’Artin associada a una
representacié de Galois complexa, donarem les seves propietats fo-
namental i formularem la conjectura d’Artin. Definirem la funcié L
d’Artin estesa, veurem la seva meromorfia i donarem la seva equacio
funcional. Centrat-nos en representacions de Galois complexes dos
dimensionals estudiarem el seu caracter modular i donarem les idees
clau en la prova de la conjectura d’Artin per aquestes representacions
en els casos ciclic, diedric, tetraedric i octaedric.

1.1 Representacions de Galois

Sigui_ K un cos de nombres, K una clausura galoisiana de K i G =
Gal(K/K) el grup de Galois absolut de K. Una representaci6 de
Galois és un morfisme continu

p:Gxg — GL(V) = GL(n, F),

Amb el suport parcial de MCYT BFM2003-01898.
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on F' és un cos topologic i V és un F-espai vectorial de dimensié
n. Considerem G com a grup topologic amb la topologia de Krull,
segons el cos topologic F' tenim:

a) Representacions complexes: F' = C amb la topologia discreta.

b) Representacions modul p: F' = Fp o [y, cos finit, amb la topolo-
gia discreta.

¢) Representacions ¢-adiques: F' = QQ; o una extensié finita de Qy
amb la topologia ¢-adica.

En els casos a) i b) tenim

p continua < Ker(p) obert < Ker(p) < Gg d’index finit <

Im(p) ~ Gal(?kerp/K) finita.

Aixi, en aquests casos, una representacié de Galois p és, de fet,
una representacié d’un grup finit, doncs factoritza a traves del seu
nucli. Es a dir, la representaci6 p es realitza en una extensié de
Galois finita del cos K, tenim:

p: G(N/K) — GL(V) = GL(n, F),

—ker
onN=K 7°

1.2 Funcié L d’Artin d’una representacié de
Galois complexa

Sigui
p: Gxg — GL(V) = GL(n,C),

una representacié de Galois complexa. Com hem comentat, podem
pensar que p és una representacié d’un grup finit, per tant es tracta
d’una representacié lineal semisimple, tal que el caracter traca

X=Xp="trp
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individua la representacio p.

Si v és un primer (finit) de K i ¥ un primer de K sobre v, denotem
per Gz i per Iy els grups de descomposicié i d’inercia de v. Denotem
per Frobg 'automorfisme de Frobenius de G/ I i per Frob, qualsevol
dels Froby per a T|v. Notem que tots ells sén conjugats. Sigui g, el
cardinal del cos residual a v. Per cada primer v, el quocient G/ I ac-
tua sobre V7. Notem que el polinomi caracteristic de I’endomorfisme
Froby de V7 només depen del primer v. Si v és un primer arquimedia
(infinit) i ¥ un primer de K sobre v, posem Gy = {1}, si sén tots dos
reals o tots dos complexos; si v és real i U complex, posem Gy = I3
el grup d’ordre 2, generat per I'unic element Froby € Gi (conjugacié
complexa) que canvia els dues immersions complexes corresponents
anv.

Amb aquestes notacions, definim la funcié L d’Artin de p com
el producte d’Euler:

L(x,s) = [ [ Lo(x, 9),

on
Ly(x, 8) := det(1 — Frobg ¢, *|V7) 71,

és el factor d’Euler a v, per a cada primer v de K.

Notem que el grau del factor L,(x, s) com a polinomi en ¢, * és
la dimensi6 de V7. Aixi, per a quasi tot primer v, aquest grau és el
grau de la representacié p, doncs VIF = V.

1.2.1 Propietats de la funcié L d’Artin

Enunciem a continuacié les primeres propietats de la funcié L d’Artin.
Per a la demostracié d’aquestes propietats podeu confrontar, per
exemple, [Ne 99].

1. La funcié6 L d’Artin és una funcié analitica en el semipla
Re(s) > 1: convergeix absolutament i uniformement en el semipla
Re(s) > 1+ 4, per a tot § > 0.
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2. La funcié L d’Artin de la representacié trivial és la funcié zeta
de Dedekind

L(1,s) = Cr(s) = 3 N(a) ™.

3. Additivitat: Si xi1, x2 sén els caracters de dues representa-
cions de G, es té

L(Xl + X2, S) = L(Xlu S)L(qu S)'

4. Induccié: Si K C K', x és el caracter d’una representacié de
H=Ggx CG=Grgix*= Indg X €és el caracter induit, es té

L(x*,s) = L(x, 8).

5. Inflacié: Si x és el caracter d’una representacié de Gal(N/K),
N > N D K amb N’ D K de Galois i X’ és el caracter de
Gal(N'/K) obtingut composant la projeccié a Gal(N/K) amb
el caracter x, es té

L(x',s) = L(x, s).

1.2.2 Conjectura d’Artin

El caracter induit del caracter trivial del subgrup {1} C Gal(N/K) és
el caracter rg de la representaci6 regular de G = Gal(N/K). Aquest

caracter és
ra =Y _x(1)x,
X

on x sén els caracters irreductibles de Gal(N/K). Com a conseqiiéncia
de les propietats (2), (3) i (4), obtenim:

v (s) = Cre(s) [T Llx, )X
x#1

El punt de partida de les investigacions d’Artin sobre L-series va
ser la qiiestié de si, donada una extensié de Galois N/K, el quocient



1.8. Funciéo L d’Artin estesa 5

de les seves funcions zeta (n(s)/Cx(s) és una funcié entera, és a dir,
és una funcié holomorfa en tot el pla complex. Aix0 es deduiria de
la seva famosa conjectura:

CONJECTURA D’ARTIN: Per a tot caracter irreductible x # 1,
la funcié L d’Artin L(x, s) defineix una funcié entera.

e Cas ABELIA: Notem en primer lloc que la conjectura d’Artin és
certa per a extensions abelianes. En efecte, com a conseqiiencia de la
teoria de cossos de classe, la funcié L d’Artin per a N/K abeliana co-
incideix amb una funcié L de Hecke. Aixo vol dir que les propietats de
les series de Hecke, en particular la seva equacio funcional, es transfer-
eix a la funcié L d’Artin, en el cas abelia. Dit en poques paraules, si
N/K una extensi6 abeliana amb conductor fi x : Gal(N/K) — C*,
és un caracter (morfisme) irreductible del grup de Galois Gal(N/K),
composant amb el simbol d’Artin es defineix un caracter sobre J¥, el
grup d’ideals fraccionaris primers amb f,

X:Jh—
que és un Grossencharacter primitiu mod f. Es té
L(x,s) = L(X, s)-

Per a una demostracié detallada podeu confrontar, per exemple,
[Ne 99].

1.3 Funcio L d’Artin estesa

Sigui p una representacié de Galois complexa de G amb caracter
traga x. Volem definir una funcié L estesa

A(x, s) = AX)**y(x, ) L(x, 5),

de manera que tingui prolongacié meromorfa a tot el pla complex i
satisfaci una equacié funcional del tipus

A(X, 5) = W(X)A(Yv 1- 5)7
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per a W (x) una certa constant de valor absolut 1, tal i com passa en
el cas abelia. Ens cal pero abans definir els factors que hem d’afegir:

e El conductor d’Artin: Es un ideal de K que mesura el nivell de
la ramificacié de la representacio p. Es divisible exactament per tots
els primers que ramifiquen a p.

Per a cada primer (finit) v de K, sigui
Iz;=Gy DG DGy D -+

la successié de grups de ramificacié superior de v|v. Sigui

fOxv) = (#Go) ™" ) _ 4G codim V.,
=0

El ideal
f00 = [T o/,
v
s’anomena el conductor d’Artin de la representacio p.

El factor corresponent al conductor és la constant

A(x) = ldr MY Nk ((0)

on di denota el discriminant absolut de K.

e Els factors gamma: Els factors de 'infinit seran
Y06 8) = [ w(x 9)-
v|oo

Posem
Tr(s) = 7"/?I(s/2),

De(s) = Ti(s)Da(s + 1) = 2(2m) I(s).

Denotem I', (s), T'r(s) o I'c(s) segons v sigui real o complex. Aleshores
definim
TolX:8) = Tys)+ (HIT 5 4 1) 000),
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on ni(x,v) = dimV% i n_(x,v) = dimV/VE, és a dir, les di-
mensions dels subespais de V' de vectors propis de valor propi +1
i —1, respectivament, per I'automorfisme de Frobenius Froby € Gg
(conjugaci6é complexa).

Aixi tenim definida la funcié L d’Artin estesa
Ax, s) = AX)**y(x, s)L(x, 9).

Els factors A(x), v(x,s) i la funcié L d’Artin estesa tenen les
propietats functorials analogues a les de la funcié L d’Artin: additi-
vitat, induccié i inflacié. A més, si x és un caracter 1-dimensional,
es té

Alx; s) = A(X; 9),

on Y és el Hecke Grossencharacter corresponent.

1.3.1 Teorema. (Artin-Brauer)
La funcié L estesa A(x, s) té prolongacié meromorfa a tot el pla com-
plex i satisfa ’equacid funcional

A(Xv 5) = W(X)A(Ya 1- 3)7

on W(x) s’anomena Artin root number i és una constant de valor
absolut 1.

Artin va conjecturar aquest resultat que fou provat per Brauer I'any
1947, per reduccié al cas 1-dimensional. De fet, el punt essencial per
tenir aquesta reduccid és un teorema de Brauer sobre representacions
de grups finits.

1.3.2 Teorema. (Brauer)

Tot caracter d’un grup finit G és combinacio Z-lineal de cardcters
monomials, €s a dir, induits per caracters de grau 1 de subgrups

n
X =Y nix;,
=1

onn; €74, x; caracter de grau 1 de H; C G.
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Aleshores, la prova del Teorema d’Artin-Brauer se segueix de les pro-
pietats de la funcié L d’Artin estesa. En efecte,

Ales) = JTAGG )™ =[] AGw o)™ = [ ] AGG 9™

La Teoria de Cossos de Classes ens déna ’equacié funcional
A()?Za S) = W(f@)A(zv 1- S)a
per a cada caracter de Hecke ;.

Aixi, si definim I’Artin root number
W) =W

Clarament té modul 1 i obtenim 1’equacié funcional
A(x,s) = WOHOAX, 1 — s).

Remarquem que la conjectura d’Artin la podem formular ara:

CONJECTURA D’ARTIN: Si x és un caracter de G que no
conté el caracter trivial xy # 1, A(x, s) defineix una funcié entera en
tot el pla complex.

Es clar que, a part de per a representacions 1-dimensionals, la
conjectura d’Artin és certa per a les representacions monomials, aixo
és, induides per una representacié 1-dimensional d’un subgrup. Es a
dir, la conjectura d’Artin és certa per a les representacions complexes
amb caracters del tipus

n
X =Y _nixi,
=1

on0<n; €Q, x;ésunarepresentacié 1-dimensional, no trivial, de
H; C G. Per exemple, si el grup de Galois G = Gal(N/K) és un grup
nilpotent, tot caracter irreductible és induit per una representacio
de grau 1 d’un subgrup de G. A més, donat que la representacié
augmentaciéo d'un grup G, és a dir, la representacié regular menys
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la trivial, és monomial, tenim que si N/K és de Galois, el quocient
(n(s)/Ck(s) és una funcié entera. Remarquem que el resultat corre-
sponent per a extensions N/K no galoisianes és obert. Afegim que la
conjectura d’Artin esta actualment incorporada en el programa gen-
eral de Langlands i es segueix de les conjectures generals de Lang-
lands.

A partir d’aquest moment en centrem en representacions de Galois
complexes dos dimensionals.

1.4 Representacions de Galois complexes asso-
ciades a formes modulars de pes 1

En aquesta seccié fixem el cos K = Q. Tot seguit posarem de manifest
que la conjectura d’Artin i la “modularitat” de les representacions de
Galois son qiiestions equivalents per a representacions complexes 2-
dimensional senars, és a dir, tals que el seu determinant envia la
conjugacié complexa a —1.

En primer lloc, comentem el celebre teorema de Deligne-Serre
(1974) sobre les representacions associades a formes modulars de pes
11 les seves funcions L.

1.4.1 Teorema. (Deligne-Serre)

Sigui f = X0 1anq" una forma modular nova, normalitzada, sobre
[o(N) de pes 1 i caracter €. Aleshores existeiz una representacid
irreductible p : Gg — GL(V) = GL(2,C) amb conductor N, deter-
minant € i funcié L d’Artin

L(p,s) = L(f,s) = XpZ1ann”"

Com a conseqiiéncia la representacié p associada a la forma mo-
dular f satisfa la conjectura d’Artin, doncs L(f,s) té continuacié
analitica en tot el pla complex.

Resumim a continuacié els punts més importants de la prova
d’aquest teorema (cf. [DS 74])
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e Multiplicant f per una serie d’Eisenstein de pes 1 convenient,

s’obté una forma modular propia de pes 2, congruent amb f modul
L.

e Per reduccié modul ¢ de la representacié f-adica associada,
s’obté una “aproximacié modul ¢, és a dir, p, : Gg — GL(2,F)
amb Tr(p,)(Frob,) = a, (mod ¢) i det(p,)(Frob,) = €(p) (mod ¢).

e Aix0 ho fem per a infinits /.

e Hi ha una cota uniforme per a la imatge de p,: Rankin (els a,’s
son finits en nombre, a menys d’un conjunt de primers p de densitat
petita)

e “Enganxant “les p,, s’obté una representacié p : Go — GL(2, OF)
que redueix a p, per a infinits ¢, on Of és un anell d’enters.

En l’altra direccié tenim el que es coneix com teorema convers de

Weil (1967)

1.4.2 Teorema. (Weil-Langlands)

Sigui p una representacio de Galois complera 2-dimensional de Gg
wrreductible © senar amb conductor N i determinant imparell €. Su-
posem que existeix un M tal que per a tot caracter de Dirichlet x de
conductor primer amb M, la funcid L d’Artin L(p ® x, s) és entera
en tot el pla complex. Aleshores, existeir una forma modular f nova,
normalitzada, de pes 1 i caracter € sobre I'o(N) tal que

L(p,s) = L(f,s)-

Si L(p,s) = Yo7 ann™%, el fet que per torgament la funcié L
d’Artin L(p ® x, s) és entera en tot el pla complex, permet provar
que es compleixen les hipotesis del teorema de Weil que assegura
que f(z) = Yo% ang", ¢ = €*™*, és una forma nova normalitzada
de T'g(N) amb pes 1 i caracter e. Per a una demostracié detallada
confronteu [Og 69].
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Aixi, la conjectura d’Artin i la modularitat de representacions de
Galois son qiiestions equivalents per a representacions complexes 2-
dimensional senars. Demanar que p sigui modular, és a dir, provenint
d’una forma modular, s’anomena Conjectura d’Artin forta.

1.5 La conjectura d’Artin 2-dimensional

Els subgrups G finits de GL(2,C) es classifiquen per la seva imatge
G a PGL(2,C). Aquesta imatge G pot ser:

e un grup ciclic C,,

e un grup diedral Do,

e isomorfa al grup alternat A4 (grup tetraedric),
e isomorfa al grup simetric Sy (grup octaedric) o

e isomorfa al grup alternat As (grup icosaédric).

Aixi, les representacions de Galois dos dimensionals complexes es
classifiquen segons aquestes imatges en tipus: ciclic, diedral, tetraedric,
octaedric o icosaedric.

Sabem que, en particular, la conjectura d’Artin i la conjectura
d’Artin forta en el cas senar, son certes per a representacions de Ga-
lois complexes dos dimensionals de tipus ciclic o diedral, doncs es
tracta de representacions abelianes o monomials. Els celebres teo-
remes de Langlands [La 80] i de Tunnell [Tu 81] proven la conjectura
d’Artin per a representacions de Galois complexes dos dimensionals
de tipus tetraedric o octaedric. A continuacié donarem un esbés de les
demostracions d’aquests resultats. D’altra banda, recentment, s’han
produit avencos molt significatius en 1'tinic cas en que la conjectura
d’Artin dos dimensional esta oberta: pel tipus icosaedric. El capitol
8 estara dedicat a presentar l’estat actual de la conjectura d’Artin en
el cas icosaedric.
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1.5.1 El cas tetraédric

Destacarem els punts clau de la demostracié de Langlands [La 80] de
la conjectura d’Artin per a representacions de Galois complexes dos
dimensionals de tipus tetraedric.

Sigui
p:Gg — GL(2,C) — PGL(2,C)
amb imatge Ay.

Notem, en primer lloc, que el grup alternat A4 és resoluble i la
successié

1= Doy — Ay — C3—0

és exacta.

Considerem les inclusions de cossos K C E C L associades, és a
dir, tals que Gal(E/K) = C3, Gal(L/K) = A4 i p|Gg amb imatge
diedral.

Com que p|Gg te imatge diedral, és monomial, i per tant es co-
rrespon amb una representacié automorfa cuspidal 7y de GL(2,Ag),
doncs les conjectures de Langlands son certes, en aquest cas.

L’accié de C3 a Dys és per automorfismes interns i tenim que
TE = Ty, per a tot o € Cs.

Ara, donat que l'extensi6 F /K és galoisiana i ciclica podem aplicar
el teorema de canvi de base de Langlands [La 80].

Es demostra que existeix una tnica representacié cuspidal mx de
GL(2,Ak), amb caracter central det pg, tal que restringeix a 7g.

Un estudi dels factors locals i de les representacions 3-dimensionals
monomials globals, permet provar que

L(pr,s) = L(1k, 8),

per a Re(s) gran. Donat que la funcié L(7mg,s) associada a una
representacié automorfa cuspidal és entera, obtenim la conjectura
d’Artin en aquest cas.
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1.5.2 El cas octaédric

Destacarem ara els punts clau de la demostracié de la conjectura
d’Artin per a representacions de Galois complexes dos dimensionals
de tipus octaedric. Aquesta prova donada per Tunnell a [Tu 81],
utilitza els metodes de Langlands [La 80] i un resultat analitic de
Jacquet, Piatetskii-Shapiro i Shalika [JPS 81].

Mirem primer de fer com en el cas tetraedric. Sigui
p:Gg — GL(2,C) — PGL(2,C)

amb imatge Sy.

De nou el grup simetric Sy és resoluble. Considerem la successié
exacta segiient:
1—>A4—>S4—>CQ—>0.

Siguin K C E C L les extensions de cossos associades, és a dir, tals
que Gal(E/K) = Cy, Gal(L/K) = S4 i p|Gg amb imatge tetraedrica.

Ara p|GEg es correspon amb una representacié automorfa cuspidal
i de GL(2,Ag) (Langlands), invariant per I'accié de Gal(E/K).

Donat que F/K és galoisiana i ciclica, podem aplicar el teorema
de canvi de base de Langlands [La 80]. Existeixen dues representa-
cions cuspidals 71, mo de GL(2,Ag), tals que per canvi de base a E
ens déna p|Gg, perd ullll, ara, el caracter central no distingeix.

Tunnell [Tu 81] considera N el cos fix pels elements de Gal(L/K)
del 2-subgrup de Sylow (d’ordre 8) de S4. L’extensié N/K és cibica,
no normal. Ara p|Gx és monomial, per tant es correspon amb una
representacié automorfa cuspidal 7y de GL(2,Ay). Utilitzant els
resultats [La 80] i de [JPS 81] prova que hi ha un tnic index ¢ tal que
m;, per canvi de base a IV és la representacié cuspidal 7. Aixi, sigui
7 la representaci6 automorfa m; de GL(2, Ax) que per canvi de base
déna d’una banda py i d’altra pg. Aquesta representacié automorfa
7 és lassociada a p i en conseqiiéncia la funcié L(p, s) és entera.
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Capitol 2

Les conjectures de Serre

VicTor ROTGER

2.1 Formes modulars mod p

2.1.1 Formes modulars en caracteristica 0

Sigui H = {z € C,Im(z) > 0} I'hiperpla superior de Poincaré.
Dotat amb la metrica Riemanniana hiperbolica, H és una superffcie
de Riemann simplement connexa amb grup d’automorfismes Aut(H) ~
PSLy(R). L’acci6é de PSLa(R) s’estén de manera natural a I’hiperpla
superior de Poincaré compactificat H* = H UP(Q).

Per qualsevol enter positiu N > 1, sigui
a b (1
(N)={A= (c d) €Sly(Z): A= <0 1) modN },

el grup modular de nivell N. Es tracta d’un subgrup discret de
SL2(R) i per tant actua en H*.

Amb el suport parcial de MCYT BFM2003-06768-C02-02

17
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. : . b e
Donat un enter positiu k i una matriu v = (CCL d)’ utilitzem la

notacio

az+b

F(z), = det('Y)k/z ez + d)ik F( cz+d

).

2.1.1 Definicié6

1. Una funcié holomorfa F' : H — C és una forma modular de
nivell N i pes k sobre C si:

« Fly=F YyeTi(N)
e F}, és holomorfa en ioco, Vv € SLa(Z):

2mi

Admet Fly =350 Ane N ™

2. F és parabolica si Ag =0, Vv € SLo(Z).

Els espais de formes modulars i paraboliques de nivell N i pes k
son

o M(N)c = Mp(N)c
e Si(N)c = Sk(N)c,

respectivament.

Finalment, diem que una forma F =3 ., A,q", ¢ = €™ esta
definida sobre un subanell R C C si A, € R, Vn > 0. De manera
analoga als anteriors espais de formes modulars, denotem per

e My(N)r amb My(N)r @ C = My(N)c

OSk(N)R amb Sk(N)R QRC = Sk(N)(c

els R-moduls de formes modulars i paraboliques.
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2.1.2 Formes modulars sobre una Z[1/N]-algebra

Sigui X1(N)/Z[+] el model enter de Deligne-Rappoport de la
corba modular de nivell N > 5. Amb les estructures respectives de
superficies de Riemann, tenim un isomorfisme

X1(N)(C) ~ H*/T1(N).
La corba X|(N) és l'espai de moduli fi de corbes elliptiques

(E, P) amb un punt P de N-torsié marcat. Associada al problema
de moduli, existeix la corba el.liptica universal

£ Xi(N)
amb la I'1 (N)-estructura de nivell
L: (Z/NZ) — E[N].
Denotem per

0: Xi1(N)— €&

la seccié 0 de la corba el.liptica universal & i per

1
Qe/x, ()

el feix de diferencials relatives. Finalment, considerem el feix invert-
ible sobre X7 (V)
* 1
w = 0"(Qe/x, (v))-

2.1.2 Definicié (Katz) Sigui R una Z[1/N]-algebra. El R-modul
de formes modulars de nivell N i pes k sobre R és
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My(N)g = H°(X1(N) ® R,w®")
En el que segueix, denotarem per
My(N)g,

el R-modul de les formes modulars mod p segons Katz.

Sigui f € Mk(N)R,

f=ay+aqg+aqg®+..¢€ R[[q]]

el desenvolupament en serie de potencies al voltant d’un punt cuspidal
¢ de X1(N)(R), on ¢ és un uniformitzant de c. Denotarem per

Se(N)r = {f € Mx(N)r : a9 = 0Vc}

el R-modul de les formes paraboliques mod p segons Katz.

2.1.3 Formes modulars mod p segons Serre

Sigui @p una clausura algebraica del cos Q) de nombres p-adics.
Sigui Zj, I'anell d’enters de Q,, i p 'ideal maximal de Z,.

2.1.3 Definicié (Serre) Una serie formal

f= Zanq",an € IF’p

n>0

és una forma modular mod p de Serre de nivell N i pes k si existeix
F € My(N)z, tal que Frmodgp = f.

Denotem per

M (N)g

P
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el IF‘p—espai vectorial de formes modulars mod p de Serre de nivell N
i pes k. Tenim un isomorfisme natural

MP™(N)g = My(N)z, @ F,.

2.1.4 Proposicié. (Edixhoven) Siguink > 1i(p, N) = 1. Aleshores

1. SPET(N)g, C Sk(N)g

P

2. Sik>2, S,ferre(N)Fp = Sk(N)Fp, amnoser que N=1,p=2 o
3.

En general, per k = 1, no tota f € Si1(N)g, es pot aixecar a
caracteristica 0 i per tant Sgerre(N)]Fp & Sk(N)g, -

2.1.5 Exemple. L’invariant de Hasse E/F, — inv(E) és una forma
modular de pes p— 1. En caracteristica p = 2 no es pot aixecar a Zs.

2.1.4 L’algebra de Hecke

Sigui N > 1. L’algebra de Hecke de nivell N és

T=(T;,l{N,<d>de (Z/NZ)")z

on Ty, < d > es defineixen com a operadors que actuen

e En X;(NN) com a correspondéncies,
e En J(X;(N)) com a endomorfismes de varietats abelianes,

e En Mi((N))riSk((N))r com a endomorfismes lineals.
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2.1.5 Formes noves

Sigui € : (Z/NZ)* — R* un homomorfisme de grups tal que
e(—1) = (—1)*.

Diem que una forma modular f € My (I'1(N))g té caracter € si
<d>(f)=e(d)f, Vde(Z/NZ)".

Obtenim unes descomposicions naturals:

M(T1(N))r = D Mi(T1(N),€)r

SkT1(N))r = @D Sk(T1(N),e)r.

Diem que una forma parabolica f = > a,q" de tipus (N, k,¢) és
nova si:

1. aOIO,CLl:l

2. To(f) = auf

3. Bg € Sp(M,e) per M | N amb 1) i 2)

Denotem per Sp¢"(N,€) el R-submodul de Si(N,¢) de rang finit
generat per les formes noves.

2.1.6 Aixecaments de formes modulars mod p
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2.1.6 Proposicié. Sigui € : (Z/NZ)* — IF;; un homomorfisme de
grups. Aleshores existeir un tnic caracter ey : (Z/NZ)* — Zj tal
que ey = € mod p.

2.1.7 Definicié El caracter de Teichmuller és ’homomorfisme

Xp : (Z/PZ)" — 7,
definit per
Xp(n) =n mod p,Vn € Z, (n,p) = 1.

2.1.8 Teorema. (Serre, Gross) Sigui f =} ang" una formanova
definida sobre I, de tipus (N, k,¢).

1. Si f és de tipus (N,2,¢), existeiz una forma nova F de tipus

(N,2,en) sobre Zy, tal que F = f mod .

2. Si f és de tipus (N,k,e), 2 < k <" p+ 1, existeiz una forma
nova F de tipus (Np,Q,ENXI;_Q) sobre Zy tal que F = f mod
0.

En el segon apartat del teorema, per k& <’ p + 1 volem significar
k<p+1ok=p+1sota una condicié tecnica que no precisarem en
aquestes notes.

2.2 Representacions de Galois associades a formes
modulars

Sigui V' un espai vectorial sobre Fp i sigui
0:Gg — GL(V)

una representacié del grup absolut de Galois Gg = Gal(Q/Q) en el
grup de transformacions lineals de V.

Diem que la representacié o és:
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1. continua, si Ker ¢ = Gal(Q/K) per algun cos de nombres K,
[K : Q] < o0.

Les representacions continues indueixen una representacié
0: Gal(K/Q) — GL(V).

2. irreductible, si no existeixen subespais propis W C V invariants
per P'acci6 de o(Gg).

3. semisimple, si V = EBf:l és la suma directa de Gg-subespais
irreductibles W;.

4. parell, si det(o(c)) = 1, senar si det(o(c)) = —1.

2.2.1 Teorema. (Shimura, Deligne) Sigui f = a,q" una forma
nova definida sobre Fy de tipus (N, k,¢).

Aleshores existeix una unica representacio de Galois continua i

semisimple

of : Gg — GL2(F,)

tal que:

1. +s no ramificada en {4 Np

2. Per tot £ { Np:

tr(of(F'roby)) = ay,
det(os(Froby)) = e()eF1.

Demostracio.

e Ensreduim a2 < k <’ p+1 mitjancant la derivacié de Ramanujan-
Katz.



2.2. Representacions de Galois associades a formes modulars 25

e Per Serre i Gross, aixequem f a una forma nova F' = > A,q"
nova de pes 2 i nivell N o Np.

e Associada per Shimura a la forma nova F', considerem la vari-
etat abeliana Ap/Q, que satisfa les segiients propietats:

(i) Ap és isogena a una subvarietat de J(X7(NV))

(ii) El cos E = Q(An) generat pels coeficients de Fourier de
F és un cos de nombres: O = Endg(AFr).

(iii) dim(Ap) = [E: Q).

o T, (Ar) ~ O, @ Og,, per qualsevol ideal primer g a sobre de
p.

e En considerar 'accié de Galois sobre la torsié de Ag, obtenim
una representacié o : Gg — GL2(Og,).

e Reduint mod p, obtenim oy : Gg — GL2(IFy).

e La representacié oy és no ramificada en ¢ { Np. Pel criteri de
Serre-Tate, obtenim que Ag té bona reducci6 fora de N.

e Les relacions d’Eichler-Shimura demostren que els valors de

tr(of(F'robg)) i det(of(Froby)) son els enunciats en el teorema.
O

2.2.2 Definicié Diem que una representacié de Galois
0: Gy — GLy(F))
és modular si p = oy per alguna forma modular nova mod p.

2.2.3 Conjectura (La conjectura debil de Serre) Totes les rep-
resentacions de Galois

0: Gy — GLa(Fp)

continues, irreductibles 1 senars sén modulars.
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2.3 La conjectura forta de Serre

Donada una representacié de Galois ¢ : Gg — GL2(IF,), Serre n’as-
socia uns invariants N,, €, i k, que ara introduirem.

Destaquem pero que N, depén del comportament dels grups de

descomposicié Dy = Gal(Q,/Qy) C Gal(Q/Q) per £ # p.

En canvi, la definicié del pes de Serre k, depen de D, C Gal(Q _/ Q).
Finalment, €, s’introdueix a partir del caracter. det(o) : Gg — F,.

2.3.1 Els invariants de Serre
Sigui
0:Gg — GL(V)

una representacié de Galois en un espai vectorial sobre F,, de dimensi6
dimg (V) = 2.

El conductor N, de Serre

Sigui 7y una extensié a Q de la valoracié (-adica de Qy i sigui

G = o(Gg) € GL(V)

el subgrup finit imatge de la representacié .
Considerem la cadena

GoODG1 DGy D ...

de grups de ramificacié associats a ¥y i siguin

V@ ={veV:v=vgeG}CV

els subespais invariants de V' per 'accié de G;.

2.3.1 Definicid

N, =][e®

L#p
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onn(f) =2, mcodimﬁvai > 0.

Remarquem que de la propia definicié, tenim que
n(¢) = 0 < p no ramifica en ¢

i que N, és coprimer amb p.

El caracter ¢, de Serre

Serre defineix el caracter €, com segueix. El homomorfisme
det(o) : Gg — I_F;

és continu i té per imatge un subgrup ciclic de ]F;. A més, el conductor
del homomorfisme divideix Nyp.

D’aqui obtenim un caracter

det(o) : (Z/NypZ)* — I_F;

que al seu torn n’indueix dos, un dels quals és el que ens interessa:

¢ : (Z/pL)* — F;

€o: (Z/N,L)* — Fy,
amb det p(F'roby) = ¢(€) - £,(¢) per £ 1 N,p.

El pes k, de Serre

Considerem les extensions de cossos

QCQcQ cQ

i els grups galoisians

o Dy~ Gal(@p/@p)7
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I, = Gal(Q,/Q}"),

Dy/I, ~ Gal(F,/F),

I = Gal(Q,/Q),

I, = I,/ I, = Gal(Q,/Q2") ~ lim F},

El grup d’homomorfismes continus de I; en F) es pot descriure
com segueix:

. i a
Iy = Homeon (I, Fy) = (Q/2)' = {Glptd}
D’entre els elements de ft, en destaquem els segiients:

e x: Iy — Fy amb inv(x) = p%l, el caracter ciclotomic,

o ¢:1; — F; amb inv(y) = - T

p2—

o ¢ : Iy = F;, amb inv(y') = 1%

Considerem la restriccié de la representacié al grup de descom-
posicié en p:

0: D, — GL(V) ~ GLy(F,).

El subgrup d’inercia Iy opera trivialment sobre la semisimplifi-
cacio V* de V ilacci6 de I; sobre V*° diagonalitza:

0
i (g w’) |
Hi ha dues possibilitats:

e Nivell 1: ¢,¢": I} = Fj 0

e Nivell 2: p, ¢/ : I — F*; amb @ = P,
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2.3.2 Definicié El pes k, és 'enter en [1,p? — 1]:

1. Si ¢, ¢’ s6n de nivell 2, aleshores
o =i, ¢ = PPy
per 0 <a <b<p-—1. Definim
ko :=1+ pa +b.
2. Si ¢, ¢’ s6n de nivell 1, tenim:

(a) Si gy, ~ (% )?b),ogagbgp—z, definim

ko =1+ pa+b.
(b) Si oz, =~ <>BB ;a) ,0<a<p—2,1<p<p—1,siguin
a =min (a, ) i b = max (a, §). Definim
ko:=1+pa+bol+pa+b+p—1.
2.3.3 Conjectura (Conjectura forta de Serre) Sigui
0: Gg — GLa(Fp)
una representacid continua, irreductible i senar.
Aleshores existeiz una forma nova f € SkQ(Ng,eg)Fp tal que

0 = 0f.

2.3.4 Teorema. (Serre, Mazur, Ribet, Carayol, Jordan, Livné, Gross,
Edixhoven, Diamond) Sigui

0:Gg — GL2(F,),p > 2
una representacio contz’/nua, wrreductible i senar. Aleshores

1. Si ¢ és modular, o satisfa la conjectura forta de Serre.

2. Si o= oy, f € M(N, e)ﬁ-p, (N,p) =1, aleshores
Ny | Nk, <k

¢: L/NZ — Z/N,Z % Fr.
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2.4 Conseqiiencies

2.4.1 Comportament per twists

Sigui ¢ : Gg — GLy(F,) una representaci6 continua, irreductible i
senar.

Per cada i > 0, siguin
o(i) = 0@ x ™" : Gg — GLa(F)

les representacions torcades de .

2.4.1 Proposicié. (Atkin-Serre-Tate, Lario)

No(iy = Ng, €o(i) = €0, Vi
Fxisteir 0 <1 <p—1: kg(i) <p+1
0 €s modular < o(i) és modular per algun 0 < i <p—1.
La Conjectura Forta de Serre implica la segiient

2.4.2 Conjectura 1. Sip: Gg — GL2(F,) és no-ramificada fora
de p, aleshores 3 f € Sp(SLa2(Z)), k <p+1 tal que o = oy.

2. Sip=2,3,5 07 aleshores Si.(SLa(Z)) = 0 per k < p+ 1
per tant no existeizen representacions o : Gg — GLa(F,) no
ramificades fora de p.

La conjectura ha estat provada per p = 2 (Tate), p = 3 (Serre),
GRH = p =5 (Brueggeman)

2.4.2 El teorema de Fermat.

2.4.3 Teorema. (Serre) Si la conjectura forta de Serre és certa,
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a? +b’ +c =0, p>5
no té solucio amb a,b,c € Z, abc # 0.

Demostracio.

e Ens podem reduir amb arguments elementals al cas en que a, b, ¢
sén primers entre ells, b és parell i a = 3 mod 4.

e Sigui E,p.: y> = z(x — aP)(z + bP) la corba el.liptica de Frey.

e Sigui g4pc : Gop — GL2(FF,) la representacié associada a la
p-torsio de Egp .
o N

Qa,b,c = 27 EQa,b,c = 1 1 k = 2

Qa,b,c
L Elf € 52(2) = HO(XO(Q)aQ‘l)(O(Q)) * Qa,b,c = Of-

e Pero X(2) ~ Pb m

2.4.3 Conjectura de Shimura-Taniyama-Weil general-
itzada.

Serre va demostrar també que si la conjectura forta de Serre és certa,
la segiient conjectura és certa.

2.4.4 Conjectura (Shimura-Taniyama-Weil generalitzada) Sigui
A/Q una varietat abeliana de dimensio n > 1. Si Endg(A) ®Q és un
cos de nombres de grau n, aleshores A és isogena a una subvarietat
abeliana de J(X1(N)) per algun N.
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Capitol 3

La conjectura de
Fontaine-Mazur

FRANCESC BARS

Exposicié: 20 de Gener 2004.

3.1 Introduccio

Aquesta exposicié Uinicament intenta introduir els ingredients basics
pel plantejament de la conjectura Fontaine-Mazur formulada en [11].
La conjectura formula de manera precisa la segilient idea: represen-
tacions del grup de Galois Gal(K/K) amb K un cos de nombres
que venen de les representacions locals d’un tros d’un motiu sobre K
amb coeficients amb un altre cos de nombres E tenen unes propietats
algebraiques fixes i que a més aquestes propietats algebraiques carac-
teritzen que vinguin de la geometria algebraica aritmetica, és a dir
d’un tros d’un motiu sobre un cos de nombres K amb coeficients en

E.

Sota el support economic de DGI, BFM2003-06092.
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36 Cap. 8 La Conjectura de Fontaine-Mazur

Notacions 1 comentaris

En la §3.2, K denota un cos de nombres i E un altre cos de nombres.
En la secci6 posterior §3.3 K denota un cos local amb cos residual de
caracteristica p amb E un cos local extensio finita de ;. Usualment
denotem A per a un primer de K i per § un primer de E. Igualment
G denotara el grup de Galois absolut de K, és a dir Gal(K/K) on
F sempre denota clausura algebraica del cos F, i igualment F, amb
v € Spec(F) denota el cos completat de F' per l'ideal v de F.

L denota una extensié finita de Q; dins la clausura algebraica de Q
i L° una extensié de L dins Q;. Denotem per x()) el cos residual de
Ky, i k(F) pel cos residual d’'un cos local F'.

Observacio: Les notes d’aquesta exposicié difereixen de la exposicid
realitzada en el seu dia en el seminari STNB 2004, ja que en aquella
exposicié ens vam restringir a presentar la conjectura amb F = Q
(és dir consideravem motius sense coeficients!) i igualment no es va
poder explicar res sobre la teoria referent a moduls de Deligne, que
si que escriurem breument en aquestes notes (§3.3) (no obstant tota
aquesta teoria de moduls de Deligne i filtrats ho escriurem tnicament
per a [-representacions, és a dir “F =Q , L = L? = Q;”).

3.2 Enunciat de la conjectura de Fontaine-
Mazur

Anem primer a definir que vol dir que una representaci6 de G g, amb
K cos de nombres, ve de la geometria algebraica (aritmetica).
Recordem que una representacié L%-adica és un morfisme continu

p:Gal(K/K)— GL(V)

amb V un L%espai vectorial.(Una representaci6 l-adica, significa una
representacié Q-adica)

Donada una varietat algebraica X sobre K llissa i projectiva, obtenim
de manera natural molts espais vectorials V' associats amb estructura
addicional (realitzacions), nosaltres ens interessa que tingui una accié
continua lineal per al grup de Galois Gg, considerem la realitzacié
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[-adica étale associada a X;

Site" HL(X xx K, Q) @0 B (3.1)
amb accié de G (observem que la categoria que presentem correspon
a Chg(K, E) que és isomorfa a la categoria de Chg(K) per aquesta
equivaléncia veieu Deligne 2.1 [6]) Ens interessa usualment restringir-
nos a un H!,(X,Q;) ® E (informacié parcial de X en la realitzacié
l-adica a coeficients en E). Les anteriors representacions sén un cas
concret de representacions provinents de la geometria algebraica con-
siderant els objectes M = (X, proj,r) dins la categoria de motius de
Chow sobre K amb coeficients en E on proj denota un projector i r
un enter (Tate twist) i obtenim una realitzaci6 [-adica,

@24 O proj* HE (X x5 K, Qui(r)) @g E (3.2)

En general triar un sumand d’aquesta descomposicié correspondria a
representacions de la geometria “pures” (correspondria sol agafar un
d’aquests factors en la suma directa que té un unic pes, recordem
per X varietat projectiva el motiu proj* H:, (X xx K,Q(r)) és pur
de pes w = i — 2r). Més en general en geometria algebraica po-
dem considerar objectes geometrics (X sense ser projectiva com fins
ara) i considerar la realitzaci6 [-adica de X pero ara X és una vari-
etat algebraica qualsevol, on les components irreductibles de la seva
realitzacié en grups de cohomologia etale poden tenir pesos mixtes
(veieu Deligne en [7](complement d’una varietat amb creuament nor-
mal,...)). Obtenim aixi el que podriem anomenar representacions de
la geometria “mixtes”.

Escrivim

pr=]]rs: Gx — GL(V &g, Ep),
sl

com GL lineal amb Eg, és a dir Eg-representacions de Gi, amb V' la
realitzaci6 l-adica d’un objecte geometric sobre K. Restringim-nos a
pg irreductible, i observeu que si V' és simple i prové d'un subquocient
d’algun grup de cohomologia étale a coeficients en F, llavors és una
pega de proj* H (X, Q;(r)) @ Ez amb X projectiva (cas pur).

D’aquestes consideracions es proposa la segiient definicio.
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3.2.1 Definicié Sigui p una L°-representacié irreductible de G, és
a dir una representacié irreductible continua

p:Grg — GL(V)

on V és un L%espai vectorial i GL és lineal en L°. Diem que p ve de
la geometria algebraica (aritmetica) si és isomorfa a un subquocient
d’algun grup de cohomologia étale provinent de la realitzacié [-adica
d’alguna varietat X sobre K amb coeficients en un FE, diem-li M
on existeix 3 € Spec(E) amb Eg = L ique V 2 M @ LY com
LP[G i]-representacions.

Anem a estudiar les propietats de la representacié de G'ic en H, (X x i
K,Q), que passin a subquocients. Ens restringim amb X/K és pro-
jectiva i llisa sobre K (és a dir el cas de representacions “pures”,
basicament doncs estudiarem representacions irreductibles simples de
la geometria algebraica).

Considerem la representacio:

p:Gg — GL(Hét(Ya Q) ®q, L).

Recordem que una representacié L-adica s’anomena no ramificada

en el primer A de K si el grup d’inércia de A en Gk, Iy, actua de
manera trivial.
Com X és una varietat, fora d’un conjunt finit S de places de K
tenim que X té bona reducci6 i per tant per tot A ¢ (S U {N|l})
finit, el grup d’inércia I es conegut que actua de manera trivial en
la realitzaci6 l-adica de X (és a dir en cada component de (3.1)) i per
tant en qualsevol subquocient d’una component, per tant s’obté;

3.2.2 Lema. Una representacio de Gg de la geometria algebraica és
no ramificada fora d’un conjunt finit de places finites de K. Es a dir
la representacio factoritza a traves de Gk g = Gal(Kg/K) on Kg
denota la extensio maximal de K no ramificada fora del conjunt S.

Hi ha aqui la pregunta natural segiient,



3.2. Enunciat de la conjectura de Fontaine-Mazur 39

3.2.3 Questidé Existeix una representacié local irreductible semi-
simple de Gx (p : Gk — GLL(V)) de manera que no existeix cap
conjunt finit S de Spec(K) on la representacié p factoritzi a través de
Gk,s? (La resposta és que si, hi ha exemples amb V' no provinents
de la geometria on ramifica a un numero no finit de primers, veieu
[14] 1 §5 en [13]. Agrair aqui a en Luis Dieulefait per comentarme
aquestes referéncies).

Restringim la nostra representacio
p:Gr — GLHL(X, Q) ®g, L)

al grup de descomposicié G de Gk en una plaga finita A € Spec(K).
Denotem per p = car(k(A)) on k(A) és el cos residual de A. L’estudi
d’aquesta representaci6 local de G = Gk, (elegint immersié) té un
comportament diferent per al # piper al = p “tota la informacié”).
Estudi per al #p

Considerem una representacio local

px: Gy — GLL(V),

amb x(\) = p amb L extensi6 finita de Q; dins Q.

Si ens restringim a V' com un tros (pur) d’una realitzacié l-adica
per una v.a. X projectiva i llissa sobre K (H%(X,Qi(r)) ®q, L),
llavors si X X, K, té bona reduccié en X la inércia I, actua de
manera trivial en cadascun dels grups de cohomologia étale de la
seva realitzacio [-adica, si té potencialment bona reduccié llavors en
una extensié finita K%, de K obtenim Iy/(C G K'y) actua de manera
trivial sobre cada pega de la realitzacié l-adica associada a (X, proj, r)
i en particular en proj*HE, (X, Q(r)) ® L.

3.2.4 Definicié Diem que p) una representacid local arbitraria L-
adica (py : Gy — GLL(V)) s’anomena de bona reduccié si I es troba
en el nucli de py (condicié que també es diu que és no-ramificada en
A).

Diem que p) és potencialment de bona reduccié si existeix un subgrup
obert de Iy que actua de manera trivial (és a dir hi ha una extensié
finita K}, de K dins K, on Iy C Ker(p,\]GK;/)).
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En quan a l'estudi general de representacions amb [ # p tenim el
segiient resultat de Grothendieck (veieu 1 en [5]),

3.2.5 Proposicié. Sigui p) : Gx — GL(V), com abans amb | # p.
Imposem a més que cap extensié finita de k(\) contingui totes les
arrels ["-éssimes de la unitat Vn (aquesta condicid es compleix per
exemple quan k() és finit). Llavors existeix un obert H de Iy de
manera que p(h) és unipotent per a tot h € H.

DEMOSTRACIO: [sketch] Reduim-nos cas L = @;. Via una extensié
finita de K podem suposar que tot element x € Iy, compleix que
p(x) és una matriu a coeficients en Z; i congruent amb la matriu Id
modul {2, denotem igualment per K aquesta extensié. Amb aque-
stes condicions tenim p(Iy) és un pro-l-grup. Per veure que p(x) és
unipotent argumentem de la forma segiient;
sigui Ky, 'extensié maximal no ramificada de Ky, I = Gal(K\" /Kp,);
K la l-part de 'extensié maximal moderadament ramificada de K
(és a dir és l'extensié de K, generada per les ["-arrels d’un unifor-
mitzant a Kp,). Es prova llavors que l'ordre de Gal(K}"/K;) com
nombre supernatural és primer amb [, i per tant si z € Gal(K 7"/ K)),
p(x) és una potencia de [; per tant p(Gal(K\"/K;)) = {1}. Per es-
tudiar llavors 'accié en la inercia ens restringim a la imatge del grup
de Galois,

Gal(Ki/Kny) = limyyn = Ti(p)
compatible amb Gal(k(\)/k(\)) = Gal(K,,/K)) per automorfismes

interns. Considerem el caracter

X : Gy = Gal(k(\)/k(N)) — Zj

donat per l'accié de Gy sobre Tj(p). Donat = € Gal(K;/K,,) tenim
z i 2X® conjugats en Gal(K;/K)) per qualsevol t € G,.

Considerem X = logp(z) el logaritme l-adic. De log(p(z)X¥)) =
x(t) X, tenim que X i x(¢)X son matrius conjugades Vt € G,. Sigui
a;(X) la funci6 i-simeétrica de les arrels caracteristiques de X, de la
igualtat anterior obtenim: a;(X) = x(t)’a;(X), com no conté totes
les arrels [-essimes de la unitat la imatge de x es un subgrup infinit de
Z7, triem t complint que x(¢) no és una arrels de la unitat, obtenint
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a;(X) = 0 per tot i > 0, i per tant X és una matriu nilpotent.
Com p(z) = 1(mod I?) obtenim

p(x) = exp(log(p(z))) = exp(X) és unipotent.

O

3.2.6 Definicié Sigui p una L-representaci6 de Gk, del L-espai vec-
torial V' amb car(k(N)) = p # car(L).

Diem que p és semiestable si I'accié de I, opera de manera unipo-
tent.

Diem que p és potencialment semiestable si existeix una extensié
finita /K, (F C K)) on p|Gal(K)/F) és semiestable (equivalent-
ment existeix un subgrup obert H de Ik, on p actua de manera
unipotent en H).

3.2.7 Corolllari. La L-representacio local de Gk, amb V igual a
HM(X,Qi(r)) ®qg, L és potencialment semiestable Y\ { 1, és a dir
tota representacio simple de la geometria algebraica €s potencialment
semiestable VA £ 1.

Denotem per Repy,(Gk,) amb | = car(k(L)) # p = car(k(N)) la
categoria tannakiana de les L-representacions de Gg,. Podem con-
siderar les representacions amb bona reduccié que formen una subcat-
egoria (de Repr,(Gk,)) tannakiana que denotem per Repy,; ¢(Gk,)
(si considerem les representacions que sén potencialment bona re-
duccié, el seu conjunt el denotem per Repr;,r(Gk,)) i si conside-
rem les representacions que sén semiestable tenim llavors la catego-
ria Repr, 1 st(Gk, ), 1 finalment denotem per Repr,; pst(Gk,) per a la
categoria de representacions potencialment semiestables. Hem de-
mostrat en 3.2.5 per K)/Q, finita(la nostra situacié) Repr;(Gk,) =
Repr, 1 pst(GKy ) (*). Tenim el segiient diagrama on totes les inclusions
son estrictes a excepcié de la igualtat (*) per K)/Q, finita:

Revalvpf(GK)\)

/! N
Repr . r(Gk,) Reprpst(Gk,) — Repr;(Gk,)
N /!

Repr 1 st(Gk,)
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Estudi peral=p

Considerem ara que [ = p, i centrem-nos en les representacions
de motius purs de Chow a Q-coeficients, més concretament amb
les representacions Gk, amb Ml de V. = H"(X,Q;), amb X pro-
jectiva i llisa sobre K, recordem que tenim els segiients resultats
de comparacié que ens donen certa forma d’estudiar aquest G, -
representacions d’algun altre punt de vista.

Comencem amb el segiient resultat de comparacié (per una altra ex-
posicié més extensa de teoremes de comparacié i anells Fontaine veieu

[17]):

(Faltings) HQL(Y, QZ) R, (= @O+q:m(Ho(X, Q%{/K)\) QK (Cl(—O))

que respecta 'acci6é de Galois G, , on C; = Qi és el complex de
cadenes de diferencials de X/ K.

Reescrivim ’anterior isomorfisme de comparacié entre una cohomolo-
gia de diferencials amb una topologica via un anell de Fontaine Byr; :=
®,eczCi(j) d’una altra manera. Recordeu que la cohomologia diferen-
cial de Hodge-Tate es defineix via Hiy  (X/K)) = @orq=i H°(X, Q%(/KA)
i aixi el morfisme de comparacio és;

HJH(X, Qi) ®q, Bury = (Hijoa(X/K)) ©k, Brr,-

3.2.8 Observacié. (d’en X.Xarles) La B dels anells de Fontaine
es probablement en honor a Barsotti, i aquests anells han estat també
anomenats anells de Barsotti-Tate [8]. Barsotti va introduir anells
d’aquest tipus al estudiar com es relacionaven les diferencials d’una
varietat abeliana sobre els p-adics amb bona reduccié amb certs ob-
jectes cohomologics associats a la reduccié (e.g. el modul de Dieudonné),
veieu [1].

Fixem-nos que si considerem la cohomologia de Rham HJ},(X/K))
tenim un K-espai vectorial que té una filtracié natural, si volem
comparar amb la cohomologia étale que té una estructura de Gk, -
modul i volem que aquest isomorfisme sigui canonic i mantingui les
propietats d’aquests grups cohomologics, necessitem un altre anell de
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Fontaine pero ara amb acci6é de Galois i una filtracid, és I'anell Byg .
Tenim l'isomorfisme,

(Faltings 1988) HJ}(X, Q) ®q, Bary = Hip(X/K)) @K, Bar,

que és compatible amb l'acci6 de G, que actua per c®o en 'esquerra,
i per id ® o en el terme de la dreta, compatible amb les filtracions,
és a dir id ® Fil? — Zaer:q Fil®* @ Fil®, dualitat de Poincaré,...

3.2.9 Observacié. Recordeu que Grpy HJ(X/Ky) = Hp}, ,(X/K)),
i per tant el la cohomologia de Hodge-Tate perdem aquesta filtracio,
i deixem escrit aqui que GrryBar; = Bur,-

Anem ara a endinsar-nos sobre quin tipus de reduccié té la vari-
etat X/K) en 'unic primer tancat de K, especialitzant-nos obtenim
que varietats amb cert tipus de reduccié tenen de manera natural una
topologia de Grothendieck amb més propietats com son un Frobenius,
una monodromia,... Anem a escriure-hi un parell de cosetes.
Suposem que X té bona reducci6 en A, tenim la cohomologia cristal.lina
que es compara amb la de de Rham (veieu p.9 [17]), que ens associa
un Ko x-e.v. (Ko és la subextensié maximal no ramificada dins K))
junt amb un Frobenius i una filtracié.

Tenim 'isomorfisme (Fontaine,Messing,Faltings,Kato,Tsuji):

Hgtl(ya Ql) Rq, Bcris,l = Z'Lis(YX/KO,)\) ®K0’A Bcris,l;

compatible amb G, , Frobenius i filtracié.

En cas que X no té bona reduccié en A (ni potencialment bona re-

duccid), pero té reduccié semiestable en A (és a dir existeix un model

propi X' /O, on localment per la topologia etale és Ok, [t1, ..., tn]/(t1-
...t —m), m uniformitzant de 'anell enters Ok, ) tenim una co-

homologia de Grothendieck (cohomologia log-cristalina) que té una

monodromia N, filtracié, frobenius; (i també tenim un isomorfisme

amb la cohomologia de de Rham H]" (X) @k, K = Hip(X/K))

log—cris
(com en el cas cristal.lf)), i obtenim un altre anell de Fontaine Bg
que ens la compara amb la cohomologia étale compatible amb aque-
stes estructures:

(Kato, Tsuji, Faltings)

HSZ(Y’ Ql) R Bst,l = H[gg—cris(x) ®Ko,>\ BStal’
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isomorfisme compatible amb N, ¢(Frobenius), Gk, i amb filtracions
després de tensorialitzar Bigr,®p,, -

Per entendre millor necessitem dir alguna cosa sobre els anells de
Fontaine B, (veieu la subsecci6 posterior §3.3.1) diem aqui que Berisy C
By i fixant uniformitzant By, C Bgg; i la filtracié en By prové
d’aquesta inclusié.

Denotem per B, si no es diu el contrari, a qualsevol dels anells de
Fontaine amb p = [ Beyis 1, Bsti, Bary 0 Bur,-

3.2.10 Lema. 1. Sigui V' una representacio p-adica de G, . Lla-

VOrS:
dim, (B ®q, V)5x < dimg,V,
Ky per a B= Byr; 0 Byt
on Kg = ’ ’
{ KO,)\ per a B = Bcris,l o Bst,l

2. Si tenim dimpg, (B ®g, V)5 = dimq,V, llavors el morfisme
natural:

B @Ky (B ®qQ V)GKX — B®q, V

€s un isomorfisme.

3.2.11 Definicié 1. Una representacio6 p-adica V de Gk, s’anom-
ena B-admissible si dimg, (B ®g, V)“%» = dimg, V.
Si B = Bg;s s’anomena representacié cristal.lina. Si B = By
s’anomena representacié semiestable. Si B = Byr s’anomena
representacio de de Rham. Si B = Bpgyp s’anomena repre-
sentacié de Hodge-Tate.

2. Una representacié p-adica V' de G, s’anomena potencialment
.. .. G et .
B-admissible si dim, (B ®g, V) ) = dimg,V; amb K} una
extensio finita de K dins K.
Si B = B,.,;s s’anomena representacié potencialment cristal.lina.
Si B = By s’anomena representacié potencialment semiestable.

3.2.12 Observacié. Les nocions de potencialment Hodge-Tate i po-
tencialment de Rham no existeixen ja que directament sén aquestes
representacions de Hodge-Tate i de de Rham respectivament.
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Del lema 3.2.10 i dels teoremes de comparacié obtenim que la
representacié p-adica amb V = H7(X,Q;) és de Rham i de Hodge-
Tate. A més si X té reduccié semiestable és semiestable la G, -
representacio p-adica V. Isi X té bona reduccié llavors V és cristal.lina.
Si X té potencialment bona reduccié llavors V' és una representacio
potencialment cristal.lina, i si X té potencialment reduccié semiestable,
llavors V' és potencialment semiestable.

3.2.13 Observacié. El twist de Tate va bé amb els isomorfismes de
comparacié per tant provem que H7 (X, Q;)(r) és sempre de Rham i
segons la seva reduccié pot ser cristal.lina o semiestable. No obstant
un gran resultat de I'any 2002 de Laurent Berger prova que no hi
haura diferencies entre representacions potencialment semiestables i

de Rham ([2]).

3.2.14 Observacié. Per simplificar la notacié hem fet els isomor-
fismes de comparacié per motius purs i a coeficients en QQ, amb aixo
volem dir per V- = HJ} (X, Qp(r)).

Si volem a coeficients en F enlloc de Q, i per tant no treballar
en (Q;-representacions sin6 en L = Eg-representacions de G, també
hauriem d’obtenir els resultats anteriors sobre aquestes representa-
cions amb la mateixes definicions (prenent aquest V' E-espai vectorial
com a Q-espai vectorial en les definicions) i resultats anteriors, no
obstant no ho he vist explicitament escrit.

3.2.15 Questié Considereu una varietat projectiva sobre un cos lo-
cal K arbitrari i considerem la | = p-representacié de G donada
en V. = H™(X,Q(r)). Podeu trobar els anells de Fontaine per a
obtenir els morfismes de comparacié amb bona reduccié i reduccié
semiestable? (Veieu §1 [12] per a la construccié de Beis per a cossos
locals amb cos residual no perfecte).

Denotem per Repp(Gk,) (o Rep,p(Gk,)) la categoria (tanna-
kiana) formada per les representacions L-adiques B-admissibles (o
respectivament potencialment B-admissibles) tenim llavors el segiient
diagrama;:
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R@p(GKA)
7
Repsi(Gky) Reprr(Grk,)
/ N i
Reperis (GK/\ ) Reppst (GKA ) = Rede(GKA )
N /!

Reppcris (GKA )

on Rep(G,) denota totes les representacions L-adiques de G,, i
cada — és estricta a excepcid de la igualtat entre ser potencialment
semiestable amb de Rham (Berger [2]).

3.2.16 Definicié Una representacié L°-adica de Gx que anomenem
V, amb K un cos de nombres (car(k(L°)) = 1), s’anomena geometrica
si existeix L i una L-representacié de G, diem-li W, on W® L0 =V
com L°[G]-representacions i la representacié W compleix les dues
condicions segiients:

1. és no ramificada fora d’un conjunt finit de places de K (és a
dir I actua de manera trivial en la L-representacié per tot A a
excepcié d'un conjunt finit de X's).

2. La restricci6 de la L-representacié a G, (A no arquimediana)
és potencialment semiestable (tan si kK(\) = p # [ com k(\) =

[ =p).

3.2.17 Proposicié. Una L°-representacic simple (i irreductible) de
la geometria algebraica és geométrica.

DEMOSTRACIO: Una L%-representacié de la geometria algebraica sim-
ple prové d’una L-representacié de la geometria algebraica per un L-
espai vectorial, per forga ve d’un motiu pur (pel fet de ser simple la
representacié), per tant s’inclou V. C HZ(X,Q;(r)) ®q, L per certa
varietat llissa i projectiva X sobre Q, amb certs m,r que ens donen
el pes w = m — 2r (és a dir prové dels motius purs de Chow amb pes
w i amb multiplicacié E on existeix § € Spec(E) on Eg = L).
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Per tant ens podem restringir a estudiar I’enunciat per la L-represen-
taci6 V = HZ(X,Qu(r)) ®g, L. Ja sabem que fora de les places on
X té mala reduccié és no ramificada, per tant compleix la primera
condicid per tal de ser una representacié geometrica.

Restringim la representaci6 a G, , si A { k(L) = [ tenim pel corol.lari
3.2.7, és semiestable. Si A\ | k(L) =, tenim que és de Rham pel teo-
rema de comparacié i pel resultat de Berger [2] que és semiestable.
Per tant es compleix la segona propietat per ser una representacio
geometrica. O

3.2.18 Observacié. Podriem considerar la categoria tanakiana ge-
nerada per totes les representacions de motius purs, sén les que
anomenem representacions semisimples, és la categoria de representa-
cions semisimples i que provenen de la geometria algebraica. Aquesta
categoria és subcategoria tanakiana de les representacions que prove-
nen de la geometria algebraica (aquestes inclouen els motius mixtos).
La proposicié anterior prova que aquesta categoria es troba dins la
categoria formada per representacions geometriques. Per a exten-
dre aquest resultat (proposicié anterior) per a representacions irre-
ductibles pero no simples de la geometria algebraica (i.e. per a motius
mixtes) s’estén argument anterior perd pensant que la representaci6
ens dona submoduls simples purs i escrivint-ho com Ext’s de motius
purs podem atacar-ne la semiestabilitat (p = [) obtenint que sén
representacions geometriques.

Per tant hem provat que una representacié L-adica (modul conjec-
tures bones en motius mixtes) de la geometria algebraica és llavors
una representacié L-adica geometrica.

3.2.19 Conjectura (Fontaine-Mazur, 1993) Una representacid ir-
reductible L-adica és geometrica si 1 només si és de la geometria al-
gebraica.

3.2.20 Observacié. Sila L-representacié és potencialment abeliana,
és a dir existeix un subgrup obert de Gx que opera en V a través
d’un grup quocient abelia, llavors la condicié de ser geometrica, usant
teoria de classes ens permet obtenir un caracter de Hecke i d’aquest
una varietat abeliana CM amb el modul de Tate (m = 1 en coho-
mologia étale per la varietat) junt amb un twist de Tate convenient
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provant que és de la geometria algebraica (no obstant la construccié
no és molt explicita i estaria bé escriure-ho amb més detall i més
explicitament). Aquest és el primer cas en que podem provar la con-
jectura de Fontaine-Mazur.

3.2.21 Observacié. El treball de Wiles [16] (i de Taylor-Wiles [15])
sobre el teorema de Fermat, permet associar una forma modular
a certes representacions geometriques de dimensié 2, i en particu-
lar veure que provenen de la geometria algebraica per a certa corba
el.liptica ambm =11 K = Q.

En general falten idees per a poder demostrar que una representacié
geometrica és de la geometria algebraica i fins i tot centrant-nos en
representacions simples irreductibles. No obstant el pes que hauria
de tenir esta determinat.

Fixem-nos que una representacié irreductible V' que sigui geometrica

de les propietats locals, sén interessants unicament per a A | [ = p
(per al cas [ # p, el resultat del Grothendieck (3.2.5), no tenim cap
restriccid, recordem K és en aquesta seccié un cos de nombres). Ser
semiestable per A | [ = p = car(k(L)) implica que és de Hodge-Tate
i es poden associar de manera facil els pesos de Hodge-Tate. Abans
d’associar-los anem a definir el pes de V que denotem per w(V).
Si V' és 1-dimensional existeix un unic enter ¢ complint que ’accié
de Gk és finita en V(i) (aix0d succeeix quan el pes és zero i com
w(V(i)) = w(V) — 2i), definim llavors w(V') := 2i. Si V té dimensié
N definim w(V) := w(/\TNV) (si V és simple i de la geometria alge-
braica, sera un enter (cas motiu pur), si és geometrica i és simple,
per la conjectura de Fontaine-Mazur tindria que ser un enter).

A la representacié V irreductible i geometrica, per ser de Hodge-Tate
li associem els pesos de Hodge Tate:

h(N) i= (he(\)r amb hy(N) = dimp(L(r) @1, V)65,

per cada A|l =p = k(L) i r € Z, usualment s’escriu h,(\) = hys(N)
amb r,s € Z complint r + s = w. (Observem que per a qualsevol
representacié podem associar-li aquests pesos de Hodge-Tate).

Denotem per: Geom(K, S, h) el conjunt de les L-representacions ir-
reductibles de G s (i.e. representacions de G no ramificades fora
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de S) amb pes h de Hodge-Tate fixats per cada A | k(L) =1 = p
modul isomorfisme.

3.2.22 Conjectura (Fontaine-Mazur) Per a qualsevol conjunt de
places S amb 1 =p = k(L) € S, el conjunt Geom(K,S,h) és finit.

3.3 Estudi de representacions locals semiesta-
bles

Recordem que en aquesta seccié K denota un cos local extensié finita
de Qp (tot i que alguns resultats sén més genereals). Ens restringim
a Qj-representacions enlloc de L-representacions.

3.3.1 Una pinzellada dels anells de Fontaine.

Considerem K un cos local extensié finita de Q,,(tot i que es possible
fer-ho per cossos locals K amb cos residual no perfecte [12]).

Anem a introduir primer una nocié vaga i no del tot precisa de que
sera els cossos que nosaltres volem (anomenats anells de Fontaine).
Els volem obtenir com un anell de periodes, és a dir d’un pairing:

HiR(X/K) x Hg,;i(X(C),Q) — B

<w,7>r—>b:/w
gl

per tota X una varietat algebraica projectiva llisa sobre un cos de
nombres K (on K és la completacié de K en un placa finita) de
cert tipus aritmetic que estem interessats a estudiar, B és I'anell de
comparacié d’una cohomologia de diferencials amb una cohomologia
provinent de la topologia de X.

Tensorialitzem la cohomologia de Betti per ®gQ; obtenint que és iso-
morfa a la cohomologia étale (Grothendieck) i preguntem-nos sobre
aquest anell de periodes necessari per a comparar després d’aquesta
tensorialitzacié.

Si té bona reduccié la varietat X/K, tenim que podem triar com
anell de periodes I'anell Q; si I # p i 'anell de Fontaine anomenat
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Beris sil = p. Si X és varietat projectiva qualsevol tenim que quan
I = p Panell de periodes és Byr. Aquests anells de Fontaine (B’s) ja
han sortit en el seminari durant alguna edicié per tant, solament en
farem un breu resum i introduirem els anells corresponent a varietats
semiestables tan en el cas | = p com [ # p (aquest tltim cas, pel re-
sultat de Grothendieck 3.2.5, correspon també, llevat d’una extensio
finita, amb els periodes de totes les varietats algebraiques projec-

tives).
Anem a recordar breument la construccié de Bgpisp (denotem per
Berisg = Q quan [ # p), i Bqryp cas | = p. Per a una exposicié més

extensa d’aquests anells podeu consultar la lectura 2 en [3].

Denotem per C, 2 K i O := Oc,, el seu anell d’enters, obtenim ’anell
integre de caracteristica p i perfecte segiient:

Ro = liin((’)/p —O/p—...)

amb morfismes elevar a p, és a dir a — aP. Considerem el morfisme
de Teichmuller [ ] : Rp — W (Rp), (W denota 'anell de Witt) i sigui
p = (p') € Ro sistema compatible de p™-arrels de p, i € := () €
R format per sistema arrels p"-essimes de 1. Definim per

Acris,p = {Z wn%, wy, — 0, w, € W(R@)}

considerem l’element de A, ), segiient

o0 o

‘e Z(—l)"ﬂw =S - 1)!(—1)”“([5”# € Acrisp,
n=1 n=1

s’obté de o el Frobenius en 'anell de Witt s’estén a A5 p, denotem

per B;—”is,p = Acrispll/p] 1 Berisp = Berispll/t], 'element ¢ dona
la filtracié en el cos Berisp on B;«i&p és anell de valoracié discreta

val(t) = 1. Tenim doncs que Beyis p és un anell amb filtracié i amb un
Frobenius ¢ provinent de ¢ i una accié de Gg. Compleix ngp = Ky
(maxima subextensié de K no ramificada enlloc)

W(Ro)[1/p]
(p—[p)"

anell de valoriaci6 discreta complet amb maximal m = (p — [p]), i

. . + o . 7
Anem a definir Bjg,. Definim B dRp = lgn que és un

Baryp = Quot(B:[R,p). Tenim que ¢t € (p — [p]) i és uniformitzant,
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dona aix{ una filtracié on Fil™Bgp m/Fil™ ™ Bag, = Cp(m). A més

Byg,p té accié natural de G'x complint Bgéfp = K, i tenim de manera

natural Beisp C Barp-

Després d’aquest repas d’aquests dos anells de Fontaine anem a in-

troduir el Bg;.

L’anell By;.

Fscrivim per B — { Q st L # p amb Gg — accid t.m'vial
Bcris,p sil=p

elegim ¢ € K que no sigui 0 ni una unitat. Anem a definir By, una

Bj-algebra amb G g-accié i una derivacié N : By o — Bgt 1,4 de nucli

B;.

Sigui T}, := l@(?/qz)ln i Wy, = Q ®z, 114 Considerem a =

neN

(an) € Tj4, elegim a, de a, en K compleix que existeixen r, € Z

tal que a,"" = ¢™ amb r, =3 wv(a) € Z; on aquest element és

independent d’aquests aixecaments elegits de a, aquest v s’estén a

W, 4 amb linealitat, és G'g-equivariant i té nucli (1), és a dir tenim

(tensoriatitzant per ®q,Q;(—1)):

0— Q — Wig(—1) — Q(-1) — 0.

Considerem la Q;-algebra Symq, W ,(—1) que és isomorfa a I’algebra
de polinomis en dues indeterminades. Denotem per

By, := Symg,W;,(—1)/("1 en grau 0 =1 en grau 1")

que denota a un anell de polinomis a coeficients en Q; en indetermi-
nada u amb u € Wy 4(—1), u ¢ Q; amb accié de Gk. Definim en By,
una derivacid,

N : Bl,q — th(*l)

la Q;-derivaci6 que a u € Vj 4(—1) va a 1 @ v(u) € V4(—1) @ Q(1).
Anem doncs a definir els anells de Fontaine semiestables per,

{ Batg = Big il #p
BStvlvq = BCTiS,p ®Qp prq 57: l = p

En el cas [ = p tenim en By, una G g-accié via g(b® ¢) = gb® gc,
accié Frobenius p:¢p(b ® ¢) = ¢(b) ® ¢, d'una derivacié N(b® c¢) =
b@N(c) onb € Beyisic € Bgtpq. Es comprova que ¢ i N commuten
amb G (i si fem actuar ¢ sobre By p, 4(—1) per ¢(b® c) = ¢(b) ® ¢
llavors N commuta amb ¢).
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3.3.1 Observacié. Usualment el By, 4 pel teorema de comparacié
que hem vist en la seccié anterior es pren ¢ un uniformitzant de K i
a més té un operador N : By p g — Bstpq (i @ més una filtracié pero
que encara no li hem introduit!!!). Per relacionar la nostra definicié
amb aquesta, observem que Qp(1) C Beyisp on si t generador de Q,(1)
va al ¢ definit anteriorment en Beyis p,

i: Bstpg(—1) = Bstpgq
bt bt

i es defineix 'operador de monodromia per Ny, := i0o N (si val(q) >
0 que és el cas de triar ¢ un uniformitzant).

3.3.2 Observacié. Referent a la dependencia de ¢. Si l = p tenim
un isomorfisme canonic entre Byt p g = By p o compatible amb G i
¢, perd no sempre amb N, dnicament és compatible en N si q/q¢’ és
una unitat de K.

Sil # p tenim iso canonic si g iq generen el mateix s.e.ven Kum;(K) =
Q ®z, lgl(K*/K*ln) = HY(K,Q(1)) (que sempre es compleix si el

n
cos residual de K és finit).

Podriem pensar Bgtpq = Berisp(u) amb v una indeterminada. Si
volem introduir-hi una filtracié i pensar com 1’anell de periodes (és
anell de comparaci6), és a dir u com un periode, estem pensant aquest
anell dins de Bgr, i aquesta inclusié ens dona la filtracié en Bt p 4
pero depen fortament de ¢ aquesta inclusio!!!

Bcris,p - Bst,p,q - BdR,p

on u — log(b) € Bgrp, aquest b es construeix usant el ¢ triat
(val(q) = 1 ara) que prové d’un periode concret en una corba el.liptica
de Tate, veieu la construccié explicita del periode log(b) en la pagina
13-14, exemple 12 [17].

3.3.2 Moduls de Deligne (I #pil=p)

Sigui V' una representacié l-adica de G, anem a associar-hi uns
moduls que ens donen informacié de V. Deixeu-me escriure que les
proves dels resultats segiients les trobeu en [10].
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3.3.3 Definicié (Modul de Deligne)

1. Suposem [ # p. Un l-modul de Deligne (relatiu a K/K) es
donar un QQ;-espai vectorial A junt amb una accié lineal de G
i una aplicacié Q;-lineal G g-equivariant

N:A— A(-1).

2. Suposem [ = p. Sigui k el cos residual de K i denotem per
Py = Quot(W (k)) el cos de fraccions de I'anell de Witt W (k);
Py té accié natural de Gx (amb Ik actuant trivialment) i un
Frobenius o.

Un p-modul de Deligne és donar un Py-espai vectorial A junt

amb una accié semi-lineal de G, un frobenius
p:A— A

o-lineal, injectiu i commutant amb ’accié de Galois i d’una
aplicacié Py-lineal, G g-equivariant:

N:A—> A

verificant Nyp = ppN

S’anomena la dimensié d’un modul de Deligne a la dimensié com
espai vectorial (com Q-e.v. sil # p o bé com Py-e.v. sil = p).

Els moduls de Deligne formen una categoria tannakiana, on els mor-
fismes son aplicacions lineals (Q; si I # p, Py si | = p), commuta
lacci6 de G i de N iamb ¢ sil = p. Denotem per Del,(Gk) la
subcategoria plena dels *-moduls de Deligne amb dimA < oo com-
plint:

1. Paccié de Gk és continua i [x actua a traves d’un quocient
finit.

2. Toperador de monodromia N és nilpotent (per [ # p denotem
per N també a N ® id(—i) : A(—i) — A(—i —1)).
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(Observeu que la segona condicié es satisfa directament per [ = p ja
que no hi ha aplicacié Fy-lineal on Ny = p"pN per r >> 0, i per
[ # p també es compleix si el cos residual és finit).

Anem a construir un modul de Deligne a partir d’una representacio.
Considerem doncs V' una representacié [-adica de G i considerem

V ®q, Bst,

és un [-modul de Deligne (a partir d’ara [ pot ser = p o # p si no
s’especifica) amb:

gv@b)=gv®gb, g€ Gk, ve V, be By,
N(v®b)=v® Nb,

(si l =p exigim) o(v®b) =v & p(b).

Recordem que localment donar representacions per [ # p correspon a
donar una accié de N i de Gi (és una cosa coneguda pels especialistes
en el camp, veieu per exemple lemma 3.1.1. en lecture 3 de Breuil
en [3], i observeu aqui que la restriccié que posa en la lecture 3 per
la potencia en p de commuta frobenius de G amb N prové del
twist de com aqui definim 'operador de monodromia en els moduls
de Deligne per a | # p) , amb aquesta idea i per caracteritzar les
representacions potencialment amb certes propietats, considerem el
[-modul de Deligne:

stt,q(v) = 121 (BSt,l Qq, V)H7
HeH

on H té per elements els subgrups oberts de I

3.3.4 Teorema. Sigui 'V una representacié l-adica de G 1 A =
D, (V). Llavors:

1. dimA < dimq,V i A € Del)(Gk).
2. L’aplicacio natural,
ay Bst,l,q QA — B X, Vv

€s injectiva.
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3. Les segiients afirmacions son equivalents:
(a) dim(A) = dimg,V
(b) ay és isomorfisme,
(c) V és potencialment semiestable,

(d) existeix K'/K finita on A com element de Del;(G ) tenim
que I1, actua trivialment.

D’aqui obtenim una manera via moduls de Deligne com saber si una
representacio local és semiestable, de bona reduccié,...

3.3.5 Corollari. Denotem per By el cos Q; sil # p i pel cos Beris
st Il =p. Donada V una representacio l-adica denotem per:

Dy (V) i= (Bst,q@q, V)™, Dp(V) == (B®V)'®, D, (V) := lim (Bi@V)".
HeH

Sigui V una representacid potencialment semiestable de G i A =

A~

D, ,(V). Llavors:

1. V semiestable < I opera trivialment sobre A i A = D_,(V).

2. Y{ potencialment bona-reduccio < N = 0 sobre A i llavors A =

8. V bona reduccio < N =0 ¢ I actua trivialment en A.

Preguntem-nos si donat un modul de Deligne Del un pot obtenir la
representacié, la resposta és NO per al = p i SI per a l # p:

3.3.6 Proposicié. Sigui p # 1. Sigui A € Del;(Gk), definim per
Vost(A) :={v € By, ® A|Nv = 0}.

Llavors;

1. Kpst(A) € Rep@l,PSt(GK)’

2. Vi indueir una ®-equivaléncia entre Del)(G k) i Repg, pst(G k)
on D,y és el quasi-invers.
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3.3.7 Observacié. Quan [ = p, necessitem posar una filtracié en
D,+(V') per a poder retrobar V' del modul de Deligne, per fer aixo
de com triem el logaritme ¢ obtenim

Bst,p,q C BdR

i aixd ens permet identificar (K ®p, stt(V))GK amb Dgr(V) i per
tant una filtracié. Fontaine proposa en [10] posar aquesta filtraci6 en

els moduls de Deligne per a obtenir ’equivalencia de categories.

3.3.8 Observacié. Crec que es pot fer una modificacié per L-repre-
sentacions definint L-moduls de Deligne i obtenir el resultat anteriors,
no obstant falta comprovar-ho en detall (exercici).

3.3.3 Moduls amb Frobenius i monodromia. Afegim-hi
filtracié.

Anem a introduir una nocié equivalent de moduls de Deligne posant-
hi en aquest llenguatge la filtracié que comentaven que necessitem
per p = [ (en Pacabament de la subseccié anterior). Aqui durant
tota aquesta subseccié imposem que [ = p. Deixem escrit que
les proves dels resultats segiients i/o indicacions amb referéncies per
les proves les podeu trobar a [10] i [3].

Sigui K’ una extensi6 de K.

3.3.9 Definicié Un (¢, N, G/ )-modul és un Kg-espai vectorial D
(recordem si M és un cos local My és la maxima subextensié de M
no ramificada) amb:

1. ¢ : D — D o-lineal (o és el Frobenius de KJ))
2. aplicacié K{-lineal N : D — D,
3. acci6 semilineal de G/ complint

(a) Ny =ppN
(b) Vg € Gy g9 = pg i gN = Ng.
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3.3.10 Definicié Diem que un (¢, N,Ggr/i)-modul és discret si
{9 € Ggryklgd = d, ¥d € D} és un obert a Gk /-

Considerem,
M(Sov N, GK’/K)

la subcategoria plena dels (¢, IV, G/ )-moduls on els seus objectes
sén ‘(p, N, Ggr /i )-moduls discrets de dimensié finita on es defineix
la dimensié d'un (¢, N, G g/ )-modul per dimD := dimyg; D.
Denotem els (¢, N, 1)-moduls com (g, N)-moduls.

3.3.11 Proposicié. Considerem el segiient funtor:
Co': Mod(p, N, G) — Del, (Gx)
D — PO ®K6w D.

Es una ®-equivaléncia de categories.

Prenem K’ = K i per tant (¢, N)-moduls (aquesta simplificacié fa
que ens restringim en aquesta seccié a trobar una categoria de moduls
equivalent a representacions semi-estables sobre K enlloc de poten-
cialment semiestables, veieu observacié 3.3.18).

3.3.12 Definicié Un (p, N)-modul filtrat és un (¢, N )-modul D amb
una filtracié decreixent en Dy 1= D®y, K, (Fil' D );cz per K-espais
vectorials on Fil'Dg = Dy per i << 01 Fil'Dg = 0 per i >> 0.

Considerem D un (¢, N)-modul filtrat, d = dimD = dimg, D, obtenim
que ®Cll<OD és un (@, N)-modul filtrat amb ¢ := @%@ i N := N®...®
1+1®@N®1®...01+1®...@ 1® N, i filtracié Fil'(®?Dk) =
Zi1+...+id:i Fil"Dg ® ... ® Fil““Dyg . Igualment podem conside-
rar /\‘[i{OD com un (i, N)-modul filtrat amb l’estructura provinent de
®D. Del fet que dimKO(/\?(OD) = 1 existeix un unic ig € Z complint,

Fil'(ADg) = {

Igualment obtenim que existeix un tnic ag € Z on €1 € /\‘Ii(OD \ {0}
(e1) = Aoer amb val(Ng) = ayp.
Es defineix tg(D):= iy i tny(D):= ayp.

/\dKDK per 1 < g
0 per ¢ > g
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3.3.13 Definicié Donat D un (p, N)-modul filtrat. Diem que D’ és
un (¢, N)-submodul filtrat de D, si és un (¢, N)-modul amb D’ — D
commutant amb ¢ i N i complint Fil’(D%) = D} N Fil'(D).

Anem a definir els moduls pels quals obtindrem una equivaléncia de
categories amb les representacions semiestables pel cas p = [.

3.3.14 Definicié Sigui D un (¢, N)-modul filtrat. D s’anomena
debilment admissible (=:w.a.=weak admissible) si compleix que t (D) =
tny(D)iamés ty(D') <ty(D'") per a qualsevol (p, N)-submodul fil-
trat D' de D.

Fent la immersié de By, en Byp (triant aix{i un uniformitzant concret)
obtenim una filtracié en By p , donada per Fil™ (Bt pq) = Bstpq N
Fil™(Bgg).

3.3.15 Lema. Sigui V una representacid l-adica de G (recordeu
I =p). Sigui Dg(V) := (Bst,q Qq, V)G i definim en Dy(V) el
frobenius per ¢ := pp,, @ Id, N = Np,, , ®Id i Fil'Dg(V)k :=
(Fil'Bot,q @ V)N Dgy(V) k. Llavors;

Dg(V) és un (¢, N)-modul filtrat débilment admissible.

Denotem per

f
MFq

la categoria dels (¢, V)-moduls filtrats discrets de dimensié finita que
son debilment admissibles.

3.3.16 Teorema. (Colmez-Fontaine,[4]) El functor,
Dyt : Repst g, (Gi) — MY, (9, N)

V- (Bst,q ®@p V)GK

és una equivaléncia de categories. S’obté V. mitjancant,
V 2V (Ds(V)) = Homy N Fit Ko—tineal (Dt (V), By )-

3.3.17 Observacié. Observeu que si N =0 en el (¢, N)-modul de-
bilment admissible, llavors correspon a una representacio cristal.lina.
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3.3.18 Observacié. Per a obtenir 'anterior resultat per a poten-
cialment semiestables, tindriem que obtenir una inclusié de moduls
filtrats admissibles per extensions finites i prendre després limit in-
ductiu.

Treballant amb N = 0 en aquests limit inductius de moduls debilment
admissibles trobariem ’equivaléncia amb les representacions poten-
cialment cristal.lines.

Si enlloc de treballar amb Qp-representacions volem treballar amb
L-representacions cal introduir algunes modificacions en la definicié
de (¢, N)-moduls i la filtraci6, com per exemple treballar en Ko®gq, L-
moduls enlloc de Ky-espai vectorial, per veure les generalitzacions en
detall consulteu [4].

3.3.19 Observacié. Per a veure exemples concrets d’aquest moduls
filtrats i fer-ne la llista completa en dimensié 2 en alguns casos i
llegir-ne les cristal.lines, consulteu §11 i §12 en [11].
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Capitol 4

El metode de Taylor-Wiles

P. BAYER

Introduccié

Wiles [Wil995] i Taylor-Wiles [Ta-Wil995] demostraren la modu-
laritat sobre Q de representacions p-adiques residualment modulars
sotmeses a certes condicions sobre la irreductibilitat i la ramificacié
de la representacié residual. Els seus resultats permeteren demostrar
la conjectura de Shimura-Taniyama-Weil per a una amplia classe de
corbes el-liptiques definides sobre QQ, que inclou les corbes el-liptiques
E/Q semiestables. El seu metode de demostracié de la modularitat
consisteix en identificar un anell de deformacié universal amb una
algebra de Hecke, que és una interseccié completa.

Diversos autors han intentat millorar els resultats de Wiles i de
Taylor-Wiles afeblint les condicions exigides per aquests autors a la
representacié de partida. En particular, un aveng degut a Diamond
[Di1996] permeté obtenir la modularitat de les corbes el-liptiques E/Q
amb reduccié semiestable en p =3 ien p = 5.

Skinner i Wiles [Sk-Wi1999] demostraren la modularitat sobre un
cos de nombres totalment real de representacions p-adiques potencial-

Amb financament parcial de MCYT BFM2003-01898.
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ment ordinaries en p i residualment reductibles. El seu resultat avala
la conjectura de Fontaine-Mazur. El seu metode no identifica un anell
de deformacié amb una algebra de Hecke, com en el cas de Wiles i
de Taylor-Wiles, siné que restringeix el problema de deformacié a un
cos totalment real I’ escaient, a fi de fer més gran la codimensié del
lloc de les deformacions reductibles en I’espai de les deformacions de
la representacié residual restringida a F'. El cos F' pot ésser escollit
resoluble sobre @, amb la qual cosa el resultat final s’obté per un
canvi de base realitzat d’acord amb la teoria de Langlands.

Skinner i Wiles [Sk-Wi2001] demostraren la modularitat sobre
un cos de nombres F totalment real de representacions p-adiques,
gairebé ordinaries en les places que divideixen p, residualment modu-
lars i residualment irreductibles. En el cas F' = Q, els seus resultats
milloren els de Wiles i de Taylor-Wiles esmentats abans.

Altres millores obtingudes posteriorment en proves de modulari-
tat (cf.els treballs de Breuil) han permes demostrar la conjectura de
Shimura-Taniyama-Weil per a totes les corbes el-liptiques E/Q.

Notacions

En tot el treball emprarem les notacions que segueixen:
p # 2, un nombre primer fixat;
p= (1) p
£ # p, un nombre primer;
F', un cos totalment real;
d:=[F: Q]
F — F,, v|p, una immersié fixada de clausures algebraiques;
21, .., 24, les conjugacions complexes de F’;
>, un conjunt finit de places de F;
Fy,, una extensié maximal de F' no ramificada fora de X i de v|oo;

{v1,...,v}, el conjunt de les places de F' dividint p;
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E, una extensio finita de Qy;
Opg, l'anell d’enters de E;
A, I'ideal maximal de Og;

k:= Og/\, el cos residual de Op.

4.1 El teorema de Wiles i de Taylor-Wiles

El teorema segiient és un dels resultats clau de [Wi1995] i [Ta-Wil1995].

4.1.1 Teorema. Suposem donada una representacid
p:Gg — GL(2,0E)
continua, irreductible i no ramificada fora d’un conjunt finit de primers.
Suposem que se satisfan les condicions segiients:
(i) La representacid residual p : Gg — GL(2, k) prové d’una forma
modular. Es a dir, p és residualment modular.
(ii) detp = e, on e denota el caracter ciclotomic.

(iii) La representacid p restringida a Q(\/p*) és absolutament irre-
ductible.

iv) La representacid 7R, restringida al grup de descomposicid en
(iv) D PRF, g grup »
p, Dy, i al grup d’inércia en p, I,, es comporta com

T L o
p|Dp — |0 ¢2 ) p|Ip — 1o 1|
Es a dir, p €s residualment ordinaria.

(v) Per a cada nombre primer £ = —1(modp), o bé la representacid
pi1, €s absolutament irreductible, o bé la representacid pip, €s
reductible sobre la clausura algebraica.

Aleshores, la representacid p és modular.
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En la resta de la seccié donarem algunes indicacions sobre la de-
mostracié del teorema 4.1.1. Comencem per considerar:

D=(0,2M), MCX, una dada de deformacio;
Rp, 'anell universal de les deformacions de p de dada D;
Tp, 'anell de les deformacions de p que séon modulars.

L’estrategia de Wiles consisteix en veure que la modularitat és un
tret que s’encomana. Més concretament, es tracta de provar que
Iexisténcia d’un cert epimorfisme

Rp — Tp
permet deduir 'existencia d’un isomorfisme
RD ~ T’D,

per a una dada de deformacié D convenient.

Wiles [Wil995] procedeix de la manera segiient: donat un conjunt
finit de primers, @), es consideren dades de deformacié ampliades, Dg,
que provenen d’aixecaments de nivells, i es procedeix per induccié.
Es defineix una dada de deformacié minimal, ¢, en la qual ¥ és igual
a MU {p}. La demostraci6 del teorema es redueix al cas minimal.
La prova en aquest cas es realitza sota el suposit que Ty és un anell
d’interseccié completa. Aquestes demostracions utilitzen el treball
de molts altres autors en relacié a la conjectura de Serre [Sel987],
(3.2.47). La demostracié que Ty és, efectivament, un anell d’inter-
seccié completa és donada a Taylor-Wiles [Ta-Wil995].

4.1.1 Deformacions de tipus ()

A una representaci6 residual p, com abans, li associarem una serie de
dades de deformacié. Previament cal definir:

Qa NQa XQa RQ’ mQ’ TQ

El conjunt Q. Es un conjunt finit de primers g que satisfan les condi-
cions segiients:
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(i) La representacié p és no ramificada en q.
(ii) Per a tot g € Q, és ¢ = 1 (mod p).

ag 0

(iii) p(Froby) ® F, = [ 0 4

}, oy # By

El nivell Ng. D’acord amb un teorema de Carayol, el nivell es defineix
com

No=N(p) [] ¢v",
9€Q

on N(p) denota el conductor de p. Aqui 6 =0 si p és planaid =1,
altrament.

El caracter xq. Per a cada ¢ € @, sigui A, el p-subgrup de Sylow de
(Z/qZ)*. Denotem per x, : Go — Gal(Q((,)/Q) ~ (Z/qZ)" — A,.

Aleshores,
xo = [[ xa-
q€Q

Notem que l'ordre del caracter xg és una potencia de p.
L’anell Rg. Aquest anell prové d’una deformacié universal de tipus

Q. En parlem tot seguit.

4.1.2 Definicié Sigui A una O-algebra noetheriana, completa i lo-
cal. Designem per my el seu ideal maximal. Una representacié
continua

7:Gg — GL(2, A)

és diu que és una deformaci6 de p de tipus @ si satisfa les condicions
segients:

(i) La reduccié de p modul my és igual a p.

(ii) El caracter e~!detp és d’ordre finit i primer amb p.
(iii) Sif¢ QU {p}ip, és semisimple, aleshores p(Iy) ~ p(Iy).
. . . 1 ~ 1 %
(iv) Sit ¢ QU {p}ip, ~ [O 1] , aleshores p|7, ~ [O J .
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(v) Sip és plana isi detp);, = ¢, aleshores p és plana.

(vi) Sip no és plana, o bé detp);, # €, aleshores p)p, =~ [(‘01 * } ,

0 2
essent (9 un caracter no ramificat tal que @9 (mod my) = 1s.

El teorema segiient garanteix ’existencia de I'anell Rg.

4.1.3 Teorema. Sigui p una representacio que satisfaci les condi-
cions del teorema 4.1.1. Aleshores,

(i) Ezisteix una deformacid de p,
pg" : Go — GL(2, Rg),
que és universal de tipus Q.
(i) Homk(mRQ/()\,m%Q), k) ~ H}Q((@, ad’p).
(i) Si E' és una extensid finita de E, es té que
Reg = Op ®o, Req.-U
El significat del teorema 4.1.3 es resumeix en l'existencia d’un

isomorfisme
Homp_a1g(Rg, A) ~ Defg(p, A).

Una primera versié del teorema 4.1.3 fou obtinguda per Mazur I’any
1982 fent s del criteri de representabilitat de Schlessinger. En la
prova de 4.1.3 Wiles necessita que la representacié residual sigui ab-
solutament irreductible sobre Q(1/p%).

Construccions explicites d’anells de deformacié universal R foren
donades en casos particulars per Fontaine-Mazur [Fo-Mal995] i per
Smit-Lenstra [Sm-Le1997].

L’ideal mg. Considerem la projecci6 natural A : To(Ng) — (Z/NgZ)*

i sigui

Tq:=A"" | Sylow,(Z/N(p)Z)* x | [ Hally(Z/qZ)*
q€Q
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Introduim I’algebra de Hecke
T(FQ) = Z[TE> <€>,€J(pNQ; Uq: q€Q; Up]a

interpretada com a subalgebra de ’algebra dels C-endomorfismes de
S2(l'1(Ng) NTQ).

Prenem O prou gran a fi que els valors propis de tots els elements
de p(Gq) siguin racionals sobre k. L’ideal mg de T(I'g) ®z O es
defineix per

mg = (A; trp(Froby) — Tp, detp (Frob,) — £(€), £ 1 Ngp;

Uq —Qq,q € Q; Up - ¢2(Fr0bp),p>.

En el treball [Ta-Wil995], p. 555, s’afirma que aquest ideal és maxi-
mal:

It is a deep result following from the work of many mathe-
maticians that mq is a proper ideal (see [D]), and thus
mazximal.

Taylor-Wiles [Ta-Wil995].

Haviem suposat que la representacié residual p era modular. Ara
se’ns diu que prové d’una forma modular de S3(I'1(Ng) N Tg); és
a dir, d'una forma modular d’un nivell i d’un pes concrets, i d’un
caracter amb propietats de ramificacié especifiques.

Esmentarem breument els teoremes de Ribet i de Diamond en que
es basa l'afirmaci6 anterior. Per a tal fi, sigui X;(V,dq) el model de
Deligne-Rapoport sobre Z, de la corresponent corba modular. Con-
siderem el component connex J° de la fibra especial del model de
Néron sobre Z, de la jacobiana Ji (XN, dg). Tenim una successié exac-
ta

0—T— J°— Ji(N,dq) x Ji(N,dq) — 0,

on T és un tor. Designem per X el seu grup de caracters.

Considerem ara la corba modular

X1(N,pq) = X(I'1(N) NTo(pq)),
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on p,q son primers que no divideixen N. Considerem els dos mor-
fismes de degeneracié naturals

ap, Bp : X1(N,pg) — X1(N, q)
definits per
ap(E,P,C) = (E,P,0); B,(E,P,C)=(E/C,P (mod(C),0),
d’acord amb la interpretacié modular d’aquestes corbes.

Siguin L4 el grup de caracters X definit per a d = p; X, dues
copies del grup de caracters X definit per a d = 1. Les aplicacions
de degeneracié produeixen una aplicacié

0p: Ly — Xy
Sigui
Y :=ker(dq).

D’altra banda, sigui B 'algebra de quaternions sobre QQ de dis-
criminant D = pq. Siguin Op un ordre maximalde BiW C Op/NOp
un submodul d’exponent N i d’ordre N2. Considerem el grup fuchsia
aritmetic

F'={ge0p: nr(g) =1, zg =z per a tot z € W}.

Sigui X (I") el model sobre Q de la corba de Shimura que té per punts
complexos T'\'H. Siguin C/Z, el model de Cerednik-Drinfeld de X (T)

en piJ(X(I'))/Z, el model de Néron de la seva jacobiana. Denotem
per Y, el grup de caracters del component connex de la seva fibra
especial. Aleshores, Diamond afirma que:

4.1.4 Teorema. (cf. [Di1997], [Ri1990]) Existeix un isomorfisme
Y,>Y

que és compatible amb 'accio dels operadors de Hecke.

L’anell Tg. Ates que mg # T(I'g)®z O, podem considerar el comple-
tat de T(I'g) ®z O en mg i obtenir 'anell local
Tq := (T(I'q) ®z O)mg-

El teorema segiient és degut, essencialment, a Carayol [Cal994].
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4.1.5 Teorema. Existeix una representacio continua
5%+ Gg — GL(2,Tq)
que satisfa les condicions segiients:
(i) pg‘)d (mod mg) = p. Es a dir, pré“’d és una deformacio modular
de p.
(ii) Siq € Q, aleshores

mod #1 0 . mod 1 0

(iii) Si € ¢ QU{p}, i 0 bép;;, = x D1, 0 bé pp, és absolutament
wrreductible, aleshores

P (I,) ~ B(Iy).

(iv) detpgod = exqQp, essent ¢ un caracter d’ordre primer amb p.

(v) La restriccio pgfgq és plana.

4.1.6 Corollari. . Euxisteix un homomorfisme Rg — Tq tal que el
diagrama segiient és commutatiu

. GL(2, Rg)
g S N
mod
Go fe, GL(2,Tq).

4.1.2 FEl criteri numeéric de Wiles

Si p admet una deformacié modular de tipus D = (O, %, M), dis-
posem d’homomorfismes

¢p:Rp —Tp, m:Tp— 0O,

el primer dels quals és un epimorfisme.
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4.1.7 Teorema. Suposem que p admet una deformacio modular de
tipus D = (0,2, M). Siguin = Ann(ker 7p). Si $O/mp(n) > tpr/p%,
aleshores:

(i) ¢p, : Rp, ~ Tp,, per a tot tipus D1 2 D.

(ii) Per a tots els tipus D1 2 D, l'anell Tp, és un anell d’interseccid
completa.

Demostracio. Fets generals i les hipotesis del teorema impliquen que

tO/mp(n) < tpx/p2 < tpr/p% < 10/7p(n).

Alhora, les igualtats que en resulten impliquen que I'anell Tp és d’in-
terseccié completa sobre O.

Demostracio del teorema 4.1.1. Es tracta de veure que si p és resi-
dualment modular i se satisfan les condicions del teorema, aleshores
p és modular. Es comenca per considerar el cas

Q=¢; T:=T4C End(Sy(T1(N(p)p"))).

Aleshores, T'y (N (p)p®) C I'y. Es defineix Ty = (T(I'y) @z O)m.

Donat un conjunt () qualsevol, podem considerar homomorfismes
1Q:Tg—=Ty— 0, Ty—Ty, () — ), U;— By,

on B, € T és I"inica arrel de I'equacié U? —T,U+q(q) que es projecta
en agy. En definir

Po =kermg = (T — Ag; (€) — x(£); Uy — By),

nQ = mq(Annt, (Pg)),

es té el resultat segiient:

4.1.8 Teorema. (i) tO/nq < #Pq/P§ < 0.

(ii) 40/ng = ﬁPQ/Pé < 00 st, © només si, Tg és un anell d’inter-
seccto completa.
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El teorema 4.1.8 permet demostrar el teorema 4.1.1 per induccié.
El raonament de Wiles és: si T és una interseccié completa per a un
cert (), aleshores Ty és una interseccié completa i, per tant, T es-
devé una interseccié completa per a tot Q. Taylor-Wiles [Ta-Wil995]
demostren que Tg és interseccié completa per a un cert Q).

4.2 El criteri de Diamond

Una millora obtinguda per Diamond [Dil1997] consisteix en establir
Pexistencia d'un isomorfisme

RDZTD

sense fer Us de la condicié Gorenstein que empra Wiles. El seu treball
aplega resultats de Fujiwara, Lenstra, de Smit, Schoof i del propi
Diamond. El criteri més important en aquesta direccio és el segiient.

4.2.1 Teorema. Siguin k un cos finit i« r > 0 un nombre enter.
Siguin
A:=k[[S1,...,S/]], B:=k[[Xy,...,X]]

Considerem donats una k-algebra R i un R-modul H # 0 tal que
dimpH < oo.

Suposem que per a cada n > 1 tenim un diagrama commutatiu

A% B
! L Un
k — R,

un B-modul H, i un homomorfisme w, : H, — H tal que H, és
lliure sobre A/m’y, i k ®4 Hy, ~ H, mitjancant 7.

Aleshores, H és lliure sobre R i R és una interseccié completa.
En el cas concret que ens ocupa, el teorema s’aplica de la forma
segiient. Es pren
A =limprojk[Aq], Aq =12/qZ),, q=1 (modp"),
B =limproj k ®o Rg, R=Fk®o Ry.

Els moduls H, H,, provenen de ’homologia de corbes modulars.
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4.3 Representacions ordinaries modulars

La conjectura segiient és un cas particular de la conjectura de Fontaine-
Mazur [Fo-Mal995].

Conjectura. Suposem donada una representacio
p:Gg — GL(2,T))

continua, irreductible i no ramificada fora d’un conjunt finit de primers
que inclou el primer de l'infinit. Suposem que se satisfan les condi-
cions:

(i) La representaci6 p és ordinaria en p: |1, = [0 ] .

(ii) det(p) ~ 1e*~1, és senar, on e denota el caracter ciclotomic,
k > 2 un enter, i 1 un caracter finit.

Aleshores, la representacié p és modular. [J

En aquesta seccié explicarem algunes propietats de les representa-
cions ordinaries en relacié a la seva probable modularitat. Suposem
que F' és un cos de nombres totalment real, de grau d. Els autors con-
sideren dades de deformacié D = (O, %, ¢, M) donada per un cocicle

0 # ¢ € ker {Hl(Gal(Fg/F), kx ) — H (D, k(X_l))} .
=1

1

Denotem per p. : Gal(Fx/F) — GL(2,k), p. = [0

*

una repre-
X}
sentacio tal que

e ] Do Al B

on o € Gal(Fy/F), iels grups D;, 1 < i < t, provenen de les places
que divideixen p.

El resultat segiient proporciona 'estructura de ’anell Rp associat
a les deformacions de p, de tipus D.
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4.3.1 Teorema. Sigui Rp ['anell de deformacio universal de tipus
D. Aleshores,

Rp ~ O[lz1,...,xg]l/(f1,---, fr),

ong—r>d+dp —2t—34M, i 0F denota el Zy-rank del grup de
Galois de l’extensio pro-abeliana mazximal de F' no ramificada fora de
les places vy, ...,v; de F que divideixen p.

En la demostracié del teorema anterior, els autors consideren
dades de deformacié de tipus @, Dg, dades de tipus minimal Dgin, i
pseudo dades de deformacid, DE;, que proporcionen anells universals
i homomorfismes

D RDEQS — RDQ.

Algebra de Hecke gairebé ordindria. Designem per Ty (U,) I'algebra
de Hecke operant a Si(U,), on U, = U N U(p®) denota un nivell. El
limit

e = limTy(p)?" P~V (n — o)

no depen de m. Es defineixen les algebres
Ti(Ua, O) = €T(Uy, O), Too(Ug, O) = limproj To(U,, O).
Donat un homomorfisme algebraic
A Too(Ug, O) — Op,
el seu nucli, ker\ = ¢, s’anomena un primer algebraic. El conjunt
{¢: ¢ primer algebraic}

és dens per a la topologia de Zariski en Spec(T s (U, O)/Q), quan @
és un conjunt minimal de primers.

Les representacions ordinaries 7 € I1$'4(U,) estan en correspon-
dencia bijectiva amb els ideals primers algebraics A € Ty (U,, O). Un
teorema de Wiles associa aleshores a aquests primers representacions
galoisianes

pr : Gal(F/F) — GL(2,Q,),

de conductor n, que satisfan les condicions segiients:
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. 1 0
W e =lp ]
(ii) px és no ramificada fora de np.
(iii) Per a tot primer 1 np, es té que Tr(pr(Froby)) = A(T'(¢)).

(iv) Per a tot primer £t np, es té que
det(pr(Froby)) = A(S(¢))Nor(¢).

,peral <i <.

e
Ry
0w

Skinner i Wiles demostren que Rp és un modul sobre una algebra

d’Iwasawa 1
Ao =O[[T1.... T, V¥

Defineixen un tipus d’ideals m en l'algebra de Hecke que anomenen
permissibles. Per a aquests demostren que

Too(Ua, O)m
és un Ap-modul i que existeix un epimorfisme
Rprs — Too(Ug, O)m,
ates que pﬁOd és de tipus DPs.

La pregunta clau esdevé: existeixen ideals permissibles? La pro-
posicié segiient proporciona una condicié suficient per a la seva ex-
istencia.

4.3.2 Proposicié. Sigui m un uniformitzant de O. Si
ord,(Ly(F,—1,xw)) > 0,
aleshores l'algebra de Hecke Too(UX,O) admet ideals maximals per-

maissibles.

La idea de la demostracié és la segiient: la condicié imposada al
valor especial de la funcié L ocasiona I’existencia d’una forma modu-
lar, f, tal que la representacié automorfa associada, 7, és un element
de TIS™(UX).
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4.4 El teorema de Skinner-Wiles en el cas resi-
dualment reductible

Estem ara en condicions d’esmentar els conceptes més importants
necessaris per portar a terme la demostracié de la modularitat so-
bre cossos totalment reals de certes representacions residualment re-
ductibles i ordinaries.

Bones dades de deformacid. Partim d'un parell (F, D), essent D =
(0,%, ¢, M) una dada de deformacié. Es diu que D és bona si satisfa
les condicions segiients:

(i) [F : Q] = d és un nombre parell.

(i) Ly(F,—1,xw) € O, L,(F,—1,xw) & O*.
(iii) d > 24 p + 8(4X + dimy Hx,, (F, k)).

(iv) Per a cada v;|p, és té que

dy, > 2+ 2t + (45 + dimg Hy,y (F k), do, = [Fy, : Q).

(v) Si Peir, # 1y w { p, aleshores o bé 7, # 1, 0 bé x|p, = 1.

Primers gentils. Donada una dada de deformacié D, un ideal primer
p C Tp es diu que és gentil si satisfa les condicions segiients:

(i) La dimensi6 de p és 1.
(ii) La representacié pj és irreductible.

(iii) p és la imatge inversa d’un ideal primer de Tp,, on D, =

(0,3, e, M).

(iv) Alguna conjugada de la representacié p és una deformacié6 gentil
de tipus (O, 2, ¢, M).

Primers promodulars per a un tipus D. Un ideal primer q C Rp
s’anomena promodular quan la projeccié natural

Pq - RDps — RD/C[
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factoritza segons un diagrama commutatiu

Tp
m / N 0q

Pq
—

Rpps RD/ q.

Considerem les hipotesis

(P1): Sip C Tp és un primer gentil per a D, aleshores tot primer @
tal que Q C pp C Rp és promodular.

(P2): Existeix un ideal primer q C Rp, promodular tal que la defor-
maci6 pq és gentil.

La proposicié segiient és clau en la prova del teorema de Skinner-

Wiles.

4.4.1 Proposicié. Si(F, D) és un parell format per un cos totalment
real i una deformacid, les hipotesis (P1) i (P2) se satisfan per a D i
per a D., aleshores tot ideal primer q C Rp és promodular.

En relaci6 a la hipotesi (P2), es té el criteri segiient:

Criteri per a (P2): Si (F,D) és un parell bo i la hipotesi (P1) se
satisfa per a cada dada de deformacié (O',%, ¢, M'), on ¥/ C %,
O’ D O, aleshores la hipotesi (P2) se satisfa per a la dada D.

Arribem ara al resultat principal de Skinner-Wiles [Sk-Wi1999].
4.4.2 Teorema. Sigui D = (O0,%,¢, M) una dada de deformacid.

Sigui
p:Gal(Fy/F) — GL(2,0)

una deformacio de p de tipus D tal que

(i) p és irreductible;

(ii) det(p) = ypet, és senar, on > 1 és un enter, i) és un caracter
d’ordre finit; i

wg") * (i) , . .

(iii) pjp, = 0 zbéi) , amb 1, i d’ordre finit per a 1 < i <t.
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Suposem que ezxisteir una extensio L/F de cossos totalment reals
tal que

(i) la clausura galoisiana de L sobre F' és resoluble;
(ii) el grau [L : Q] és parell;
)

)

(iii) L és permissible per a D; i

(iv) el parell (L,Dr,) és bo.

Aleshores p ® @p és la representacid associada a una forma modular
de Hilbert, nowva.

Fl teorema segiient és I’aplicacié més important del teorema an-
terior.

4.4.3 Teorema. Sigui F/Q una extensid abeliana i totalment real.
Sigui p # 2 un nombre primer. Suposem donada una representacid

continua, irreductible, no ramificada fora d’un conjunt finit de places
de F. Suposem que se satisfan les condicions segiients:

(i) p% ~ x1 ® x2 @ Uextensic F(x1/x2)/Q és abeliana.
(ii) (x1/x2)(z) = —1, per a cada conjugacié complexa z.

(iii) (x1/x2)p, # 1, per a cada plaga v|p.

0 1/’21} X2
de F, i wéy)\lu és d’ordre finit, per a cada vl|p.

V)~
(iv) pip, = [¢1 X1 >)|<~ ] , on wg}) factoritza per un pro-p-grup

(v) det(p) = ek, on k > 2, i ¢ és d’ordre finit.

Aleshores p és la representacid associada a una forma modular de
Hilbert, nova.
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El teorema segiient, de la teoria d'Iwasawa i degut a Washington,
és un ingredient destacat en la prova del teorema 4.4.3.

4.4.4 Teorema. Sigui L/K una extensio abeliana i finita. Sigui
Loo/L la Zy-extensio ciclotomica de L. Aleshores la p-part del nom-
bre de classes resta fitada. Fs a dir, si Loo = limind L(pm), ezisteix

una constant c tal que

p° || h(L(pen)),  per a tot n>> 0.

4.5 El teorema de Skinner-Wiles en el cas resi-
dualment irreductible

Considerem en aquesta seccio el teorema provat per Skinner-Wiles a
[Sk-Wi2001].

4.5.1 Teorema. Sigui E/Q, una extensio finita. Sigui
p:Gg— GL(2,E)

una representacio continua, irreductible i no ramificada fora d’un con-
junt finit de primers. Suposem que se satisfan les condicions segiients:

i) 7° és irreductible. Es a dir, p és residualment irreductible.
P p
c\ —ss X1 *
~ 1.
(i) 2ip, [0 XQ] , (alx2)p, #

(iii) p% prové d’una forma modular. Es a dir, p és residualment
modular.

. * %
(iv) pir, =~ {0 1] |
(v) det(p) = ekt és senar i k > 2.

Aleshores la representacid p prové d’una forma modular.
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La demostracié de la modularitat en el cas irreductible que estem
considerant és més facil que en el cas reductible considerat a la seccio
anterior. En aquest cas disposem de les algebres Rp, Tp; se’ns diu
que p* admet una deformacié a GL(2,Tp). Per tant, existeix un
epimorfisme

Rp — Tp.

En el treball, els autors donen també una versié del teorema an-
terior per a cossos totalment reals. Per a tal fi, cal fer les hipotesis
segiients:

(H1): El grau [F : Q)] és parell.
(H2): Existeix un tipus de deformacié minimal Dy = (O, Xo, My).

L’algebra T (Up,, O) posseeix un ideal maximal permissible, amb la
qual cosa disposem d’una representacié continua

ppot - Gal(F/F) — GL(Tp,).

Sota aquestes hipotesis, tecniques de canvi de base permeten de-
mostra el teorema segiient.

4.5.2 Teorema. Suposem donada una representacio
p:Gal(F/F) — GL(2,@p)

continua, irreductible, no ramificada fora d’un conjunt finit de primers,
que satisfa les condicions segients:

(i) p* és irreductible.

(O, . ,
(i) ﬁsa.:[g Xg>], A

(iii) Ewxisteiz una representacid automorfa i gairebé ordinaria, o,
de GLyp tal que pr, €s una bona x2-deformacid de p*.

Aleshores, p >~ pr per a alguna representacic automorfa .



82

Cap. 4 L’estratégia de Taylor-Wiles



Bibliografia

[Cal994] Carayol, H.: Formes modulaires et représentations ga-
loisiennes a valeurs dans un anneau local complet. p-adic
monodromy and the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture
(Boston, MA, 1991), 213-237, Contemp. Math., 165, Amer.
Math. Soc., Providence, RI, 1994. MR1279611 (95i:11059).

[Di1996] Diamond, F.: The refined conjecture of Serre. Elliptic
curves, modular forms, and Fermat’s last theorem (Hong
Kong, 1993), 22-37, Ser. Number Theory, I, Internat. Press,
Cambridge, MA, 1995. MR1363493 (97b:11065).

[Di1996-2] Diamond, F. On deformation rings and Hecke rings.
Ann. of Math. (2) 144 (1996), no. 1, 137-166. MR1405946
(97d:11172).

[Di1997] Diamond, F.: The Taylor-Wiles construction and multiplic-
ity one. Invent. Math. 128 (1997), no. 2, 379-391. MR1440309
(98¢:11047).

[Fo-Mal1995] Fontaine, J-M.; Mazur, B.: Geometric Galois represen-
tations. Elliptic curves, modular forms, and Fermat’s last the-
orem (Hong Kong, 1993), 41-78, Ser. Number Theory, I, In-
ternat. Press, Cambridge, MA, 1995. MR1363495 (96h:11049).

[Ri1990] Ribet, K. A.: On modular representations of Gal(Q/Q) aris-
ing from modular forms. Invent. Math. 100 (1990), no. 2, 431-
476. MR1047143 (91g:11066).

83



84 BIBLIOGRAFIA

[Se1987] Serre, J-P.: Sur les représentations modulaires de degré
2 de Gal(Q/Q). Duke Math. J. 54 (1987), no. 1, 179-230.
MRO0885783 (88g:11022).

[Sk-Wi1997] Skinner, C. M.; Wiles, A. J.: Ordinary representations
and modular forms. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 94 (1997),
no. 20, 10520-10527. MR1471466 (98h:11068)

[Sk-Wi1999] Skinner, C. M.; Wiles, A. J.: Residually reducible
representations and modular forms. Inst. Hautes Etudes
Sci. Publ. Math. No. 89, (1999), 5-126 (2000). MR1793414
(2002b:11072).

[Sk-Wi2001] Skinner, C. M.; Wiles, A. J.: Nearly ordinary defor-
mations of irreducible residual representations. Ann. Fac. Sci.
Toulouse Math. (6) 10 (2001), no. 1, 185-215. MR1928993
(2004b:11073).

[Sm-Lel997] de Smit, B.; Lenstra, H. W., Jr.: Finite complete inter-
section algebras and the completeness radical. J. Algebra 196
(1997), no. 2, 520-531. MR1475123 (98;j:13010).

[Ta-Wil1995] Taylor, R.; Wiles, A.: Ring-theoretic properties of cer-
tain Hecke algebras. Ann. of Math. (2) 141 (1995), no. 3, 553~
572. MR1333036 (96d:11072).

[Wil995] Wiles, A.: Modular forms, elliptic curves, and Fermat’s last
theorem. Proceedings of the International Congress of Math-
ematicians, Vol. 1, 2 (Zirich, 1994), 243-245, Birkh&user,
Basel, 1995. MR1403925 (97£:11041).

P. BAYER

FACULTAT DE MATEMATIQUES,

UNIVERSITAT DE BARCELONA.

GRAN VIA DE LES CORTS CATALANES 585. E-08007, BARCELONA

bayer@Qub.edu



Capitol 5

Formes modulars de
Hilbert 1 representacions
A-adiques associades.

ANGELA ARENAS

Aquestes notes sén la transcripcié de les transparencies presentades
el dimecres 21 de gener de 2004 a la primera part de la xerrada
intitulada: Modularitat Potencial I.

5.1 Grup modular de Hilbert

Sigui F|Q un cos de nombres totalment real de grau [F: Q] = g > 1,
i sigui O el seu anell d’enters. Denotarem per h = h™(F) el nombre
de classes de F' en sentit estricte i per 0 la diferent de F' (relativa a
Q). La immersié canonica o : F' — RY indueix una immersié obvia de
GL*(2,F) en (GLT(2,R))’. Per tant GL"(2,F) es pot considerar
actuant en HY: si v = (Zfl) € GLT(2,F), z = (z1,...,24) € HY

Amb el suport parcial de MCYT BFM 2003-01898.

85
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i aj,b;,c;,d; denoten els conjugats de a,b,c,d en R, i« = 1,...,9,
a121+b1 agzg+by )

ci1zi+dy? "7 cgzgtdy

aleshores v(z) = (

SL(2,0) és un subgrup discret de SL(2,R)Y ja que o(O) és una
xarxa de RY (cf.[Ar 00]). SL(2,O) s’anomena grup modular de Hilbert.
Donats b un ideal fraccionari i n un ideal enter de F' considerem el
grup d’unitats I' = I'(b, n) donat per

{(32) € GLT(2,F)|a,d€ O, beb ' ce€bn, ad_bceo*}.

Remarca
SL(2,0)=T(0,0); CT(0,0).
Teorema

L’espai quocient Xt = I'\HY U F'U {co} és compacte (compactifi-
cacié de Satake). Xr té un nombre finit de classes de punts parabolics
i de classes de punts el-liptics. Aquestes classes sén els punts singulars
de Xt considerada com a varietat analitica de dimensié complexa g.
(Els punts parabolics sén altament singulars). En el cas particular
I' = SL(2,0), el nombre de classes de I'-punts parabolics és h.

Xr és una varietat algebraica projectiva complexa (compactifi-
cacié de Baily- Borel). Xp és l'espai analitic complex associat al
Proj(M(T")) de l'anell graduat de formes modulars de Hilbert re-
specte de I'. Xr s’anomena varietat modular de Hilbert. Les vari-
etats modulars de Hilbert sén espais de moduli d’esquemes abelians
amb multiplicacié real.

Cas g = 2. Xr superficie modular de Hilbert. F. Hirzebruch
(1970) resol explicitament les singularitats, (veure [Hi 73] ).

5.2 Formes modulars de Hilbert (punt de vista
classic)

Donades una funcié holomorfa f : HY — C, una g-tupla d’enters posi-
tius parells k = (k1,...,kg) , i una matriu y = (¢ 2) € GLT(2,F) es-
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crivim, (fic7)(2) := (det 1)**(cz+d)™* [(v(2)) = jr(7,2) " f (1(2))
k(7,2)7F = (det 'y)k/Q(cz +d)7F, (det ’Y)k/Q = [l (aidi - bz'Cz‘)ki/Q,
(cz+d)™F = [T (cizi + d;) k.

Considerem un conjunt de representants cq,...,cy de les classes
estrictes d’ideals de F'. Obviament els representants es poden triar
de manera que siguin primers amb nd. Considerem ara I'j(n) :=
I'(cjo,n),j=1,...,h.

Una forma modular de Hilbert de pes k = (k1,...,kq) 1 nivell
n és una h-tupla £ = (f1,..., f) de funcions holomorfes f; : HY —
C, j=1,...,h, satisfent fj|x v = f;, v € ['j(n),

Les formes modulars de Hilbert de pes k i nivell n constitueixen un
C-espai vectorial My (n) de dimensié finita. A tota £ = (f1,..., fr)
€ My (n) i correspon una tnica“successié de coeficients de Fourier ¢
indexats pels ideals enters de . Més concretament si m és un ideal
enter de F', aleshores existeix una unica j tal que m pertany a la
classe estricta de cj_l, ie. m=¢ cj_1 per a cert £ totalment positiu.
(€ es troba necessariament en c; i a més no és tnic, es pot modificar
amb qualsevol unitat totalment positiva de O*).

Com que I'j(n) obviament conté translacions definides per ele-
ments de (c; )7L, f; es pot desenvolupar en serie de Fourier

fi(z) =32¢ ¢(C) exp (2w V—=1¢z),onz=(z1,...,24), ( recorre
tots els elements totalment positius de la xarxa dual de (c; 9)~! que
éscj,iC-z2=C0xn+" -+ (2 (Ci,...,( s6n tots els conjugats de
¢ = (1 en R). Amb aquestes notacions posem

c(m,f) = ¢;(§) €2, si m=¢c; !, amb ¢ K2 = [, &2,

El m-essim coeficient de Fourier no depen de &, ja que f; (ez)ek/? =
fj(z), per a tot unitari totalment positiu e.

fj(z) s’anomena forma parabolica si s’anul-la a les cusps de I';(n).

f € Mx(n) s’anomena forma parabolica de Hilbert si cada f; és
parabolica, j =1,...,h .

Sk(n) espai de formes paraboliques de Hilbert és un C- espai
vectorial de dimensié finita.
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Remarca.

Mk(n) = @1/;0 Mk(n7w0)7
amb My(n,vy) = H?zl Mx(I(c;0,n),vp), on 1)y recorre tots els
caracters de (O/n)*.

5.3 Formes modulars de Hilbert (punt de vista
adelic)

Siguin Fa l'anell d’adeles de F', F; el grup d’ideles de F', Gp =
GL(2,F), GaA = GL(2, Fa) l'adelitzaci6 de Gp, (GA)c la part in-
finita de Ga, Ga, el subgrup d’elements de Gz tals que la seva
part arquimediana cau en la component connexa de l'identitat de
(GA)oo, 1-€., €n (GL*(Q,R))Q. Com que F' és totalment real, es té
GF+ =GrN GA+.

Denotem per G, = GL(2,Fp), on p denota una placa (finita o
no) de F'i Fy, denota la seva corresponent completacid. Pel teorema
d’aproximacio forta GG o es pot expressar com una unié disjunta finita

Ga = |_|?:1 Gr z; W, per a certs ; € GA que es poden triar

t=1 o . .
com r; = (Jo 1 ), on les t; € F) es poden considerar tenint oo-

components trivials i tals que els seus O-ideals associats constitueixen
un sistema complet de representants per a les classes estrictes d’ideals,
W = W(n) és el subgrup de G'o, definit per

W = Hp Wp % (GA)ooy, amb Wy, p primer finit, igual a
{(?3) € GL(2,Fp) [a,d € Gy, beagl,cenpap,ad—bceog}.

Aleshores, si posem
j(n) :=x; Wa:j_l N G, observem que
F]‘(n) =TI (tja 5 n).

En aquest marc, podem associar a una forma parabolica de Hilbert
f=(f1,..., fn) una aplicaci6 ® : Go — C per mitja de la formula
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O (v xj w) = (fj [k Woo) (v—l,...,v—l),a € Grp,we W, la
—_——
g
qual té sentit, i.e. woo(v/—1,...,v/—1) € HY, ja que we € (GA)oo., -

Aquestes funcions complexes definides a GG A satisfan certes condi-
cions, entre les quals cal destacar
®(az; w) = Y(w)(fjlkw) (i), o € G, w € W,

on ¢ denota la involucié principal de M (2, F'). Reciprocament, podem
associar a qualsevol ® : Go — C, satisfent certes condicions, una
h-tupla (f1,..., fn) de funcions f; : HY — C definides de la segiient
manera: per a tot z = (z1,...,25) € HY podem triar w en W tal que

Woo(vV—1,...,V/—1) = (21,..., 2zg), aleshores, si
I a1b1 L agbg ,
C1 d1 Cg dg
posant

fj(z): H?:l (ai d; — b; Ci>7ki/2 ?:1 (Cz(\/—_1> + dz)kl ) (acj w)

es veu facilment que esta ben definida i que satisfa totes les condi-
cions, (cf. [Sh 78]).

5.4 Operadors de Hecke

Per a ideals enters q i n de O tenim C-homomorfismes T'(q), S(q) :
Sk(n) — Sk(n). La seva accié sobre els “coeficients de Fourier ”ve
donada per

c(m, T(Q)f) = Ygomeq N@'q) c(a™?mq, f),

c(m, S(q)f) = N(q)*%c(m, f), si (q,n) =0,

¢(m, 5(q)f) =0, si (q,n) # O,

on N denota la norma de I'ideal, i ko= max (k1,..., k).

Teorema
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Sigui q C O ideal primer. L’algebra de Hecke
TW,Y) = Z[T(a),5(q)]

és commutativa i amb els 7'(q), S(q) algebraicament independents.
Amb les segiients lleis de multiplicacié:

T(mymy) = T(my)T(my), si (my, mg) = O.

T(q")T(q) =T(q"") + N(a)S(@)T(a" ).

El teorema anterior equival a dir que la serie formal de Dirichlet
Y T'(m)N(m)~® (m recorre els ideals enters de O), té producte
d’Euler [[,(1-T(q)N(a)™*+ S(q)N(q)'=2%)~L, (q recorre els ideals
primers de O).

5.5 Producte escalar de Petersson

Donades dues formes paraboliques de Hilbert f = (f1,..., fr),g =
(g1,---,9n) € Sk(n), es defineix el seu producte escalar de Peterssson
per < f g >= ijlm’h < fj,g9; >, on < fj,g; > ve donat per

W) [ B (da(o)

I'\H9
on du(z) = [1°—; v, 2dxudyy, 2, =y + iyy,i p(T\HY) és la mesura
d’un domini fonamental de T'\HY respecte de du(z).
Remarca (Siegel).
—g3/2 x . -
p(Dj(m)\H9) = 279 DY2Cp(2) [0% : O [Tl 4+ N(p) 7).
Teorema
Sif,g € Sk(n), (m,n) =0, esté < fxT(m), g >=<f,gxT(m) >.

L’espai Sk(n) té una base de funcions propies respecte de tots els
operadors de Hecke T'(m) amb (m,n) = O.



5.6. Series L 91
5.6 Seéries L

Si f € Sk(n), es defineix L(s,f) = > ¢(m,f)N(m)™°, on m recorre
tots els ideals enters de F'.

L(s, f) convergeix per a Re(s) > % + 1 i es pot perllongar a una
funcié meromorfa en tot el pla.

new

Una forma parabolica f € Sk(n)"" s’anomena nova si és (nor-

malitzada i) vector propi respecte de tots els 7'(m) amb (m,n) = O.
Per un resultat de Miyake [Mi 71], també ho és respecte de la resta
d’operadors de Hecke. Si

f|T(m) = O(T(m))f, £]S(m) = 6(S(m))f, es té
L(s,f) = [1,(1 = 6(T(p))N(p)~* + 6(S(p))N(p)' )"

Els valors propis dels T'(p) sén nombres algebraics. Si k; =--- =
kg, sén enters algebraics.

Si ki =--- = kg (mod 2), aleshores Ly = Q(0(T)) és un cos de
nombres. Denotem per Or el seu anell d’enters.

5.7 Representacions A-adiques

Sigui A C Of un ideal primer, designem per O ) la completacié de
Or a A. Per a q C O ideal primer, Frobq designa I’automorfisme de
Frobenius en Gal(F/F)

Teorema

Per a tot A C Oy ideal primer, A\NZ = ¢, existeix una representacio
continua

pex: Gal(F/F) — GL(2,0x,)

no ramificada fora dels primers g C O amb q no dividint nf i tal
que

trpga(Frobq) = 0(T(q)), detps \(Frobq) = 0(S(q))Nq.

La seglient remarca recull diverses aportacions a la prova d’aquest
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teorema.
Remarca
a)Si FF=Q

k = 2, Eichler-Shimura. k > 2, Deligne. k = 1, Serre-Deligne.

b) Si [F:Q]>1,ik; >2,j=1,...,h, el teorema esta provat
si:

1. [F : Q] imparell.

2. [F : Q] parell i f correspon a una representacié automorfa
cuspidal de GL(2, Fa), m¢ = @ ¢, tal que per a certa plaga finita
v, e, €s especial o supercuspidal. (1)4(2) Ohta, Rogawski i Tunnell.

3. ¢ és un primer ordinari per a f (i.e. £ és primer a 6(7'(q)) per
a tot primer q de F sobre ¢), Wiles.

4. [F : Q] parell, Taylor.
Proposicié ([Wi 88])

Sif e Sy(n),n C O, [F : Q] = 2, aleshores, existeixen infinits
primers A C Of, pels quals f és ordinaria en A\. En particular exis-
teixen les corresponents pg .

Teorema (Deligne, Langlands, Carayol, Wiles, Taylor)
Si g C O ideal primer amb q|n, (q,¢0) = O,

0(T(q)) # 01isi o€ Dq sobre Frob q, aleshores

trp(o) = O(T(@) + x(o) (N)O(T(@) ™,

detp(c) = x(o)Nq.

x caracter de Galois continu que estén l'aplica-

ci6, Frob q — 60(S(q)), q primer i (q,n¢) = O.
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Proposicié ([Ta 93])

Per a totes les A’s, A|¢,llevat d’un nombre finit,les representacions
A-adiques son cristal-lines.

5.8 Formes modulars associades a algebres de
quaternions

Per la correspondencia de Jacquet-Langlands es poden associar a
les formes noves de Hilbert, formes modulars relatives a algebres de
quaternions.

B un algebra de quaternions sobre un cos totalment real F' | Gp
l'adelitzacié de B* (també anomenat grup d’ideles de B). (GB)o la
part arquimediana de Gg, (GB)oo, la component connexa de I'identi-
tat de (Gp)oo i-e., llevat dordre, (Gp)o, =~ (GLT(2,R))" x (H*)9~*
si B ramifica en exactament (g —t) places infinites , i (Gg)o per a la
part finita de Gp. Per a qualsevol plaga p (finita o no) de F', (GRB)p
denotard la p component de G pg.

El cas més simple B = M (2, F') és essencialment el que correspon
a les formes modulars de Hilbert (¢t = g).

B indefinida (i.e. amb ¢ > 0) F-algebra de divisié quaternionica.
B totalment definida (¢ = 0), Hida + Taylor.

5.9 Formes modulars A-adiques

Or, una extensié finita de A = Zp[[T].

Es consideren g-desenvolupaments formals F amb coeficients en
O i amb els exponents de g pertanyent al conjunt d’elements total-
ment positius de O, amb el 0.

F és una forma A-adica si modul cada un dels ideals primers d’un
conjunt infinit {P,} de O, F redueix a un g-desenvolupament d’una
forma modular de Hilbert “de veritat” f, sobre F'.
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Si h > 1, F sera un vector format per h séries de potencies.
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Capitol 6

Modularitat potencial de
representacions de (alois

Luis V. DIEULEFAIT, NURIA VILA

Aquestes notes contenen la transcripcié de les transparéncies presen-
tades per N. Vila a la segona part de la xerrada Modularitat Potencial
I iun resum del contingut de la xerrada de L. Dieulefait, amb titol
Modularitat Potencial 1.

6.1 Enunciat del teorema de modularitat po-
tencial i les seves conseqiiencies

En primer lloc enunciarem el teorema de modularitat potencial i
les seves conseqiiencies, teorema B de Taylor a [Ta]). A contin-
uacié donarem un esbés de la prova de les bones propietats de la
funcié L i de la prova de la conjectura de Fontaine-Mazur en casos
2-dimensionals, assumint el punt 1 del teorema B de [Ta] que sera
discutit a la seccid segiient.

Amb el suport parcial de MCYT BFM2003-01898.

97
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TEOREMA B (Taylor)

Sigui ¢ > 3 primer, 2 < k < (£ + 1)/2 enter.

Sigui p : Gg — GL(2,Qy) representacié continua irreductible tal
que:

e p ramifica només un nombre finit de primers.

e det p(c) = —1.

e p|Gy és cristal.lina amb nombres de Hodge-Tate: 01 1-k.
Aleshores,

1. Existeix F'/Q totalment real Galois finita tal que ¢ no ramifica
a F', una representacié automorfa m cuspidal regular algebraica
de GL(2,Ar) i un primer A en el cos de racionalitat M de 7
(My — Q) tal que:
® prx ~ p|GF
e 7, és no ramificada per a totes les places x sobre £ i
® T té pes k.

2. Si p és no ramificada en un primer p i o és un valor propi de
p(Frob,) aleshores o € Q i per a tot isomorfisme i : Qp ~ C és
té:

o] = =172

3. Fixem un isomorfisme i : Q, ~ C. Existeix una funcié racional
L;;(X) € C(X) tal que el producte:

L(ip,s) = Lg;(¢7°) " [ [ i det(1 — pr, (Froby,)p~*) ™"
p#L

convergeix per Rs > (k+1)/2 i s’estén a una funcié meromorfa
a tot el pla complex que satisfa I’equacié funcional:

(27)°L'(s)L(ip, s) = WN(p)*/?75(2r)* " * D (k—s) L(i(p" @e* 1), k—s),

on € és el caracter ciclotomic,
N(p) és el conductor de p (primer amb ),
W és un nombre complex de norma 1.

4. Si k =2, suposem a més que, per algun primer p # £ tenim:

X *
plGp ~ (SC X)'
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Aleshores p es realitza en la cohomologia ¢-adica (amb coefi-
cients en un twist de Tate del feix constant) d’una varietat
sobre Q.

De fet, veurem a la secci6 segiient:
TEOREMA (M P)
Sigui £ > 3 primer, 2 < k < £ — 1 enter, p : Gg — GL(2,Qy) repre-
sentacié continua irreductible senar, que ramifica només un nombre
finit de primers i p|Gy és cristal.lina amb nombres de Hodge-Tate:
0 i 1-k. Si la representacié reduida p és irreductible, suposem que
resta irreductible quan la restringim a Q(y/(—1)¢=1/2¢) (aixo es
automatic si 2k # ¢ + 3). Aleshores, existeix F/Q totalment real
Galois finita en el que £ no ramifica tal que:
Per cada subcos E C F amb Gal(F'/FE) soluble existeix una una rep-
resentacié automorfa mp cuspidal regular algebraica de GL(2,Ag) i
una immersié A del cos de coeficients de g en Qy, tal que:
® Prg A~ P |GE
e Tg . és no ramificada per a totes les places x de E sobre / i
® Tp oo té pes k.

6.1.1 “Prova” de les bones propietats de la funcié L
((2)+(3)) a partir de M P

Per (1) i el Th 3.4.6 de Brylinski-Labesse [BL 84] tenim (2): |ia| =
(k—1)/2
P .

Com a conseqiiéncia:
e |i(tr p(Frob,))| < 2ptk=1/2,
o Si Ly(ip, X) := idet(1 — pr,(Frob,)X) € C(X),

Lip,s) = [ [ Lp(ip,p™*)"
p#L

defineix una funcié meromorfa a Rs > (k+1)/2.
Sigui
L(ip,s) = L'(ip, s)Le(ip, € *) ™"
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Pel teorema de Brauer, la representacio trivial de Gal(F/Q), és

G
Z n; IndG‘gj Xjs
J

on Fj/F amb Gal(F/F}) és resoluble, y; : Gal(F/F;) — Q.
Per cada j hi ha una representacié automorfa m; cuspidal, regular i
algebraica de GL2(Ap,) tal que p|GF, ~ pr, . Aleshores,

G
p= Z n; IndGEj Xj @ Pr; e
J

En conseqiiencia,

L(ip,s) = | [ L(mj @ (x; o det), s)",
J
d’on s’obté la continuacié meromorfa a tot el pla complex i 'equacio
funcional.

Escollim un caracter additiu no trivial ¥ = ¥, : Ap/Q — C*
amb KerUy, =7, 1 ¥y = e2rv=le
Escollim una mesura de Haar dz = [[dx), a Ap, amb
dzo la mesura usual a R, dzg(Zy) = 11ide(Ap/F) =1
Sip # ¢, sigui WD(p|G,) la representacié de Weil-Deligne associada
a p|Gp. Definim a la Tate:

c(ip,s) = V=1 [ i WD(p"|Gp) @ | Art™" |, W, dx).
p#L

Tenim, e(ip,s) = WN¥/2=5 on W és independent de s i N és el
conductor de p.

6.1.2 “Prova” de (4) (conjectura de Fontaine-Mazur)
a partir de M P

De (1), resultats motivics de Blasius i Rogawski [BR 93] i restriccié
d’escalars, tenim que p es realitza en la cohomologia ¢-adica d’una
varietat sobre Q.
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Es més, veiem que si k = 2 existeix un cos de nombres M, un
primer A de M sobre ¢, una varietat abeliana A/Q de dimensié [M :
Q] i una immersi6 Oy — End(A/Q) tal que pa \ ~ p.

De (1) i per [Hi 81], existeix F' cos totalment real, N un cos de
nombres, X primer de N sobre ¢, B/F varietat abeliana de dimensid
[N : Q] i una immersié6 Oy — End(B/F) tal que

pBx ~ plGE.

Sigui C' la restricci6é d’escalars de F' a Q de B. Tenim

Endo, (C/Q) @2 Q ~ P& P M,
i=1

On M;/N finita. A menys d’isogenies déna:

C ~ AP D @zzl Ai, amb OMz ~ End@N(Ai/Q).

Ara VyC > Indge VyB ~ X @Y, amb X ~ p.

Per Faltings, a (Endp, (C/Q)®z Q) li correspon una descomposicid
Px @ Py. Per tant, podem escollir ¢ = 1,--- ,7 i un primer \; de M;
sobre X tal que V), A; = X.

En conseqiiencia:

M = M;, X = ); sobre £, A = A;, déna
PANX ™~ P-

COROL.LARI B
Si ¢ > 3 primer, p : Gg — GL(2,F,) representacié continua irre-

ductible imparell i
_ X1k
Gy ~ )
pIGe < 0 X2>

amb x1|Iy # x2|lp. Aleshores existeix un cos de nombres M, un
primer A de M sobre ¢, una varietat abeliana A/Q de dimensié [M :
Q] i una immersié6 Oy — End(A/Q) tal que p és equivalent a la
representacié de Galois associada a la A torsié de A.

Utilitzant la generalitzaci6 del resultats de Ramakrishna [Ra 02]
de Taylor a [Ta 03], hi ha I’aixecament ¢-adic, satisfent les condicions.
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6.2 Bosquejo de la demostracion del teorema
de modularidad potencial

Nos proponemos dar algunas ideas de la demostracién de R. Taylor
(cf. [Ta 02] y [Ta]) del resultado de modularidad potencial llamado
Teorema M P en la seccién previa, o equivalentemente, del apartado
(1) del Teorema B.

La demostracién se divide en dos casos, dependiendo de si la rep-
resentacion p es ordinaria (localmente en ¢) o es cristalina pero no
ordinaria. Llamemos (a) al primer caso y (b) al segundo. El caso (b)
difiere del (a) en algunos aspectos técnicos, y fundamentalmente en
lo siguiente:

En ambos casos se prueba primero que la representacién residual p
cumple p|¢, es modular (si la representacion residual es irreducible).
Luego, se precisa un resultado “tipo Wiles”sobre el cuerpo F' para
concluir a partir de esta modularidad residual (o reducibilidad resid-
ual) que toda “buena deformacién”, y en particular p|g,, es modular.
En el caso ordinario, sendos resultados (que cubren tanto el caso
residualmente reducible como el residualmente modular) de Skinner
y Wiles (cf. [SW 99] y [SW 01]) pueden aplicarse para concluir la
modularidad de p|g,. En el caso no-ordinario, caso (b), Taylor de-
muestra (generalizando resultados anteriores de Taylor-Wiles y Dia-
mond) el resultado requerido, que enunciaremos luego.

Observacién: es sabido que en el caso (b) la restriccién de p al grupo
de inercia en ¢ actia a través de caracteres fundamentales de nivel 2,
y esto implica que p es necesariamente irreducible en el caso (b).

Veamos ahora la estrategia que utiliza R. Taylor para probar que
sobre un cierto cuerpo F' totalmente real es p|q, modular. Por sim-
plicidad seguiremos en esta parte su primera demostracién, que es la
del caso (a), efectuada en [Ta 02].

Si p tiene imagen soluble, por resultados de Langlands y Tunnell
se sabe que es modular (cambio de base soluble). Luego, podemos
asumir que la imagen residual es un grupo insoluble.

Por simplicidad asumamos que el determinante de p es simplemente
el caracter ciclotéomico €. La idea es probar que existen cuerpos total-
mente reales /'y M, un primo p y una variedad abeliana A definida
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sobre E cumpliendo:

- p y £ no ramifican en F

- la dimensién de A es igual al grado de M sobre Q

- El anillo de enteros algebraicos O de M esta contenido en End(A/E)
- Para un primo A | £ de O la representaciéon de Galois asociada a
A[N(E) es equivalente a p|g,,

- A tienen reduccién buena ordinaria en todos los primos que dividen
ap

- Existe un primo P de O dividiendo a p tal que el Gg-modulo

= Gal(E/E
A[P|(E) es de la forma IndGaIE E// L))

L de E no contenida en E((,) y un caracter w de Gal(L/L)

w para una extensiéon cuadratica

La clave para establecer la modularidad residual de p|g, es la
existencia de una tal variedad abeliana A, pues por construccién esta
variedad es de tipo GLs y la representacién de Galois asociada a su
‘P torsiéon es dihedral, luego modular, por lo que si tenemos a nuestra
disposicién un resultado de tipo Wiles concluimos que como p4 p es
modular, p4p es modular, es decir A es modular, y por lo tanto p4 x
y la representacion residual correspondiente p4 ) son modulares, y
como esta ultima por construccién coincide con p|g, esta también
es modular, de donde aplicando nuevamente resultados tipo Wiles se
concluye que p|q, es modular.

Pasemos ahora a discutir como probar, una vez adecuadamente
elejidos M y p, la existencia de un cuerpo F y una variedad abeliana
A/E que cumpla las propiedades deseadas. Esto equivale a la con-
struccion de puntos de cierta variedad modular de Hilbert-Blumenthal
sobre un cuerpo totalmente real F en el que ni ¢ ni p ramifiquen.

Este problema, debido al siguiente principio local-global de Moret-
Bailly, equivale a una tal construccion localmente en ¢, p e oco.

TEOREMA (M B): Sea K cuerpo de nimeros y S conjunto finito
de primos de K (tanto no-arquimedeanos como arquimedeanos). Sea
K la maxima extension de K en la que los primos de S descomponen
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totalmente.

Sea X/Spec K esquema quasi-proyectivo genéricamente irreducible
tal que, para todo v en S, X(K,) es no vacio (donde K, denota la
completacién v-adica de K). Entonces X (Kg) es Zariski denso en X.

En virtud de este resultado, la existencia de un cuerpo F y una
variedad A/E como la que buscamos se reduce a un problema mucho
mas simple de existencia sobre cuerpos locales, en nuestro caso sobre

QZ? Qp y R

Por ejemplo, la existencia sobre Qy de una variedad de Hilbert-
Blumenthal con las propiedades que buscamos, es decir, tal que la
representacion de Galois asociada a su A torsién coincida con la re-
striccion de p al grupo de descomposiciéon Dy en £ y la asociada a su
P torsién con la restriccién de una dihedral a Dy, se deduce de resul-
tados de Rapaport en el caso ordinario de peso 2 y de resultados de
Honda-Tate (para establecer la existencia sobre Fy) y de Serre-Tate
(para clasificar las deformaciones a Z,, como grupos de Barsotti-Tate,
via ciertas extensiones).

La existencia sobre R es trivial, basta tomar una curva eliptica E
sobre R y considerar A = FE ®z O.

Por lo tanto, dada la existencia local de una variedad abeliana
con las propiedades deseadas sobre Qp,, Q; y R, por el teorema (M B)
se concluye que sobre un cuerpo E totalmente real en el que £ y p de-
scomponen totalmente existe una variedad A de Hilbert-Blumenthal
con multiplicacién real por O con pa x = plg, ¥ pa,p dihedral. Como
ya comentamos, de esto se sigue la modularidad de p|g,,, si se dispone
de resultados tipo Wiles sobre E.

En el caso ordinario, el resultado de tipo Wiles necesario: “resid-
ualmente modular (o reducible) implica modular’es un teorema de
Skinner y Wiles. Para el caso no-ordinario (b), Taylor demuestra
un resultado similar, generalizando resultados de Taylor-Wiles y Di-
amond al caso de cuerpos de numeros totalmente reales:
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TEOREMA: Sea ¢ > 3,2 <k </{—1.
Sea F' totalmente real de grado par en el que ¢ descompone total-
mente. Sea

p: GF — GLQ(@[)

representacion irreducible que solo ramifica en un conjunto finito de
primos tal que para cada primo x de F dividiendo a ¢ p es cristalina
localmente en x con nimeros de Hodge-Tate 0 y 1 — k. Supong-
amos que p restringida a F(v/££) (el signo tal que sea una extensién
cuadratica no-ramificada fuera de ¢) es irreducible y que existe una
forma de Hilbert f sobre F' tal que:

- pra = p (para algun primo A | £ en el cuerpo generado por los
coeficientes de f)

- f es no ramificada en todo primo finito « de F' (nivel minimal)

- f es de peso (paralelo) k

Entonces existe una forma de Hilbert f’ sobre F' tal que p = P
y f’ tiene peso paralelo k.

Observaciones:

(1) La condicién de nivel minimal puede parecer demasiado restric-
tiva, pues en general p puede ramificar en uno o méas primos. De
todos modos, siguiendo una estrategia de bajada de nivel via cambio
de base soluble (creada por Skinner y Wiles) se sabe que elijiendo
adecuadamente una extensién soluble de un cuerpo dado E siempre
podemos reducirnos a un caso de “conductor 1”donde la condicién de
nivel minimal (que es precisa para probar el teorema de tipo Wiles
anterior) se satisface.

(2) Una vez establecida la modularidad de la restriccion de p a un
cuerpo totalmente real F', para todo subcuerpo K de F' tal que
Gal(F/K) sea soluble, se deduce de los teoremas de cambio de base
soluble automorfos que también sobre K se tiene el resultado de mod-
ularidad de la restriccién de p.
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6.2.1 Otras aplicaciones de la modularidad potencial

Ademi4s de las consecuencias mencionadas en la primera seccién, Tay-
lor también demuestra, utilizando propiedades conocidas de las famil-
ias compatibles de representaciones de Galois asociadas a formas de
Hilbert (en particularidad la compatibilidad Langlands global - Lang-
lands local) y argumentos que utilizan el teorema de Brauer para rela-
cionar una representacién f-adica con ciertas restricciones (a algunos
subcuerpos de F') donde se sabe que es modular (véase en la seccién 1
una descripcion de este tipo de argumento, aplicado a probar las bue-
nas propiedades de la funcién L) que dada una familia compatible de
representaciones de Galois continuas, irreducibles, dos-dimensionales,
e impares, tal que genéricamente (o sea para todo ¢ suficientemente
grande) cumple las condiciones de aplicabilidad del teorema (B), de
la modularidad potencial de una de las representaciones de la familia
se deduce automaticamente la modularidad potencial de toda la fa-
milia, y de esto se deduce que la familia cumple una propiedad de
compatibilidad local que Taylor denomina “fuertemente compatible”,
propiedad que a priori se sabia solo en el caso de una familia de rep-
resentaciones asociada a una forma modular. Esta propiedad viene
a decir que dos representaciones py y pp cualesquiera de la familia
ramifican en el mismo conjunto S (sin contar a ¢ ni a ¢') y mas ain
que el tipo de ramificacion en cada uno de estos primos es el mismo
(cf. [Ta]), o sea que esencialmente para p fijo el comportamiento local
pe|p, no depende de £, si £ # p.

Una consecuencia ain mas fuerte, probada por el primer autor
en [Di 04], es que, dada una representacién f-adica p que cumple las
condiciones del teorema (B), entonces siempre se puede incluir en
una familia compatible de representaciones de Galois cuyo conjunto
de ramificacién S coincide con el conjunto de ramificacién de p (sin
incluir /) y tales que para todo primo impar ¢’ fuera de S la repre-
sentacién ¢'-adica de la familia también serd cristalina. Las técnicas
para demostrar este resultado incluyen una vez mas la utilizacién
del teorema de Brauer y de propiedades conocidas de las representa-
ciones de Galois asociadas a formas de Hilbert, incluyendo resultados
de Breuil que garantizan que estas representaciones son cristalinas



6.2. Bosquejo de la demostracion del teorema de modularidad potenciall 07

con gran generalidad, para primos fuera del nivel.

Recordemos que hay casos donde el apartado 4 del teorema B
no puede aplicarse por ser k = 2 y no cumplirse la condicién lo-
cal (ver Teorema B, 4) (condicién necesaria para que los resultados
de Blasius-Rogawski o Hida que implican que las representaciones de
Galois asociadas a formas de Hilbert son motivicas puedan aplicarse).
Por ejemplo, si k = 2 (en este caso se dice que la representacién es
Barsotti-Tate) y la representacién es semiestable en todos los primos
donde ramifica, entonces la condicién local del teorema B - 4 no se
cumple y no podemos concluir, a pesar de ser potencialmente modu-
lar, que la representacién provenga de la geometrfa.

Sin embargo, a partir del resultado de existencia de familias men-
cionado en el parrafo anterior, en algunos casos donde k = 2, incluso
si la representacién es semiestable, es posible demostrar la conjetura
de Fontaine-Mazur y ademés la modularidad de la representacién
utilizando el truco de transladar el problema a un problema simi-
lar pero cambiando la caracteristica residual a un valor suficiente-
mente pequeno, donde la modularidad puede establecerse utilizando
las técnicas de Wiles. Este argumento funciona por ejemplo para pro-
bar la conjetura de Fontaine-Mazur en el caso k = 2 y conductor 1, y
también en el caso k = 2 y coeficientes enteros (este iltimo es el caso
de representaciones que tienen el mismo aspecto que las asociadas a
curvas elipticas).

En el caso k = 2 y conductor 1, de la modularidad de la representacién
se concluye su no existencia, pues no hay formas modulares de peso
2 y nivel 1. Para una demostracién de estos casos de Fontaine-Mazur
y otras aplicaciones de la modularidad potencial, ver [Di 04].

Para terminar, comentemos que también pueden aplicarse los re-
sultados de modularidad potencial para establecer casos de la con-
jetura de Serre: recientemente dos trabajos independientes, uno del
primer autor y otro de Khare y Wintenberger (ver [Di] y [KW]),
utilizando la “existencia de familias”y la no-existencia de representa-
ciones f-adicas cristalinas con k = 2 y conductor 1 probadas en [Di
04], combinadas con un resultado de existencia de levantamiento min-
imal para representaciones residuales, que también se deduce de la
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modularidad potencial (y de resultados de bajada de nivel para for-
mas de Hilbert); prueban la conjetura de Serre en el caso de peso 2
y nivel 1 (y otros casos de baja ramificacién).
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Capitol 7

Alguns casos resolts de la
conjectura de Serre

Jurio FERNANDEZ

En aquest capitol presentem alguns dels resultats apareguts fins ara
en relacié a la versié feble de la conjectura de Serre sobre la modu-
laritat d’una representacié

p: Go — GLa(Fy)

senar i absolutament irreductible, on Gg i IF, designen, respectiva-
ment, el grup de Galois absolut de Q i el cos finit de ¢ elements.
Per raons d’is posterior, notem d’entrada que, si g és senar, la irre-
ductibilitat absoluta de la representacié (senar) p equival simplement
a la seva irreductibilitat (cf. Lemma 5 de [Ru 97]).

Després de revisar com es dedueix la modularitat de p per a
q = 3 a partir dels resultats de Langlands i Tunnell que completen
la demostracié de la conjectura d’Artin en el cas resoluble, tractem
tres altres casos de la conjectura de Serre per a valors de g petits
que han estat abordats en els darrers anys. Concretament, passem
revista a una part dels treballs [ST 97], [Ma 01] i [Ell 02], en els quals
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es demostra la conjectura pera ¢ =5, ¢ =7 i ¢ =9, respectivament,
sempre sota certes condicions locals imposades a la representacié p.

El leitmotif general d’aquests tres treballs és fer is de la geome-
tria, i ho és en un sentit doble. D’una banda, la tactica emprada per
demostrar la modularitat de p consisteix a realitzar aquesta repre-
sentacié a partir de ’accié de Galois sobre la torsié d’alguna varietat
abeliana: una corba el-liptica definida sobre Q en el cas ¢ = 5, una
corba el-liptica definida sobre un cos de nombres totalment real i
resoluble en el cas ¢ = 7, i una superficie abeliana amb multipli-
cacié real (RM) sobre un cos de nombres totalment real i resoluble
en el cas ¢ = 9. D’una altra banda, aix0o s’assoleix trobant punts
racionals en certs espais de moduli associats a la representacié p. Al
cas el-liptic, que és el que veurem amb una mica de detall, aquests
espais de moduli sén corbes torcades, o twists, de la corba modu-
lar X (p).

Aquesta aproximacié geomeétrica al problema ve motivada pel
coneixement que es té de les representacions de Galois p-adiques asso-
ciades als moduls de Tate d’una varietat abeliana, aixi com per la bona
propagacio de la modularitat entre elles. En tots tres casos, 1’espurna
de la modularitat prové sempre dels resultats de Langlands i Tunnell
aplicats a una representacié de Galois 2-dimensional sobre Fs.

Hem dividit el capitol en cinc seccions. La Seccié 7.1 recull els in-
gredients de la modularitat de representacions galoisianes que neces-
sitem per a la resta del capitol. La Seccié 7.2 tracta el cas basic ¢ = 3
de la conjectura, mentre que la Seccié 7.3 és un interludi geometric
sobre certs models racionals de la corba modular X (p) amb una apli-
caci directa al cas ¢ = 5. Finalment, les Seccions 7.4 i 7.5 estan
dedicades, respectivament, als casos ¢ =7 i ¢ = 9.

7.1 Representacions p-adiques i modul p

Fixem d’ara endavant un primer senar p. En aquesta seccié repassem
el concepte de modularitat per a representacions de Galois 2-dimen-
sionals p-adiques i modul p. Enunciem també dos resultats que sén
fonamentals per a les dues darreres seccions del capitol. El primer,



7.1. Representacions p-adiques i modul p 113

degut essencialment a Ramakrishna, és un teorema d’existencia de
bons aixecaments p-adics per a una representacié modul p de Gg
de tipus ordinari en p. El segon, degut a Skinner i Wiles, tracta la
propagacio de la modularitat entre representacions p-adiques, també
sota certes condicions de tipus ordinari en p.

Per una representacié modul p entenem un morfisme continu
(d’un subgrup) de Gg en el grup de matrius GLa(F,), on F, designa
una clausura algebraica del cos finit de p elements. La continuitat del
morfisme equival en aquest cas a demanar que tingui imatge finita;
en particular, la representacié només ramifica en un nombre finit de
primers. La conjectura de Serre prediu la modularitat de tota repre-
sentacié modul p

p: Gg — GLa(Fp)
senar i irreductible. El cami que sovint es pren per abordar aques-
ta conjectura consisteix a intentar demostrar la modularitat d’un
aixecament p-adic qualsevol de p.

Per una representacid p-adica entenem un morfisme continu (d’un
subgrup) de Gg en el grup de matrius GLo (@p), on @p designa una
clausura algebraica de Q). Sempre suposem, a més, que la repre-
sentacié només ramifica en un nombre finit de primers. De la seva
continuitat, se’n dedueix que, modul conjugacié, té imatge a GLa(Zy),
on Zp és 'anell d’enters de @p. Si denotem per P l'ideal maximal
de Z,, el cos residual Z,/P s’identifica amb F,. Aix{ doncs, una
representacié p-adica

(;5 . GQ — GLQ(Zp)
déna lloc a una (tnica, modul conjugacid) representacié modul p

a . GQ — GLQ(Fp)

Diem que ¢ és un aizecament p-adic de p, i també que p és la
reduccié modul p de ¢, si ¢ = p. El mateix concepte es pot esten-
dre a representacions p-adiques i modul p de dimensié n qualsevol.
El segiient teorema és una adaptacié deguda a Taylor [Ta 03] d'un
resultat de Ramakrishna [Ra 02] sobre deformacions de representa-
cions modul p. Denotem per x; el caracter p-adic donat per I'accié
galoisiana sobre les arrels de la unitat de Q d’ordre poteéncia de p.
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7.1.1 Teorema. Sigui p: Gg — GLa(F,) una representacid senar
amb imatge no-resoluble i tal que

o [XpE1r *
amb X,e1 # e2. Sigui W(Fyr) Uanell de vectors de Witt de Fpr.
Aleshores, existeix un aizecament p-adic

¢ : Gg — GLy (W(F,r))

de p tal que el caracter (det ¢) Xgl té ordre finit i tal que

Xp¥1  *
gb\Dp ~ < PO ¢2>a

on P; €s un airecament p-adic moderadament ramificat de g;.

7.1.2 Remarca. Donat que el subgrup de matrius triangulars supe-
riors de GLa(F,r) és resoluble, la irreductibilitat de p ve garantida
per la hipotesi de no-resolubilitat de la seva imatge.

Del concepte de modularitat introduit al Capitol 2, en revisem
ara tant la seva formulacié a la Deligne-Serre, que fa s de formes
modulars de pes arbitrari (no necessariament 2), com la seva formu-
lacié a la Shimura, de caire més geometric. Una representacié p-adica
irreductible

¢ . GQ I GLQ(ZP)

és modular si se satisfan les dues condicions equivalents seglients:

e Existeix una forma (parabolica) de Hecke g (per a algun pes,
algun nivell i algun caracter) tal que

tr ¢ (Frob;) = ai(g)

per a tot primer [ llevat d’un nombre finit, on a;(g) és el valor
propi de g per I'operador de Hecke [-ésim.

e Existeix una varietat abeliana modular A g tal que ¢ és (con-
jugada a) la representacié p-adica ¢4 p associada a A.
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Perque la primera definicié tingui sentit, cal haver fixat per a
cada primer [ una immersié6 Q — Q;. Quant a la segona definici,
recordem que A és la varietat abeliana associada per Shimura a una
forma nova f de pes 2. Aquesta varietat abeliana esta definida modul
Q-isogenia, i el seu anell de Q-endomorfismes es pot identificar amb
Panell d’enters O del cos de nombres de grau dim(A) generat pels
coeficients de Fourier de f. Si abusem de la notacié P per referir-nos
també a 'ideal primer de O donat per la immersio Z — Zp i designem
per Op el completat de O en P, el modul de Tate T, A®, Op térang 2
sobre Op i l'accié de Galois sobre ell dona lloc a una representacié
p-adica

qZSA,p : GQ e GLQ(OP).

Denotem per ps p la reduccié modul p de ¢4 p.

Considerem el cas particular en que dim(A) = 1. Gracies als tre-
balls [Wi 95], [TW 95|, [Di 96], [BCDT], avui sabem que la conjec-
tura de Shimura-Taniyama és certa: tota corba el-liptica F definida
sobre Q és modular. En aquest cas, I’algebra de (Q-endomorfismes
és isomorfa a Z, de forma que ¢g p és simplement la representaci6
p-adica

¢E,p : GQ e GLQ(ZP)

associada al modul de Tate T),E/. Aquesta representacié ¢g,, té una
importancia clau: la seva modularitat (per a un primer p qualsevol)
equival a la de la corba el-liptica E.

De forma analoga al cas p-adic, es defineix la modularitat d’una
representacié modul p

p: Gg — GLa(F))

irreductible. Aixi, p és modular si se satisfan les dues condicions
equivalents segiients:

e Existeix una forma de Hecke g tal que
tr p (Frob;) = a;(¢g) mod P

per a tot primer [ llevat d’un nombre finit.
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e Existeix una varietat abeliana modular A g tal que p és (con-
jugada a) la representacié modul p pap associada a A.

Per exemple, la representacié
pE,p : Gg — GL2(Fp)

associada a la p-torsié d’una corba el-liptica E definida sobre Q és
modular: en efecte, ¢ , és un aixecament p-adic modular de pg, p.

Al segiient teorema de Skinner i Wiles [SW 01], els conceptes de
senaritat i modularitat per a una representacié p-adica ¢ del grup de
Galois absolut d’un cos de nombres F' totalment real generalitzen els
del cas F' = Q. La representacié ¢ és senar si, per a tota immersié
F — R, la imatge per ¢ de la corresponent conjugacié complexa té
dos valors propis diferents. La representacié ¢ és modular si prové
d’una forma modular de Hilbert (cf. Capitol 5).

7.1.3 Teorema. Sigui F' un cos de nombres totalment real i siguin
@1, po dues representacions p-adiques senars del grup de Galois abso-
lut de F. Suposem que les reduccions modul p ¢y, ¢y son conjugades
1 irreductibles, i que tant ¢1 com ¢o satisfan les segiients condicions:

(1) El caracter (det ¢;) x;, " té ordre finit.

(2) Per a tot primer p de F sobre p,

. o~ [Tei  *
Yiio, (0 51”‘)7

on el caracter 6p; €s finitament ramificat.

(3) Per a tot primer p de F sobre p, a la condicié (2) es pot su-
posar, a més, que Op1 = dp2 1 que Op; F# Yy ;-

Aleshores, ¢1 és modular si i només si ¢o €s modular.

7.1.4 Remarca. Si E és una corba el-liptica definida sobre F' amb
bona reduccié potencial ordinaria o reduccié potencialment multi-
plicativa a tot primer p de F sobre p, aleshores la representacié ¢g ,
satisfa la condici6 (2) del Teorema 7.1.3.
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7.2 La conjectura de Serre a GLy(Fs)

Al mateix article [Se 87] on formula la seva conjectura, Serre estudia
el segiient cas particular, per al qual verifica 'anomenada versié forta
de la conjectura.

7.2.1 Teorema. Tota representacio p : Gg — GLo(F3) senar i ir-
reductible és modular.

DEMOSTRACIO: El teorema es prova aixecant p a un representacio
complexa

Pt Gg — GLy(C)

continua, senar, irreductible i amb imatge resoluble a PGL2(C). La
conjectura d’Artin, demostrada en els casos tetraedric i octaedric
gracies als treballs de Langlands [La 80] i Tunnell [Tu 81], és certa per
a una representacié p’ satisfent aquestes hipotesis; és a dir, existeix
una forma de Hecke g de pes 1 tal que trp’ (Frob;) = a;(g) per a
tot primer [ llevat d’un nombre finit. La representacié p’ que ens
interessa s’obté composant p amb la representacié fidel de GLy(F3)
en GLg(Z[v/—2]) definida, per exemple, aixi:

-1 1 -1 1
G) = (B0)
1 -1 1 -1
(1 1) — <_\/3 —1+m>'
La reduccié de p’ modul I'ideal primer (1 + /=2 ) de norma 3 és
precisament p, de forma que trp = trp’ mod (1 + /=2 ) i la mo-
dularitat de p’ implica la de p. Aixi doncs, només cal comprovar
que p’ satisfa les hipotesis necessaries per poder aplicar la conjectura
d’Artin. Donat que detp = detp’ mod 3, tenim que p’ és senar
perqué p ho és. D’altra banda, si p’ fos reductible, llavors seria la
suma directa de dos caracters i, en particular, la imatge de p seria
abeliana; pel lema de Schur, aixo entraria en contradiccié amb el fet
que p és absolutament irreductible. Finalment, la imatge de p’ és

clarament resoluble, perqueé GLy(F3) és una extensié d’'index 2 del
grup simetric Sy. O
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7.2.2 Remarques. (1) Serre també prova la seva conjectura per
a una representacié amb imatge GLo(IF3), i fa notar que argu-
ments semblants serveixen per demostrar-la analogament per a
una representacié modul p senar amb imatge projectiva diedral.

(2) El Teorema 7.2.1 també és cert per a un cos de nombres total-
ment real en lloc de Q.

7.3 Twists de la corba modular X (p)

En aquesta seccié estudiem certs models sobre Q per a X (p), la corba
modular associada al subgrup de congruéncia I'(p) definit com el nucli
de la reduccié SLa(Z) — SLa(F,). Després apliquem un resultat de
[ST 97] sobre el cas racional X (5) a la demostraci6 de la conjectura
de Serre per a una representacié amb imatge a GLo(IF5) i determinant
ciclotomic.

Fixem una representacié p: Gg — GL2(F,) amb determinant
igual al caracter ciclotomic X,. Aixo equival a fixar un F,[GgJ-espai
vectorial V), de dimensié 2 juntament amb un Gg-isomorfisme

n: AV, — pp,

on i, designa el grup de les arrels p-esimes de la unitat de Q. Un
exemple tipic és el dels punts de p-torsié d’una corba el-liptica E
definida sobre Q, amb Gg-isomorfisme

em,p: NE[pl — pp

)

donat per I'aparellament de Weil.

Existeix una corba (llisa, irreductible, no-compacta) Y, (p) definida
sobre Q tal que, per a tot cos K de caracteristica zero, el punts
K-racionals de Y,(p) estan en bijeccié amb les classes d’isomorfisme
de parelles (E, ), on E és una corba el-liptica definida sobre K i
¢ : E[p] — V, és un Gk-isomorfisme simpleéctic, és a dir, tal que
I'isomorfisme A2E[p] — A%V, induit per ¢ fa commutatiu el segiient
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diagrama;
N2E[p] ¢

A2V,
Hp

En particular, un punt Q-racional de Y,(p) déna lloc a una corba
el-liptica definida sobre @ tal que la representacié pg,, associada als
punts de p-torsié de E és conjugada a p. Denotem per X,(p) la
compactificacié de la corba Y,(p). Es tracta d’un model Q-racional
de la corba modular X (p).

Denotem per X, el model canonic corresponent al F,[Ggl-espai
vectorial V,, = F,, x y,, amb aparellament 7, : A%V, — pu,, definit per
(1,1) A(0,¢p) — Cp, on (p és una arrel p-esima primitiva de la unitat
fixada. Els punts algebraics de X,, estan en bijeccié amb les classes
d’isomorfisme de parells (E, [P, Q]), on E Fol és una corba elliptica i
[P, Q] és una base de la p-torsié de E tal que eg ,(P A Q) = (. Una
bijeccié alternativa ve donada pel conjunt de classes d’isomorfisme de
tripletes (E, P,C), on E fio és una corba el-liptica, P és un punt de F
d’ordre p i C' és un subgrup ciclic de E[p] que no conté P. Un punt
Q-racional de X, déna lloc a una corba elliptica £ definida sobre Q

tal que
(o %)
pE7p 0 Yp *

Per a p = 3,5, la corba de genere zero X, té punts Q-racionals. De
fet, el segiient resultat ens diu que aquesta és una propietat general
per a qualsevol model X,(p) de genere zero.

7.3.1 Teorema. Per a p = 3,5, la corba X,(p) és isomorfa a P*
sobre Q. En particular, existeizen infinites corbes el-liptiques E g
tals que pg,, €s conjugada a p.

DEMOSTRACIO (Idea): Existeix un Gg-morfisme natural

Auty, (Vp) — Aut(Xp),

on Aut,, (V},) designa el grup de Gg-automorfismes de V, que sén
simplectics respecte de l'aparellament 7,. Donat qualsevol isomor-



120 Cap. 7 Alguns casos resolts de la conjectura de Serre

fisme simplectic ¢ : 'V, — V), , 'aplicacié

Gg — Autnp (V;?)

o N 90_1 O’sp

defineix a H! (Gg, Aut(X,)) un element &, que no depén de I'isomor-
fisme ¢ triat. La corba X, resulta ser el twist de X associat a .
Es demostra llavors que £, és trivial per a p = 3,5. O

7.3.2 Remarques. (1) El Teorema 7.3.1 es pot enunciar prenent
com a cos base un cos de caracteristica zero qualsevol.

(2) La demostracié per a p =5 es pot trobar a [ST 97]. L’esbos de
demostracié que donem aqui segueix [Ru 97].

(3) La segona part de l’enunciat per a p = 3 és un resultat de
[LR 95], on els metodes que es fan servir no sén modulars.

7.3.3 Corollari. Si p: Gg — GLy(F5) té determinant ciclotomic,
aleshores p és modular.

7.3.4 Remarca. A [ST 97] figura una versié més feble del Corol-la-
ri 7.3.3 en que es requereix també una certa condicid local en el
primer 3, perque fins llavors només s’havia pogut demostrar la conjec-

tura de Shimura-Taniyama per a corbes el-liptiques sobre QQ semiesta-
bles en 3 i en 5.

7.4 La conjectura de Serre a GLy(F7)

El resultat principal de [Ma 01] és el seglient:

7.4.1 Teorema. Sigui p: Gg — GL2(F7) una representacio senar
1 irreductible que satisfa les segiients condicions:

e p(I3) té ordre senar a PGLo(F7),

* %
.p‘D7N 0o 1)’



7.4. La conjectura de Serre a GLo(F7) 121

e det p(I7) té ordre parell.

Aleshores, p és modular.

7.4.2 Remarques. (1) Donat que la modularitat de p és equiva-
lent a la de qualsevol representacié torcada de p amb imatge
a GL2(F7), i donat que la primera i la tercera condicions del
Teorema 7.4.1 es mantenen per torcament, la segona condicié
es pot afeblir demanant només que pp, sigui reductible.

(2) La tercera condicié del Teorema 7.4.1 se satisfa, per exemple,
si el determinant de p és ciclotomic.

La demostracié del Teorema 7.4.1 es pot dividir en tres parts ben
diferenciades quant al tipus de resultats que s’utilitzen:

(A) L’existencia d’un aixecament
qb . GQ — GLQ(Z7)

de p a la Ramakrishna. Aquest aixecament ¢ s’obté aplicant
una variant del Teorema 7.1.1 en que no es requereix la no-re-
solubilitat de la imatge de p. El caracter (det ¢) x; 1 t6 ordre

finit, i se sastisfa
X7 1 *
¢|D7 < O $2) Y

on el caracter 1o és no-ramificat.

(B) La modularitat de la restriccié de ¢ al grup de Galois abso-
lut Gp d’un cert cos de nombres F' totalment real i resoluble.
Notem que la restricci6 pjg, continua sent senar i irreductible.

(C) La modularitat de ¢, que s’obté a partir de resultats de canvis
de base ciclics de Langlands [La 80] i Khare [Ka 00].

L’article [Ma 01] esta consagrat a la part (B) de la demostracid.
A més del Teorema 7.1.3, I'eina més important que es fa servir és
la corba modular X7 introduida a la Seccié 7.3. Aquesta corba té
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génere 3 i no és hiperelliptica. Per tant, admet un model quartic a P2
donat de forma canonica per les diferencials regulars. Concretament,
a [Elk 98] es mostra que un model projectiu pla per a X7 sobre Q ve
donat per la quartica de Klein X3Y +Y3Z + X3Z = 0.

Donat un primer p, considerem la reducci6 7 : X7,z — X7/p,.
A [Ma 01] es demostra el resultat que reproduim a continuacié; la
seva aplicacié en aquelles places on la corba twistada X,(7) admet
la quartica de Klein com a model local és fonamental per a la de-
mostracié del Teorema 7.4.1.
7.4.3 Lema. FEuwisteiz un subconjunt finit S de X7 g, (Fp) tal que, si
una tripleta (E/@p,P, C) representa un punt de X7z, (@p) \ 771(9),
aleshores la corba el -liptica E té bona reduccio ordinaria.

A les places sobre 7 on la corba X,(7) no és (localment) isomorfa
a X7, no es pot aplicar el Lema 7.4.3. Se’n proposa llavors a [Ma 01]
la segiient versid, corresponent al cas de reduccié potencialment mul-
tiplicativa.

7.4.4 Lema. Sigui K una extensio finita de Q7 i considerem una
representacio p': Gx — GLo(F7) tal que

! Y? *
(V0
Fixem per a Xp/(7)/K un model quartic a P2 Aleshores, existeiz una
recta Lk a P? que talla X, (7) en quatre punts diferents, definits so-
bre una extensid galoisiana finita K' de K amb index de ramificacid

senar, cadascun dels quals correspon a una certa corba el-liptica so-
bre K' amb reduccié potencialment multiplicativa.

La prova de la modularitat de p passa per una bona realitzaci
el-liptica de la restriccié de p al grup de Galois absolut d’un cert cos
de nombres F' totalment real i resoluble. Com a primera aproximacié
a aquest cos de nombres, es comenca prenent

—ker (%, ! de _
F/ — Q (X7 tp)(<7+€7 1)
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i definint p’ com la restriccié de p al grup de Galois abolut de F".
Donat que el determinant de p’ és ciclotomic, podem considerar la
corba twistada X,/(7) i un model quartic X, a P2 per a aquesta
corba.

Fent servir llavors els Lemes 7.4.3 i 7.4.4, aixi com les condicions
del Teorema 7.4.1 imposades a la representaci6 p, per a tot primer ¢
de F’ sobre 3 o 7 s’obté I'existéncia de

e una extensié galoisiana finita K del completat Fé amb index
de ramificaci6 senar,

e una recta Lg a P2 definida sobre K q

tals que els quatre punts d’interseccié de Lq amb Xk~ corresponen
a corbes elliptiques E), amb bona reduccié ordinaria o reduccié
potencialment multiplicativa i amb 7-torsié simplecticament isomorfa
al G,-modul subjacent a p. Quant a les places a I'infinit, existeix
també una recta (explicita) Lo a P?, tal que la seva interseccié amb
la quartica X g consta de quatre punts reals diferents.

Tenint en compte que 'espai de rectes de P? és una varietat
racional, es fa servir llavors un argument de tipus local-global, i també
d’irreductibilitat de Hilbert, per concloure I'existéncia d’una extensio
totalment real i resoluble ' de F’ i d’una recta L JF & P? que aproxi-
ma les rectes locals Ly /Ky 1 Loo/r en el sentit que la intersecci6 de L
amb X,r déna lloc a quatre corbes elliptiques definides sobre F|
cadascuna de les quals satisfa les propietats de la segiient proposicio.

7.4.5 Proposicié. Sigui p com al Teorema 7.4.1. Aleshores, existeix
una corba el-liptica E definida sobre un cos de nombres F totalment
real i resoluble que satisfa les segiients propietats:

(1) La representacio pp,3: Gp — GL2(F3) és exhaustiva.

(2) La corba elliptica E té bona reduccié ordindaria en tot primer
de F sobre 3.

(3) Per a tot primer q de F' sobre 3,

o (Yo X
pE,3|Dq <0 5q>’
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amb 74 # dg-

(4) La representacio pg 7 €s conjugada a p|q,,-

(5) Si p|1; descompon en suma directa de dos caracters, aleshores E
té bona reduccio ordinaria en tot primer de F sobre 7.

St pj1, mo descompon, aleshores E té reduccid potencialment
multiplicativa en tot primer de F' sobre 7.

(6) Per a tot primer p de F sobre 7,
Ve *)
PE,7 ~ < |
e (0 Sp

Finalment, la part (B) de la demostracié del Teorema 7.4.1 es
dedueix de la Proposicié 7.4.5 de la segiient forma, que esquematitzem
al final d’aquest paragraf fent servir un diagrama extret de [Ell 02].
Sigui

amb 7, # Sp.

(;5 . G@ — GLQ(Z?)

un aixecament 7-adic de p @ la Ramakrishna, i siguin F' i E el cos
de nombres i la corba el-liptica donats per la proposicié. El Teo-
rema 7.2.1 déna l'existencia d’un aixecament 3-adic modular

gb/: GF — GLQ(Zg)

de la representacié pg, 3. Per provar que ¢, és modular, s’aplica el
Teorema 7.1.3 dues vegades. Primer, a les representacions ¢’ i ¢g, 3
fent servir les propietats (1), (2) i (3) de la proposicié. Després, a les
representacions ¢, 7 i @|g, fent servir les propietats (4), (5) i (6) de
la proposici6é. La modularitat de ¢ 7 es dedueix de la de ¢, 3 per
compatibilitat de les representacions p-adiques associades als moduls
de Tate d’una corba el-liptica.

¢/ ¢E,3' ........ >¢E,7 d’\GF
. E

4 .

718 713 .- )
7.2.1 - o

PE,3 PE,T ™ PG
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7.5 La conjectura de Serre a GLy(Fy)

El resultat principal de [Ell 02] és el segiient:

7.5.1 Teorema. Sigui p: Go — GL2(Fy) una representacio senar
1 amb imatge no-resoluble que satisfa les segiients condicions:

* JE— . . .
® Pp; ™~ (g 6)’ amb Y, =Xz @ 01, trivial,
e o(I5) té ordre senar i determinant trivial.

Aleshores, p és modular.

La demostracié d’aquest teorema es divideix també en les mateixes
parts (A), (B) i (C) que el Teorema 7.4.1, essent de nou la part (B)
I’essencial de les tres. Aquesta vegada, en lloc d’una realitzacio
el-liptica, i donat que GLy(Fy) és isomorf a GL4(F3), el que es busca
és realitzar (alguna restriccié convenient de) la representacié p fent
servir l'accié galoisiana sobre la 3-torsié d’una superficie abeliana.
Les superficies abelianes que es fan servir amb aquest proposit tenen
multiplicacio real (RM), la qual cosa permet obtenir de forma natural
representacions de Galois 2-dimensionals associades als seus moduls
de Tate.

De forma més general, es diu que una varietat abeliana A definida
sobre un cos de nombres F' té RM (sobre F') per un ordre O d’un cos
de nombres K totalment real de grau dim(A) si existeix una immersié
de O en l'anell d’endomorfismes de A definits sobre F. Per a una tal
varietat abeliana, la construccio de la representacié p-adica

dpap: Gr — GLa(Z,)

associada al modul de Tate T,A i a la immersié Q— @p, aixi com
la de la seva reducci6 modul p pap, és completament analoga a
la del cas d’una varietat abeliana modular sobre Q (cf. Secci6 7.1).
A [Ell 02] es demostra que, si A és principalment polaritzada i té bona
reduccié ordinaria o reduccié multiplicativa en un primer p de F' so-
bre p amb index de ramificacié senar, llavors la representacié ¢4 p
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satisfa la segiient propietat, que forma part de les hipotesis del Teo-
rema 7.1.3:

Yo * < _

El segiient resultat és I’analeg a la Proposicié 7.4.5 per al cas que
estem considerant en aquesta seccié. Notem que, si F' és un cos de
nombres com a l’enunciat, llavors la restriccié p’ = PGy té determi-
nant ciclotomic. La superficie abeliana A es troba a [Ell 02] mostrant
I’existencia de punts F-racionals adients en la superficie modular de
Hilbert twistada X,/ (3, Z[(1 4+ v/5 )/2]), els punts no-cuspidals de la
qual parametritzen les classes d’isomorfisme de superficies abelianes
principalment polaritzades amb RM per 'ordre Z[(1++/5 )/2] i amb
un isomorfisme simpléctic de la seva 3-torsi6 al F3[G p|-espai vectorial
subjacent a p’. D’altra banda, aixi com a la Seccié 7.4 es fan servir
twists de la corba modular X (7), la corba el-liptica E' de ’enunciat
de la proposicié es troba en aquest cas fent servir la corba modular
twistada X, _(5).

7.5.2 Proposicié. Sigui p com al Teorema 7.5.1. Aleshores, exis-
teizen un cos de nombres F totalment real i resoluble, una corba
el-liptica E definida sobre F' i una superficie abeliana A p princi-

palment polaritzada amb RM sobre F per Z[(1++/5)/2] que satisfan
les segiients propietats:

(1) La representacio pg, 3 €s irreductible.

(2) La corba elliptica E té reduccio multiplicativa en tot primer
de F sobre 3 0 5.

(3) Per a tot primer q de F sobre 3,

_ (xs O
PE,3‘Iq <O 1>

(4) Tot primer de F' sobre 3 0 5 té index de ramificacio senar.

(5) La representacio pg,s €s exhaustiva i conjugada a p , VB
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(6) La superficie abeliana A té bona reduccié ordinaria o reduccié
multiplicativa en tot primer de F' sobre 3 o 5.

(7) La representacio pa s €s conjugada a pg, -

Vegem com obtenir el Teorema 7.5.1 a partir de la Proposicié 7.5.2.
Sigui
¢ . GQ — GL2 (W(Fg))

un aixecament 3-adic de p com al Teorema 7.1.1, i siguin F, i A el
cos de nombres, la corba el-liptica i la superficie abeliana donats per
la proposici6. La modularitat de ¢|g,. es dedueix de la segiient forma,
que esquematitzem amb un diagrama analeg al de la Seccié 7.4. El
Teorema 7.2.1 déna existeéncia d’'un aixecament 3-adic modular ¢’ de
la representacié pg, 3. Apliquem llavors el Teorema 7.1.3 tres vegades.
Primer, a les representacions ¢’ 1 ¢ 3 fent servir les propietats (1),
(2) i (3) de la proposicié. Després, a les representacions ¢g 5 i ¢ ANE
fent servir les propietats (4), (5) i (6) de la proposicié. Finalment, a
les representacions ¢4, 3 i @), fent servir les propietats (6) i (7) de la
proposicié. De nou, la modularitat de ¢ 5 ila de ¢4 3 s’obtenen per
compatibilitat de les representacions p-adiques associades als moduls
de Tate.

& b3 > dps bas

713 713
721" .

PE,3 PE,5 = PALE

¢A,\/5> ¢A,3 qb\GF

7.1.3

PA,3 = P|IGr
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Tanquem el capitol amb una aplicacié d’aquesta seccié a la con-
jectura generalitzada de Shimura-Taniyama inclosa a [Ell 02]. Aix{
com el Teorema 7.2.1 és d’on prové en tltima instancia la modularitat
en la prova d’aquesta conjectura per a corbes el-liptiques sobre Q, el
Teorema 7.5.1 permet demostrar el segiient resultat.

7.5.3 Corollari. Tota superficie abeliana amb RM sobre Q i amb
bona reduccio ordinaria o reduccio multiplicativa en 3 © 5 és modular.
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Capitol 8

La conjectura d’Artin en
el cas 1cosaedric

JORDI QUER

Aquest capitol conté les transparéncies presentades a la xerrada del
seminari.
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Conjectura d’Artin icosaedral

STNB 2004



Conjectura d’Artin

Siguin F" un cos de nombres i
p: Gp — GL,(C)
una representacié continua (imatge finita). La conjectura d’Artin diu que
L(p, s) és entera

(excepte si p conté la representacié trivial, que té un pol a s = 1).

La conjectura forta (p irreductible) diu que p és automorfa: existeix una
representacié automorfa cuspidal © de GL,,(Ar) tal que

L(p,s) = L(m, s)



Resultats coneguts

Si n =1 la conjectura forta és consequencia de la Teoria de Cossos de Classes.

Si p és induida d'una representacié 1-dimensional py, de G amb L/F finita,
e La conjectura d'Artin és certa (L(p,s) = L(pr,s)),
e La conjectura forta és certa sempre que L/F és resoluble (canvi de base ciclic).

Si n = 2 les representacions irreductibles es classifiquen en tipus segons que
PI’Oj p(GF> ~ Dgn, A4, 54, A5

i la conjectura forta esta provada per tipus diedral (induida de L/F quadratica), i
per tipus tetraedral (Langlands) i tipus octaedral (Langlands-Tunnell), fent servir
que p(Gg) és un grup resoluble.

El tipus icosaedral equival a p(GF) no resoluble.



Conjectura d’Artin icosaedral (forta, sobre QQ, senar)

Sigui p: Gg — GL3(C) una representacié icosaedral senar, o sigui, amb
Projp(Gg) ~ As i detp(c) = —1.
Aleshores existeix una forma f € S7V(I'y(INV)) tal que L(p,s) = L(f,s).

e Depén només de I'extensiéo K/Q fixa pel nucli de Proj p, amb Gal(K/Q) ~ As.

new

e El teorema de Deligne-Serre associa a cada f € ST°V(I'1(/V)) una representacié
pramb L(ps,s) = L(f,s). Per tant la conjectura d'Artin és el reciproc.

e El teorema de Weil redueix la conjectura d’Artin forta a la prolongacié analitica.



Resultats: exemples particulars via computacié numerica

Buhler (1978) Un exemple, amb conductor N = 800,

Frey et al. (1994) Set exemples, de conductors

2083,

22 . 487,

22 . 751,

22 . 887,

22.919, 2°.73,

2°.193,

Jehanne-Miiller (2000) Un exemple, amb conductor N = 5203 = 112 - 43.

Buzzard-Stein (2002) Vuit exemples, de conductors

2°.43,

24.151,

24.199.

22.7.127,

22.3-313,

22.13-79,

20.67,

33.199,



Metode de Buhler (LNM 654) i Frey et al. (LNM 1585)

1) Es calcula dim STV (I'1(V)) via
fr(f 2E,, f-05): S1(N,e) — Sao(N,ex—p) X S5(N,¢)

on E, € M1(N,x_p) i 65 € My(N,1) amb imatge formada pels parells (f1, f2) de
So(N,ex_p) X S5(N,¢) tals que f1-605 = fo-2E, € Sg(N,ex_p).

2) Es calcula el nombre d(N) de p: Gp — GL3(C) (continues, irreductibles i
senars) de conductor N, = N. Per fer-ho cal determinar els conductors de tots
els aixecaments lineals d'una projectiva (Kiming) i calcular totes les extensions (no
reals) de Q amb grup de Galois Ds,,, A4, S4, A5 no ramificades fora dels p | V.

3) Es comprova que
dim STV (I'1(N)) = d(N)



Metode de Jehanne-Miiller (JNT Bordeaux 2000)

Es calcula L(p, s) i es considera la transformada de Mellin f = > a,q".

Es troben formes 6 € Si(IN,x) (diedral: partir de funcions theta de formes
quadratiques) i g1, g2 € S2(N, x?) (simbols modulars) tals que

0f =gy (mod q1+¢(N)/3)’ 2 _ go  (mod q1+w(N)/3)

La identitat 62g, = g7 (mod ¢¥N)/3) a S,(N,x?*) assegura la igualtat com a
formes. Aleshores g = g1/6 és holomorfa cuspidal ja que (g1/0)? = go ho és. Per
tant,

g € S1(T'1(N))

Es comprova que p, és icosaedral (simplement mirant els coeficients) i que K és el
cos fix de Proj p, (a partir d’una llista d'extensions icosaedrals). Per tant p és un
twist de la representacié p, de Deligne-Serre.



Resultats: condicions locals

e Buzzard-Dickinson-Shepherd—Barron-Taylor (2001) Condicions en 2 i 5:

1. Projp és no ramificada en 2 i Proj p(Frobs) té ordre 3, i
2. Proj p és no ramificada en 5

e Taylor (2003) Condicions en 3 i 5:

1. Projp(I3) té ordre senar, i
2. Proj p(Ds) té ordre 2 i 'hnomomorfisme Qf — {+£1} envia 5a —1

e Goins (20047) Familia infinita salvatgement ramificada en 5 dels K

cos de descomposicié de  f(X) = X°+BX+C amb 75C%/\/D; € Q*NZE*

Tots tres resultats s'apliquen a infinites extensions icosaedrals K/Q.



Metode de demostracio d’aquests resultats

Es fixa un primer £ i es considera un isomorfisme C ~ Q,. Llevat d'equivaléncia
la representacié p: Gg — GL2(Q,) pren valors a I'anell d'enters O d'una extensié
finita de Qy, amb ideal maximal A i es té una reduccid

ﬁ: GQ—>GL2(I€), ]{:O/)\’:Fgu

Aleshores:

1) Es demostren resultats d’aixecament que asseguren que p modular = p modular
(de pes 1). Les formes de pes 1 s'obtenen especialitzant formes A-adiques de Hida.

2) Es demostra la modularitat de la representacié residual p. El métode és
sempre el mateix: contagi de la modularitat a través de la familia compatible
de representacions f-adiques associades a punts de torsid de varietats abelianes
modulars.



Resultats d’aixecament de representacions residuals modulars
a representacions d’Artin modulars (de pes 1)

Siguin £ un primer, O I'anell d'enters d'una extensié finita de Q, amb ideal maximal
A, i p: Gg — GL2(O) una representacié continua. Les condicions seglents es
demanen sempre:

1) p és no ramificada fora d’'un conjunt finit de primers,

2) Dla,, s Gar — GLa(O/ ) és absolutament irreductible, on M = Q(v/£*) si £ # 2
i M = Qi) si £ =2,

3) p és modular.

afegint certes condicions locals (que sempre inclouen p(I;) finit) aleshores s’assegura
que p és modular de pes 1, o sigui, que L(p,s) ~ L(f,s) per una forma
f e SPV(I'1(N)). En particular, aixdo prova que p té imatge finita (conjectura de
Fontaine-Mazur).



Representacions no ramificades amb 7 > 5

Teorema (Buzzard-Taylor, Companion forms and weight one forms, Ann. of Math.,
1999) Per primers £ > 5 amb condicié en /¢

4) p és no ramificada en £ i p(Froby) té valors propis diferents modul A.
Extensio al cas / = 2

Teorema (Buzzard-Dickinson-Shepherd—Barron-Taylor, On icosahedral Artin repre-
sentations, Duke Math. J., 2001) Pel primer ¢ = 2 amb condicions

4) p(Go) ~ SLa(Fs) (= As),
5) plc) # 1,
6) o és no ramificada en 5,

7) p és no ramificada en 2 i p(Frobs) té valors propis diferents modul A,



Generalitzacio a representacions moderadament ramificades en /

Teorema (Buzzard, Analytic continuation of overconvergent eigenforms, J. Amer.
Math. Soc., 2003) Tots els primers amb

4) plp, ~ a® B amb «a(1y), (1) caracters d’ordre finit amb o # 3 (mod \).
i, si £ =2, suposi's a més que p(c) # 1, que Projp no és un grup diedral i que
5) p és doblement modular provinent de f, i de fg4

Generalitzacio a representacions salvatgement ramificades en /

Teorema (Goins, On the modularity of wildly ramified galois representations,
preprint) Per ¢ # 2. Si

4) p és salvatgement ramificada en /,

5) p(Dy) és finit i Proj p(Dy) és ciclic d'ordre potencia de /.



Idea de la demostracio

Formes modulars de Hida. A = O[[X]], or: A — O, pi(A(X)) = A((1+£)F —1),

F=>) A(X)q" talque @p(F)=> op(An(X))q" € Sp(F1(N))

per gairebé tot £ > 1. Les especialitzacions de formes de Hida sén formes modulars
/-adiques “overconvergents” i s'interprenten en termes de geometria rigida sobre la
corba modular X7 (V).

1) Utilitzant (i generalitzant) resultats de Gross es construeixen dues formes
modulars f, fﬁ € So(I'1(N£);O/X) amb ¢ 1 N corresponents a p amb U,f,

af,, Ugfﬁ = ﬁfﬁ, on «, 3 sén els dos valors propis de p(Froby).

2) Utilitzant i generalitzant Wiles i Diamond s'aixequen a formes A-adiques de Hida
Fy, Fj3: I'anell de deformacié universal és isomorf a una algebra de Hecke A-adica.



3) Especialitzant F,,F3 en pes k = 1 s'obtenen formes modulars ¢-adiques
overconvergents no classiques f,, f3 € /\/ll_p/(p+1)(N) tals que

Tpfo = Tr p(Froby) fo, Tpfs = Trp(Frob,)fs si p1 N{
(p) fo = det p(Frob,) fo, (p)fs = det p(Frob,)fs Upfo =U,fs=0sip| N,
Uﬁfoz — O‘fow Uﬁfﬁ — ﬁfﬁ

4) Aquestes formes s'enganxen per obtenir una forma de pes 1 classica

f = (fa—Bfp)/(a = B) € STV (T1(N); 0)

(en el cas de Goins és lleugerament diferent, i una mica més facil: les formes que
surten ja sdn classiques elles mateixes).



Exemples de Buzzard-Stein (Pacific J. Math, 2003)

Donada una representacié icosaedral senar p: Gg — GL2(C) amb K/Q cos fix de
Proj p, es calculen uns quants Tr p(Frob,) i

1) Es busca una forma f = a,q" € S5(N,,c,) a coeficients a F5 tal que a,
coincideixi amb Tr p(Frob,) per uns quants primers,

2) Es torca f i s'obté g amb coeficients a 5, per simplificar calculs,
3) Es demostra que pg és no ramificada en 5,
4) Es demostra que Proj p,(Gg) ~ As,

5) Es demostra que el cos fix de Proj p, ha de ser K usant una llista d’extensions
icosaedrals de discriminant petit, per tant p té una reduccié modul 5 que és
modular,

6) S'aplica Buzzard-Taylor obtenint-se la modularitat de p.



Demostracions de modularitat modul ¢/ per contagi

Donada p: Gg — GLo([F))

1) Es busca una varietat abeliana A/Q de tipus GLy amb Endg(A4) ~ R anell
d'enters d'un cos de nombres de grau dim A tal que

P~ DAy corresponent a All]

per un primer [ de R de caracteristica /.

2) Per a cada primer p, de caracteristica p, I'accié de G sobre A[p™] proporciona
representacions

pay: Go — GL2(Q,), Pay: Go — GLa(Fp).



3) Hi ha un primer pq tal que es sap demostrar que PAp, € modular (per exemple,
amb imatge diedral, A4 0 S4) i tal que

4) amb tecniques de deformacié (Wiles, Taylor-Wiles, Diamond, etc.) es pot
demostrar la modularitat de p4 p,.

5) Aleshores totes les p4 , sén modulars (sistema compatible) i, per tant, ho sén

pai: Go — GLa(Qy), pai Go — G Lo(Fy).

Per tant, la varietat A ha de tenir un comportament local prefixat en dos primers:

e en p =/ la representacié p correspon a |'accié sobre A[/],

e en p = po I'accié galoisiana sobre A[pg| ha de ser tal que les técniques conegudes
permeten demostrar que és modular i que la deformacié corresponent a |'accié
sobre el modul de Tate 7;,, A també ho és.



Teorema de Buzzard-Dickinson-Shepherd—Barron-Taylor

Teorema (On icosahedral Artin representations, Duke Math. J. 2001).

Sigui K/Q una extensié amb Gal(K/Q) ~ A5 que no és totalment real, tal que
1) 2 no ramifica a K i Froby € Gal(K/Q) té ordre 3, i

2) 5 no ramifica a K.

Aleshores tota representacié p: Gg — GL2(C) tal que Projp té cos fix K és
modular.

Metode: demostrar la modularitat de la reduccido p modul 2 i aplicar la generalitzacié
a ¢ = 2, feta al mateix article a partir de resultats de Dickinson, del teorema de
Buzzard-Taylor.



Llevat d'equivaléencia i de twist hi ha una representacié p: Gg — GL2(O) amb O
I'anell d'enters d'una extensié finita de Q2 amb ideal maximal X\ tal que det p té
ordre potencia de 2, p és no ramificada en 2 i 5 i p(Frobs) té ordre 3.

Aleshores la seva reduccié p: Gg — GLa(F2) satisfa

1) p té imatge SLy(IFy4) =~ As,

2) ple) # 1,

3) p és no ramificada en 5, i

4) p és no ramificada en 2 i p(Frobsy) té valors propis diferents «, 5 modul .
| aquestes condicions, més la modularitat de p en el sentit seguent,

5) Existeix f € So(I'1(N);Fy) tal que Tr p(Frob,) = a, per pt 2N, Tr p(Frob,) =
0 per p | N i Trp(Frob,) = o per p = 2.

sén les de la generalitzacié de Buzzard-Taylor per assegurar la modularitat de p.



Modularitat de representacions modul 2

Proposicié. Sigui p: GL2(Q) — SLy(IF4) no ramificada en 2 tal que p(Frobsy) té
valors propis diferents o, 3 € F;. Aleshores existeix una superficie abeliana A/Q
de tipus GLy amb multiplicacié per I'anell d’enters de Q(+/5) tal que

1) la representacid p és la corresponent a I'accié de Gg en A[2] ~ FFY,
2) I'accié de G en A[v/5] ~ F2 dona lloc a un epimorfisme Gg — GLy(F5).

La conjectura Serre per representacions modul 5 amb determinant ciclotomic
garanteix la modularitat per p, .

Aplicant els resultats de Wiles s'obté la modularitat de p, 5. Per contagi p4 2 és
modular i per tant p4 5 > p tambe.

La varietat A es construeix demostrant que la superficie de moduli corresponent té
un punt.



Teorema de Taylor

Teorema (On icosahedral Artin representations /I, Amer. J. Math. 2003).

Si p: Gg — GL2(C) és icosaedral senar tal que

1) Proj p(I3) és d'ordre senar, i

2) Proj p(Ds) és d'ordre 2 i I'aplicacié corresponent Qf — {41} envia 5 a —1
aleshores p és modular.

Prova: llevat conjugacié es pot considerar p: Gg — GL2(O) amb O anell d’enters
d’'una extensié finita de Q5. Gracies al teorema de Buzzard (o de Buzzard-Taylor
si s'aplica) n'hi ha prou a demostrar que la reduccié modul 5 és modular. O sigui,
que



Si p: Gg — GL3(F5) és icosaedral senar tal que

1) Projp(I3) és d'ordre senar, i

2) Projp(Ds) és d'ordre 2 i I'aplicacié corresponent Qf — {+1} envia 5a —1
aleshores p és modular (Observacié: det p no pot ser el caracter ciclotomic).

Lema En les condicions anteriors existeixen F'/Q resoluble totalment real i E/F
corba elliptica tal que

1) Q(v/5) C F i /5 descompon completament a F,

2) pp5: Gr — GL2(F5) és equivalent a un twist de p|g,,

3) Pr3: Gr — GL2(F3) és exhaustiva,

4) E té bona reduccié ordinaria en 3 i bona reduccié ordinaria potencial en 5,

5) Per a tot primer p | 3 €s pp 3|p, ~ X1, ® X2, aMb X1, 7 X2,p.



PROVA: La obstruccié a la existéncia d'un lifting de PI‘OJﬁ|GQ(\/g)I GQ(\/E) —

As ~ PSLy(F5) amb determinant el caracter ciclotomic de Q(+/5) és un element
de

2
H* (G5 {£1})

que té components trivials a 3,v/5 i les places Arquimedianes, per tant hi ha una

extensié biquadratica totalment real F3/Q tal que

1) Q(v/5) C Fy i tan 3 com v/5 descomponen a F},

2) Existeix una representacié p: G, — GL2(F5) amb determinant ciclotomic tal
que Proj p = Projp|r,.

Sigui F»/F; totalment real on /5 descompon completament tal que p és trivial a
tots els grups de descomposicié dels primers de caracteristica 3, i tal que els indexos
de ramificacié de cada primer per damunt de 3 sén senars. Sigui F' la clausura
galoisiana de F5.

Aleshores el twist X;/F de la corba modular X5 té un punt a £ amb tal que la
3-torsié de la corba elliptica corresponent genera una extensié de grau 24.



PROVA del Teorema de Taylor. Siguin F'i £ com al lema.

1) Automorfa modul 3. Com que pg 3 és octaedral, pel teorema de Langlands-
Tunnell existeix "' de GLy(Ap) i una plaga p del seu cos de coeficients tal
que

PEs ™ Doy

2) Aixecament a automorfa 3-adica. Aplicant els teoremes d'aixecament de Skinner-
Wiles a la representacid pg 3 existeix 7" de GLy(Ar) amb cos de coeficients Q tal
que

PE,3 = Pr" 3

3) Contagi a automorfa ¢-adica. Aleshores per a tot primer racional ¢, en particular
per £ =5, és
PE.L ™ Pr!l g



4) Reduccié modul 5. Torcant 7 (per passar de p 5 a p) s'obté 7' de GLo(Ap) i
una placa )\’ del seu cos de coeficients, de caracteristica residual 5 tal que

P~ ﬁﬂ",)\’

5) Deformacié de Ramakrishna. Existeix una representacié continua p’': Gg —
GL2(Q%) tal que

o p|p, ~ (XB% ;2) amb Y1, x2 caracters d'ordre finit moderadament ramifi-



6) Aixecament a automorfa 5-adica. Aplicant els teoremes d'aixecament de
Skinner-Wiles existeix m de GLo(Ag) i un plaga A del seu cos de coeficients tal que

p,lGF ~ P,

7) Canvi de base. Aplicant canvi de base ciclic a una cadena F' = F; D F5, D F3 D
.-+ D F, = Q s'obtenen 7; de GLy(AF,) tals que

/
P |GF1- ~ Pmi

El cas ¢ = n assegura que p’ és automorfa i, per tant, o’ ~ o és modular.



Teorema de Goins

Teorema. Sigui K/Q el cos de descomposicié d'un polinomi f(X) = X°+BX+C
tal que Gal(K/Q) ~ As i

75C*/\/Dy € Q" NZE*

Aleshores tota representacié p: Ggp — GL2(C) que tingui K com a cos fix de
Proj p és modular.

PROVA: es construeix una Q-corba quadratica ¥ de grau 2 sobre Q(\/g) amb

PE B =P
que és modular (Ellenberg-Skinner, per contagi de 5, 3).

Es comprova que la representacié p satisfa les condicions del teorema de Goins
sobre aixecament de representacions icosaedrals senars.



Proposicid. Per a cada t € Q* es consideren

3+ /5
2t/5

9 — 5t2 4(9 — 5t2)
X
{2 + 5t2

C]t(X):X5+ Et:Y2:X3—|—2X2—|—

i sigui K/Q el cos de descomposicié de g;(X). Aleshores:

1) Gal(K/Q) C As, amb igualtat si t € Q*?,

2) si t € Z£* aleshores Dy = I5 = I¥ ~ Cs,

3) E; és una Q-corba de grau 2 amb isogenia definida sobre Q(\/g, v —=2),

4) per a tota quintica X° + AX + B amb t = 75C?/+/Disc, en particular ¢;(X),
el seu cos de descomposicié és el cos Q({P + 2P}) per P € E;|5].

Teorema (Ellenberg-Skinner). Les QQ-corbes F; sén modulars.
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