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8.6 Notas



Introduccion.

Estas notas contienen las conferencias sobre métodos de Criba pre-
sentadas en la decimonovena edicién del Seminari de Teoria de Nom-
bres (UB-UAB-UPC), celebrado del 24 al 27 de Enero de 2005 en
Barcelona, en la Facultat de Nautica de la Universitat Politecnica de
Catalunya.

El programa general fue elaborado por Jordi Guardia i Jorge
Jiménez y las sesiones se llevaron a cabo por diferentes personas del
seminario, gracias a las cuales tenemos las notas que presentamos
aqui.

Resumen de Contenidos.

Un problema de criba consiste en localizar niimeros primos dentro
de un conjunto de enteros, finito y fijo, con ciertas propiedades ar-
itméticas muy simples. Por ejemplo, si nuestro conjunto A consiste en
los enteros positivos hasta un determinado X, usaremos los métodos
de criba para establecer una férmula, lo mas precisa posible, para la
cantidad de nimeros primos hasta X. Tal férmula debe cumplir dos
objetivos, por un lado demostrar que existen niimeros primos dentro
del conjunto, y por otro determinar cuantos, y entender cémo varia
esta cantidad a medida que hacemos X tender a infinito. Escogien-
do conjuntos A més generales se pueden tratar problemas como la
conjetura de Goldbach, la existencia de infinitos primos gemelos, la
cantidad de primos de la forma n?+1 y en general la representacién de
primos mediante polinomios, la existencia de primos en intervalos de
pequena longitud o en progresiones aritméticas, etc. En resumen, los
métodos de criba permiten analizar cualquier conjunto de naturaleza
aritmética relacionado con el estudio de los ntimeros primos.
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La idea es sencilla: utilizar las propiedades aritméticas basicas
del conjunto para cribar de éste aquellos elementos que son multiplos
de primos pequenos, digamos menores que z. Los elementos del con-
junto que superan tal criba no pueden tener muchos factores primos,
(idealmente uno), por motivos obvios de tamano, en nuestro ejemplo
relacionado con las cantidades z y X. Dependiendo de la aritmética
del conjunto A se ha de escoger la estructura del conjunto criba P,
formado por primos pequenios, (y determinado por la cantidad z).
Dado el conjunto P, el proceso de criba es inicialmente trivial, ya
que se sustenta en el principio de inclusién exclusion, de elementos
en A con factores en P. Este principio se recoge perfectamente a
través de la definicién de la funcién aritmetica p(n) de Mobius. Los
métodos de criba consisten en aproximar en media p(n) mediante
funciones continuas. Dependiendo del proceso que relaciona una con
las otras, aritmética y andlisis, se consiguen diferentes métodos de
criba.

Este tipo de herramientas, a pesar de remontarse al método de
factorizacién de Eratéstenes, comienza a tener interés después de los
resultados de V. Brun alrededor de 1920, ([B] entre otros), o su apli-
cacion posterior en [Sc] en 1933. Sin embargo la estructura del razon-
amiento era dificil de entender y de utilizar en problemas practicos.
Maés tarde Selberg obtiene en 1947 una relacién entre aritmética y
analisis mucho mas directa y simple,lo que permitié su posterior uso
en conjuntos muy generales de forma casi continuada. Pero no es has-
ta 1970 aproximadamente en que una serie de articulos de H. Iwaniec
revolucionaria los métodos de criba encaminandolos hacia su poten-
cial actual. Concretamente, antes de la aparicién de estos resultados
el nimero de factores primos de los elementos que superaban la criba
era indeseablemente alto. Iwaniec, con sus mejoras tanto en el propio
método, como en su posterior aplicacién, consigue demostrar, para
conjuntos A de gran generalidad, la existencia de “muchos” elementos
casi primos, es decir, con como mucho dos factores primos. Es muy
importante seflalar que, segin un andlisis anterior de Selberg, este
tipo de resultados eran la cota éptima que se podia esperar utilizan-
do métodos de criba.

El seminario consiste en desarrollar, comenzando desde cero, los
métodos de criba necesarios para demostrar uno de los principales re-
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sultados de H. Iwaniec sobre casiprimos representados por polinomios
cuadraticos, en concreto en la direccién de la famosa conjetura que
asegura la existencia de infinitos primos de la forma n? 4+ 1. En la
primera charla se estableceran todos los pardametros necesarios para
entender el problema de criba de forma general. En los casos particu-
lares mas importantes veremos el valor concreto de tales parametros.
La segunda charla se centra en el método de criba de Selberg mucho
mas directo y sencillo de establecer. En sus versiones mas simples ya
es suficientemente poderoso para obtener algunas aplicaciones intere-
santes que también se mostraran en la charla. En la tercera charla
se desarrolla el método original de Brun que dio paso a lo que hoy
se conoce como criba combinatoria. A pesar de su naturaleza en-
revesada, este método se pudo generalizar con las ideas de Rosser e
Iwaniec, independientemente, que tambien se veran en esta charla. Se
concluye con algunas de sus aplicaciones para ver su funcionamiento.
En la cuarta charla se hara una descripcién explicita de las funciones
continuas que “aproximan”el principio de inclusion y exclusién, junto
con una férmula para el error que se comete. Es importante observar
que el analisis de estas funciones debe servir para determinar si efec-
tivamente existen primos en el conjunto, (la funcién serd positiva), y
c6mo crecen cuando el conjunto se hace infinito. En la quinta char-
la introducimos una importantisima mejora iniciada por Kuhn, [K],
y que ahora se engloba en las que se conocen como cribas pesadas.
Este método permitié demostrar a Chen [Ch] un forma débil de la
conjetura de Goldbach usando casiprimos en vez de restringirse al
conjunto de los niimeros primos. Este serd el contenido de la sexta
charla. En la séptima charla, de contenido puramente técnico, se in-
troducen las mejoras que el mismo Iwaniec obtuvo en relacién con el
término de error que se comente al aproximar por funciones continuas
mediante el método de criba de Rosser-Iwaniec. La octava y tdltima
charla se dedica a presentar el articulo original de Iwaniec, [I5]. Para
ello, después de las mejoras en el término de error el articulo utiliza la
mejor criba pesada conocida hasta el momento, asi como un analisis
concreto del conjunto n? + 1 correspondiente al problema.

Se hace necesaria una explicacion al hecho de que todos los proble-
mas mencionados hablan de demostrar la existencia de primos en de-
terminados conjuntos y, sin embargo, hemos comentado que el limite
de los métodos de criba esta en localizar elementos casiprimos. De
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forma relativamente reciente el mismo Iwaniec, en colaboracién con J.
Friedlander en [F-I1], han desarrollado un poderoso método de criba
que supera las dificultades senialadas por Selberg y consiguen aplicar-
lo de manera exitosa a uno de los problemas mas dificiles dentro de
la teoria de niimeros primos como es la existencia de infinitos primos
en conjuntos de pequena densidad. En el caso de [F-12] tratan los
primos representados mediante z? +4*. En nuestra opinién, las ideas
necesarias para presentar estos dos articulos, comenzando desde cero,
superan el tiempo asignado al seminario. Sin embargo, el seminario
nos puede dejar a cada uno de los participantes en una posicién bas-
tante ventajosa para un posterior analisis de estos métodos punteros.

Jorge Jiménez

Barcelona, 13 de Mayo de 2005.



Capitol 1

Formulacién del problema
y Criba de
Eratostenes-Legendre.

JosEp GONZALEZ

Tanto la charla en el seminario, como las transparencias recogidas
al final del capitulo fueron realizadas por J. Gonzalez. El texto sélo
intenta reconstruir dicha charla. Cualquier error o ambiguedad es
responsabilidad tnica del transcriptor, J. Jiménez.

1.1 La funcién 7(z).

Cualquier proceso de criba, en el contexto de la Aritmética, esta
disenado para atacar el siguiente problema.

1.1.1 Problema. Dado un conjunto finito A de enteros positivos,
estimar la cantidad de nimeros primos que contiene.

Existen dos preguntas por excelencia que han llevado a los métodos
de criba a desarrollarse hasta los niveles que se encuentran en la ac-
tualidad. Estos son
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Conjetura de Goldbach, (G). Todo entero positivo par se puede
escribir como suma de dos primos.

Primos Gemelos, (PG). Existen infinitos p primos tal que p + 2
es también un nimero primo.

La relacion de estos problemas con el Problema 1.1.1 estara clara
mas adelante. A ellos se dedican los primeros articulos de Vigo Brun,
maximo percusor del desarrollo de los métodos de criba en la epoca
actual. A pesar de ello no es en estos trabajos donde aparece por
primera vez algin proceso reconocible como método de criba, sino
que es mucho tiempo atras. Tipicamente el primer método de criba se
atribuye a Eratdstenes de Cirene y ha llegado a nuestros dias gracias
a la “Introduccion a la Aritmética” de Nicomedes escrito alrededor del
siglo IIT a.c. En este caso el conjunto a tratar es el de todos los enteros
positivos hasta uno dado N. Curiosamente no estd claro que dicho
método en su origen pretendiese tanto cuantificar los niimeros primos
hasta N, como dar una tabla de los factores primos por los que eran
divisibles cada positivo menor que N. En este sentido Eratéstenes
present6 una tabla de niimeros como la siguiente

1 2 3 4 5 6
T8 9 ¥ 11
13 # 5 6 17 B
19 26 2% 22 23 24
25 26 27 28 29 39
31 32 33 8¢ 35 36

tachando cada nimero tantas veces como divisores primos tenia. Para
transformar la tabla anterior en un método para contar primos, es
necesario todavia observar que cualquier positivo menor que N sin
divisores primos menores que v/ N debe ser primo. Dicho de otra
forma si P(vV/N) = [I,<y~p, entonces n € [V/N, N] es primo si y
sélo si (n, P(V/N)) = 1. Una vez tenemos este ingrediente adicional
podemos contar los primos hasta un X dado de la siguiente forma.
Sea 7(X) el nimero de primos que hay en el intervalo A = [1, X].
Entonces, por la observacién anterior, 7(X) = 7(vX) +S(4, P(VX)
donde S(A,P(vVX) es el nimero de enteros que permanecen sin
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tachar en el método de Eratdstenes. Es facil calcular S(A, P(vX)
gracias al principio de inclusién exclusion. Concretamente se puede
ver que

S(A,PWX) =[x] - ¥ [ﬂ+ 3 [X}—...,

p<vX p,a<vVX Pa

es decir, al namero total de enteros debemos quitarles los multiplos de
los primos hasta v/X y, teniendo en cuenta que los que son multiplos
de dos primos en esas condiciones se restan dos veces, deberdn ser
sumados otra y asi sucesivamente. En términos de la funcién de
Mbobius, p(n), funcién multiplicativa que vale —1 en los nimeros pri-
mos y cero en los que no son libres de cuadrados, podemos escribir el
principio de inclusién-excluisién como

1 sin=1
> p(d) = .
i 0 sin#l,

con lo que!

-5 Y ). (L1)

a€Ad|(a,P)

Normalmente a S(A, P) se le llama la funcién de criba asociada a la
pareja A, P. Cambiando el orden de sumacién obtenemos

dould) D 1= u(d)|Adl,

P a=dk,a€A d| P

donde Ay = {a € A : a = 0(mod d)}. Ahora bien |A4] = [%] =
& — {2}, y por tanto

S LE R (e

d|P p|P

con un término de error R(A, P) = O (2(")) donde v(d) cuenta el
numero de factores primos distintos de d.

'Por simplicidad, a partir de ahora, y siempre que no haya confusién, deno-
taremos P = P(z). En este caso z = v X
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Desafortunadamente la férmula anterior no es de ninguna utilidad
a la hora de acotar la funcién 7(X) ya que el término de error del
orden de 27VX) es mucho mas grande que el término principal. El
problema aparece, en primer lugar, del hecho de que se consideran
excesivos términos en R(A, P). El siguiente argumento permite dis-
minuir el nimero de sumandos de la siguiente forma. Sea P = P(z)
para algun 0 < z < z'/2. En este caso 7(X) < 7(z) + S(A, P), ya
que S(A, P) no solo cuenta nimeros primos, sino que también aque-
llos con “pocos”factores primos (pues todos sus factores primos son
mayores que z). Haciendo el mismo razonamiento anterior obtenemos

1
S(A,P)<X]] (1 - ) +0(2%). (1.2)
p
p<z
Teniendo en cuenta la férmula de Mertens

11 <1 - 1>1 ~ elogz + O(1),

p<z p
con 7 la constante de Euler, y escogiendo z = log X, obtenemos

X

X) < S(A,P)<C—7—=
ﬂ—( )_71’(2)"‘ ( ) )— logIOgX’
para alguna constante C. Es interesante observar que, en la ecuacién

P
sea primo con P.

1.2, Hp s (1 — 1) es exactamente la probabilidad de que un entero

A priori el trato que hemos dado al término de error, R(A, P),
estimado a fuerza bruta, pudiera ser que indujese cierta pérdida en la
cota final. De hecho, en principio podria ocurrir que la cancelacién
que existe en la suma hiciese este término despreciable, permitiendo
asi una eleccién de z mucho mayor, con lo que obtendriamos cotas
mucho mejores para la funcién 7(X). Este no es el caso. Efectiva-
mente supongamos que R(A, P) es despreciable, y escojamos z = X¢
para cualquier 1/2 < ¢ < 1. Entonces 7(2) < z = o(X/log X) y

1
m(X)=mn(z) + S(A,P) ~ 1—=)~e7X/clog X,
L)) e
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lo cual es imposible que sea cierto para diferentes valores de ¢ a la
vez.

1.2 El problema general de criba y el Teorema
de Eratéstenes-Legendre

El argumento anterior para obtener (1.2) es facilmente generalizable
a cualquier conjunto A tal que
d

g = X’)(d) +7r(A,d) (1.3)
para todo d y para algtina funcién multiplicativa p(-), donde (A, d) se
entiende como el error que se comete al aproximar A por un conjunto
uniformemente distribuido en progresiones aritméticas. Obsérvese
que, en este caso, tomando d = 1, se tiene |A| ~ X. En este sentido,
siguiendo los pasos utilizados para demostrar (1.2) en el caso de la
funcién 7(X) se puede demostrar el siguiente resultado

1.2.1 Teorema. (Criba de Eratostenes-Legendre) Sea z > 0 y A
como en (1.3). Entonces

S(A,P)=XV(P)+0> |r(A,d),
d|p

para algin |0] <1 donde V(P) = Hp<z (1 _ %) '

1.2.2 Ejemplo. Los siguientes son ejemplos de conjuntos que apare-
cen de forma recurrente en problemas relacionados con métodos de
criba.

1. A= (Y — X,Y]NZ. En este caso |[4q| = & + r(A,d), con un
término de error r(A4,d) = {%} - {%} =0(1).
2. Sea f(x) € Z[z] y A={f(n) : Y — X <n <Y}. Entonces
Xp(d
A=Y > 1= 2D o),

1<i<d Y—X<n<yY
f()=0(mod d) n=l(mod d)
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donde p(p) es el nimero de soluciones de f(n) = 0 (mod p).
Tomando f(n) = an+b con (a,b) = 1, entonces p(p) = 0 si pla,
p(p) = 1sip { a por lo que

- )0-3) 0

p<z pla <z

Tomando f(n) = n(n+2) es posible estudiar el problema de los
primos gemelos, y con n(N —n) la conjetura de Goldbach. Sin
embargo existe otra manera, quizd mas natural de atacar estos
dos problemas, considerando polinomios evaluados en nimeros
primos.

. Sea f(z) € Zlz] y A={f(p) : 1 <p < X}. entonces

|Aal = > oL

1<i<d 1<p<X
f()=0(mod d) p=l(mod d)

Si (m,d) > 1, entonces la iltima suma es distinta de cero si y
solo si m = ¢|d con ¢ primo, luego

|Ag| = > m(X:d, 1) + > 1.

1<i<d,(m,d)=1 qld
F()=0(mod d) f(g)=0(mod d)

Por el Teorema de Bombieri-Vinogradov sabemos que

X

Xidl)= ————

+ E(X;d,l)

con ox
Z maX(Ld):l ’E(X,d, l)’ S lOgTX
d<X1/2/10g? X

para alguna constante C', X suficientemente grande, o cualquier
nimero positivo y 0 dependiendo de a. Por tanto queda

X pld) X
Ayl = 2= P
[l log X d +O<1ogax>’
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donde p(d) = d;b((dcg) es una funcién multiplicativa con (d) =
{1<1<d: f(Il)=0(mod d), (I,d) = 1}.

Tomando f(p) = p+2 se trata (PG), mientras que f(p) = N—p
sirve para estudiar (G). Es interesante observar también que
un estudio andlogo al ejemplo anterior nos permitiria estudiar
el subconjunto de A definido como A;, = {f(p) € A : p =
[ (mod k)}.

Los métodos de criba pretenden dar herramientas que permitan
mejorar el Teorema 1.2.1 en un contexto lo mas general posible. En
este sentido es importante recordar que el principal obstaculo a la ho-
ra de obtener mejores cotas para S(A, P) se debe al enorme nimero
de términos que hay que considerar en R(A, P). La principal obser-
vacion detras de cualquier método de criba esta en el hecho de que
para dar desigualdades como en el Teorema 1.2.1 no necesitamos la
igualdad en 1.1 sino que seria suficiente con dar cotas, superiores e
inferiores, de la funcién de criba. Por otra parte, S(A, P) en reali-
dad cuenta los coprimos con P. En general puede ser conveniente no
restringirse a P = P(z), sino escoger P = Hpepp para algun con-
junto de primos P. Asi pues, supongamos que existen una pareja de
funciones AT, A~ que cumplen, para todo m|P

STA (@) < ) < S AT(), (14)

dlm dlm dlm

y tal que A*(d) = 0 para todo d > D. Entonces, tomando m = (a, P)
y sumando en a € A, se obtiene

D AT(d)|Ad] < S(A,P) < A (d)|Adl,

dlm dlm
y utilizando (1.3) es facil ver que obtenemos el siguiente teorema
1.2.3 Teorema. Sea z >0 y A como en (1.3). Entonces

XV~ (P)+ R (P) < S(A,P) < XVT(P)+ RT(P),

donde VE(P) =Yg p 92Dy RE(P) = Yy p A (d)r (A, d).
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A las funciones A* se les denomina funciones de criba, superior e
inferior respectivamente, de nivel D.

El primer ejemplo sencillo en el que se pueden obtener funciones
superiores e inferiores de criba vélidas es lo que se denomina Criba
Local. En este caso hacemos la hipétesis adicional a < X para todo
a € A lo que nos permite dar un nivel de criba D = X de forma
trivial. El siguiente resultado permite ver una aplicacién de este caso
particular.

1.2.4 Teorema. Dado un entero cualquiera m sea (X, m) el nimero
de enteros menores que X y primos con m. St m tiene como mucho
X1/6loglog X factores primos distintos, entonces

o(X,m) = X‘p;%m) (14 0(1/(log X)?)) .

Demostracion. Escoger P = {p|m}, A =[1,X)NZ, con lo que
o(X,m) = S(A, P). En este caso estamos en el Ejemplo 1 de 1.2.2 y
por tanto p(d) = 1 para todo d|P, y |r(A,d)| < 1. Es inmediato ver
que las funciones A* = p(d) si d < X y 0 en el resto son funciones
de criba vélidas. Asi pues

d d
vip= Y Moy s M gy Y0
d|Pd<X d|Pd>X d|Pd<X
y por tanto, por el Teorema 1.2.3

¢(m) d
’cp(X,m) — Xm' <X ’Zd|P,d2X #‘ + Zd|P,d<X 1<

SXUE e o S XL (1 + ﬁ) :
Tomando z tal que m(z) > |P|, y € = 1/log z se tiene
1 e e o
H 1+ —— gH 1+ - Sexpzf:O((logz)).
p|P p p<z p p<zp

Basta ahora tomar z = X1/5108108X a1 obtener
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El resultado es ahora inmediato ya que m/p(m) < log X por la
férmula de Mertens.

En la anterior demostracién el papel de la variable € es determi-
nante. Concretamente ésta ha sido elegida de forma que se optimize
el compromiso entre el tamano de los divisores, dado por el nivel D,
y el nimero de divisores a contar en la suma, de forma que D® = C,
constante. Ahora bien, dicho niimero de divisores se controla a través
de z por lo que la eleccién € = 1/log z es la adecuada. De esta for-
ma se introduce una nueva variable s = lﬁ)gg lz) que serd de extrema
importancia en el desarrollo posterior de la teoria. De forma que
si queremos aumentar z, para asi coseguir que S(A, P) cuente sélo
primos o casi primos, deberemos aumentar el nivel D para mantener
su relacién, s, constante. Obsérvese que, de manera trivial, se debe

tener s > 1.

Dar pues un método de criba consiste en encontrar funciones su-
periores e inferiores de criba de forma que para conjuntos lo mas
generales posibles el Teorema 1.2.3 facilite acotaciones de S(A, P) no
triviales, es decir, VT sea lo menor posible, V= lo mayor posible,
y podamos estimar RT de forma que efectivamente sea un término
despreciable para X grandes. Teniendo en cuenta que se espera que
XV (P) sea el término principal de la ecuacién, (probabilidad por
tamarfio del conjunto), podemos enunciar el problema anterior de la
forma siguiente en términos de la nueva variable s.

1.2.5 Nota. Un método de criba consiste en encontrar funciones de
criba At tal que para conjuntos A lo mas generales posible existan
funciones f(s) = fa(s) y F(s) = F\(s), independientes de A, tal que
VH(P) < F(s)V(P) y V= (P) > f(s)V(P) produzcan acotaciones no
triviales de la funcion S(A, P) en el sentido anterior.

Obsérvese que en particular para dar un resultado no trivial se
debe conseguir f(s) > 0. Por otro lado tanto V* como V dependen
directamente del conjunto A a través de la funcién p(d). Por tanto,
para encontrar un método de criba en el sentido anterior sera preciso
hacer ciertas restricciones sobre la funcién multiplicativa que define
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el conjunto.

1.3 Dimension de criba

Es claro que nuestro estudio de la funcién p(d) debe hacerse a través
del producto V(P). Ahora bien, supongamos por un momento que
p(p) = K constante para todo p. Entonces, por la férmula de Mertens
es facil ver que

() - (5) (k). om

wp<z

para todo 2 < w < z y para alguna K > 1 constante. Asi pues uno
podria establecer un método de criba para cualquier conjunto A con
p(p) = k sin mas que asumir la constante x en la definicién de cada
una de las funciones f(s), F(s). Ahora bien, si tenemos estimaciones
de criba vélidas, con f(s) > 0, para un conjunto P, (es decir, que
aseguran la existencia de cierta cantidad de casiprimos en el conjunto
A, en la linea que exigia el Problema 1.1.1), entonces trivialmente
serdn ciertas al cribar por un conjunto P’ menor. Por otro lado la
funcién p(d) serd mas pequena a medida que decrece el conjunto P.
Por tanto, nuestro método de criba sera efectivo cualquiera que sea
el conjunto A con p(p) < k para todo p. Estas consideraciones nos
llevan a hacer la siguiente definicién de dimension, o densidad, de
criba.

1.3.1 Definicién. Se dice que x es una densidad de criba para cierta
funcién p, o que un conjunto A tiene dimensién de criba k, si existe
una constante K > 1 tal que

V(P(w)) log z
V(PR) = (logw

K
) K, si2<w<z. (1.6)

Se dice que k es fuerte si la desigualdad es cierta con

K=K,=1+
log w

para alguna L > 1.



1.8. Dimensidn de criba 11

En particular si p(p) < k para todo p, entonces x es una densidad
furerte para p.

Es interesante observar que en el caso en que A tenga dimensién
k entonces tomando w = p, z = p + ¢ se deduce p(p) < (1 —1/K)p
(= 10g%Jer). Asi pues, si K, o L, son muy grandes, no habra un
método de criba eficiente ya que admite conjuntos con casi todos
sus elementos multiplos de p para algin p. Obsérvese que, en el
caso de la dimensién fuerte, el tamano de L puede rebajarse sin més
que cribar sélo por primos suficientemente grandes, con lo que w
serd muy grande, y por tanto p(p) < p. Otra forma posible de
rebajar el tamano de K o L es considerando x mas grandes. Por otro
lado, haciendo w = 2 tenemos la estimacién directa de V(P)~! <
K(2logz)".

En algunas situaciones es mas 1til tener una versién aditiva de la

condicién de densidad. Concretamente, sea g(p) = 22 (~ | A;‘fﬂp‘ )

) — p—p(p)
entonces se tiene

1.3.2 Lema. Sea g(p) tal que
z
> 9(p)log(p) < rlog — +C
wp<z
para algiin C > 1, y para todo 2 < w < z. Entonces k es una densidad

de criba fuerte para p(p) con K tal que exp(A/logw) < 1+ K/logw.

Es facil ver que si p(p) < k para todo p entonces g(p) cumple la
desigualdad del lema anterior.

En términos directamente de la funcién p(p) se tiene el siguiente
resultado.

1.3.3 Lema. Sea x una densidad para p(-) y 2 < w < z. Entonces

Z P(p) log(p) < (k+log K)log z.

wp<z p
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Si es una densidad fuerte, entonces

1 K
p(p) < klog 1287 _
P logw  logw

w<p<z

Ademas g(p) < lOIg(p.

La demostracién de ambos resultados se puede encontrar en [G].

Una vez reducidos a una clase de conjuntos de dimension fija,
resolver el Problema 1.1.1 es encontrar un método de criba valido
segin la Nota 1.2.5, en particular que garantize f(s) > 0. En este
sentido, la definicién siguiente es de extrema utilidad.

1.3.4 Definicion. Dado un método de criba para conjuntos de di-
mension k, al mayor cero de f(s), que se escribe 3(k), se le denomina
el limite de criba (del método).

1.4 Composicion de cribas

Ya hemos mencionado a la hora de introducir la dimensién de criba
de un conjunto que quiza es necesario considerar solo primos suficien-
temente grandes de forma que los elementos del conjunto no fuesen
todos miultiplos de uno dado, es decir, permitiendo disminuir L en
(1.7). Sin embargo queda el problema de desechar en A aquellos ele-
mentos multiplos de primos pequenos. Este procedimiento es posible
gracias a la composicién de cribas. En el primer paso, cribamos los
primos pequeiios, por ejemplo por la criba de Eratostenes-Legendre,
y después aplicamos el método de criba mas conveniente al problema
en cuestién sélo para cribar primos “grandes”. Por dltimo el método
de composiciéon de cribas permitirda construir un método de cribas
sobre un conjunto P partiendo de dos definidos sobre sendos subcon-
juntos disjuntos Py, Py de P tal que P = P;UPs. En el caso anterior
P1 sera el subconjunto de P formado por los primos pequenos.
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Asi pues supongamos que )\Z?t son funciones de criba sobre P;, con
nivel de criba D;, i = 1,2. Es facil ver que para cualquier d|P existen
tnicos di| Py, do| P, tal que d = dids. Asi pues las funciones

AT(d) = AT (d)A3 (d2)  y
A7 (d) = AT (d1)Ay (da) + AT (d1)AF (d2) — AT (d) A3 (da),

estan bien definidas para cada d|P.

1.4.1 Proposicién. Las funciones AT (d) y A\~ (d) son funciones de
criba sobre P de nivel D = D1 Dy. Ademads se tiene que

VH(P) =VH(P)VT(P) y
VZ(P) =V (P)VT(Py) = VH(P)V ™ (R) — (VT (P)VT(P))
=V (P)V (P) = (VH(P) =V (P)(VH(R) =V (R)).

Demostracion. Por (1.4) se tiene?
(ATx1)(d) = (A *1)(dr) (A3 #1)(d2) > (pel)(dr) (1) (d2) = (p*1)(d).
Por otro lado

(AT D)(d) = (A * 1)(d1)(Ag * 1)(da)—
= (A *1)(d1) = Ay 1)(d1)) - (A3 * 1)(d2) — (A3 % 1)(do)
< (A1 # D(d)(Ay #1)(da) < (p 1) (dr)(p x 1)(d2) = (+1)(d),

ya que (A x 1)(d;) > (\; *1)(d;) para i =1,2.

Es interesante observar pues que para dar cotas superiores de
V*(P) necesitamos cotas superiores de V1 (P;) y V*(P), mientras
que para obtener cotas inferiores de V'~ (P) hacen falta cotas infe-
riores de V™ (Py),V~(P) y cotas superiores de VT (P) y V(D).
Por otro lado observese que en el caso particular en el que 0 <
A (di)/p(d;) < 1 entonces [AE(d)| < 1.

2En general dadas dos funciones aritméticas f,g, f * g(n) = Zd|n f(d)g(n/d).
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1.5 Transparencias.
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Capitol 2

Criba de Selberg; Una
cota superior

Luis DIEULEFAIT.

Tanto la charla en el seminario, como las transparencias recogidas al
final del capitulo fueron realizadas por L. Dieulefait. El texto sélo
intenta reconstruir dicha charla. Cualquier error o ambiguedad es
responsabilidad dnica del transcriptor, J. Jiménez.

2.1 La funcién A\ (d).

La dificultad intrinseca que aparece en el método de criba desar-
rollado por Brun en la segunda decena del siglo XX inspir6 cierta
desconfianza en su utilidad para resolver problemas de caracter ar-
itmético. Sin embargo, a pesar de que varios expertos, (bien es cierto
que mas bien pocos), estudiaron y utilizaron dicho método, no fué
hasta 1947 que A. Selberg desarrollase un nuevo método basado en
la poderosa idea de que z? > 0 para cualquier nimero real z. Asi de

29
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simple. Concretamente, para cualquier entero m se cumple

2

Su@ < D x@] = D x(d)x(da),
djm d<v/D,dm d,d2<v/D

para cualquier funcién y tal que x(1) = 1. Desarrollando el cuadrado
y sumando en los elementos de A vemos que, para cualquier P

SAP)Y <Y Y x(d)x(da) = D x(di)x(da) A, g

a€A [dl,d2]|(a,P) [dl,dQHP
=X Y xd)x(@) 4R+ S x(d)x(da)ra([dr, da])
[d1,d2]|P ’ [d1,d2]|P
= XT +E, (2.1)

donde la suma recorre todas las parejas de divisores de P menores

que V/D.

El problema ahora es encontrar la funcién x que minimize la forma
cuadratica T sujeta a la condicién x(1) = 1. Un método estandar
para realizar este calculo pasa por diagonalizar la forma cuadratica.
En este caso se puede hacer facilmente en términos de la funcién
multiplicativa g(p) = p(p)/(p — p(p)) introducida en el Lema 1.3.2
del capitulo anterior. Concretamente dado P sea G(z) = G(P,x) =

> n<zn|p 9(n). Entonces

2.1.1 Teorema. Sea A como en (1.3) del capitulo anterior. En-

tonces
X

G(VD)
donde E(D,P) = Z[dl,dQHP x(d1)x(d2)ra([di,dz]), con x(d) = 0 si
d>VDy

S(A,P) <

+ E(D, P),

p(d) — p(d)
x(d) = = oW/D) > g

h=0(mod d)
h|P,h<v/D

en otro caso.
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Demostracion. Teniendo en cuenta que

d P 1 B 1
s =10 =T ) =2

pld pld 5|d

podemos diagonalizar T" en (2.1) como sigue

To S @ G S Fok

d1|P,d2|P |(dq,
2
=2 ( > de€.§”> = > 5v20).
|P d=0(mod 9) S|P

Obsérvese que y(8) = 0 si § > +/D. Podemos despejar el valor de
X de la férmula para y(-) convolviendo con la funcién p. Concreta-
mente

> u(@)yGd) => pu©) > X(C)(CC):

5|P 5P

como predecia el teorema. Obsérvese que (d,d) =1 en la suma de la
izquierda ya que y(dd) = 0 en otro caso. Tomando d = 1 se obtiene

S uld)y(s) = 1. (2.2)

s|P

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz a la identidad anterior

se obtiene
5)2y(5)2
LSOO
S|P §|P,6<vD

y por tanto T > 1/G(v/D), siendo iguales si g(6) = cy(8)u(d) para
alguna constante c. Basta ahora sumar en § para obtener ¢ = G(v/D)
por (2.2) como queriamos ver.
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2.2 El término de error.

Para que el Teorema 2.1.1 sea ttil necesitamos dar una cota del
término de error y, por tanto, controlar la funcién y.

2.2.1 Lema. Sea x(d) como en el Teorema 2.1.1. Entonces

Ix(d)] < 1.

Demostracion. Teniendo en cuenta que

GWD)=> g(6) > gm)=> g6 >  gn),

dld (n,d)=1 dld h=0(mod d)
n<vD/§ n<v'D/§
se deduce
dgd) > gm) <GWD) <> g(0) Y gln),  (2.3)
dld (n,d)=1 sld (n,d)=1
n<vD/d n<vD

ya que g(-) es siempre positiva. Por otro lado

S o= 3 g,

(n,d)=1 h=0(mod d)
n<vD/d h<+v/D

con lo que, por el Teorema 2.1.1,
XDy GVD)| = g@d) S, 90) < g(d)ZOD

n<\/5/d
GWD) GO/D)_ _ old) /).

T S5 V9@ T Ssa1/e(6) — d
ya que g(d) = g(d/5)g(6).
2.2.2 Corolario.
E(D,P)< Y Jra(did) < Y 3 @lra(a)),

[d1,d2]| P d|P,d<D

donde v(d) cuenta el niimero de factores primos distintos de d.
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El resultado es inmediato ya que [d;, ds] = p s6lo es posible para los
tres pares (di,dz) € {(1,p), (p, 1), (p,p)}-

Imponiendo alguna condicién adicional sobre el conjunto A se
pueden obtener cotas explicitas para el término de error.

2.2.3 Teorema. Sea (A, P) un problema con dimension de criba k
y tal que |r4(d)| < p(d), para todo d|P. Entonces

1. Si p(d) > 1 para todo d|P entonces

E(D,P) < Dlog* 2.
2. Si p(d) =1 para todo d|P entonces

E(D,P) < D)

para alguna constante A idependiente de k.
Demostracion. Ver transparecias de este capitulo.

2.2.4 Teorema.

2z T
— — < .
)~ 7ty =) < o+ 0 (5 )

Demostracion. Basta con dar una cota de G(v/D) y aplicar los Teo-
remas 2.1.1 y 2.2.3. Ahora bien

6/D)= ¥ 1/ei= 3 [ (1-3) -

h<vD h<vD
=Y 1eh) Y 1/m= > 1/h>1logVD.

h<v/D p|lm=-p|h h<v/D

El teorema se deduce sin mas que escoger D = X.
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A la vista del teorema anterior uno puede esperar que mejores
cotas de G(v/D) produzcan desigualdades mas finas en las apliciones.
En este sentido el siguiente resultado nos permite dar cotas de G(v/D)
en funcion de la dimension.

Sea G.(VD) = ngx/ﬁ,dw(z) g(d), y supongamos que se cumple

B(z) = 1022 > p<s %bgp < B. Obsérvese que si (A, P) tiene di-

mensiéon x entonces trivialmente B = k + logk es una constante
vélida. En estas condiciones podemos dar el siguiente resultado.

2.2.5 Teorema. Sea z = DS, Entonces

1 —exp(—vp(s/2)) 1
vee) =YD S vmny

donde v p(v) = max{0,vlog  — v+ B}.

2.2.6 Nota. Es importante observar que ¢p(s/2) ~ 3slog s cuando
s — 00, y que exp(—p(s/2) < ™~ para todo s > 0.

Demostracion. Sea I.(z) = G.(00) — G=(%) = X y>4.4/p(z) 9(d). El
teorema se puede demostrar en términos de esta funcion como caso
particular de las desigualdades 0 < V(P(2))I.(z) < exp(—v¢n(s/2)
para z = v/D. Ahora bien

G.(r) < Guloo) = Y g(d) =

2T veey

lo que prueba la desigualdad inferior para la funcién I,(z). Para
probar la otra desigualdad sea z = z¥. Entonces
1 I3 1 £
L)< — > gdd =—[[(+p90),

d>z,d|P(z) p<z

y por tanto

VP(E) L) < £ T, (1- 22 4 o) <

< Elee e (F = D22) = L exp ([T (0 — DA2) .
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Este tipo de cotas en términos de la funcién exponencial hace que la
variable s = 11% gg S sea una forma natural de medir la relacion entre D
vy s. Esta variable, que ya ha aparecido en la definiciéon de limite de

criba, sera de vital importancia en capitulos posteriores.

Se trata de optimizar el compromiso entre el tamano de los divi-
sores y su artimética, es decir, el nimero de factores primos haciendo
esta relacion constante de alguna manera. En este sentido si tomamos

e = ¢/ log z entonces p© — 1 < (e — 1)122’;, con lo cual

L)V(P(2) < ei (elog_; 3w 1ogp> < exp(—cv + (e — 1)B).

Maximizando la anterior expresién en c se demuestra el teorema. De
hecho se puede demostrar la siguiente cota superior para G,(z).

2.2.7 Teorema. Supongamos Zp<t g(p)logp—rlogt < A para cier-
ta constante A > 1 y para todo t < z. Entonces

Ga(z) 2 I'(k+ 1)V (P(z2)) <1 + O<logz> ’

Obsérvese que

e " — oo (z oo 1 _lﬂ _ )\
Tr DV (PG oF () 1+ 00/ leg ”H<1 p> <1 p)

p<x

Para la demostracién ver [G,pag 55.]

2.3 Aplicaciones.

Los anteriores teoremas nos permiten dar aplicaciones no triviales
tanto para la funcién 7w(z), como para el problema de los primos
gemelos. También permiten dar cotas superiores para la conjetura
de Goldbach, (ver transparencias de este capitulo), siendo en este
caso de importancia relativa ya que lo que se espera es demostrar la
existencia de solucion al problema, es decir, una cota inferior y no
una cota superior que tiende a infinito.
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2.3.1 Teorema. (Brun-Titchmarsh) Sea x < y, k = o(z'/?). En-
tonces

2z
m(y; L k) —w(y —z; 0, k) < (k) log(x/k)

donde la constante involucrada es absoluta.

+0 (/(klog*(x/k))) ,

Demostracion. Tomar P = {p < z : ptk}, A= {kn+1:
Y-X<n<Y}con X=x/k, Y =(y—1)/k. En este caso se tiene

w(y;l, k) —m(y — ;1 k) < S(A, P(2)) + (21, k),

y por tanto para probar el teorema es suficiente con dar una cota
superior para la funcién S(A, P) con z = o(z/(klog®(x/k)). Para
obtener el teorema debemos dar una cota inferior para G(v/D) y una
superior para el error. Ahora bien por (2.3) se tiene

3 12(9) pi(n) 1 (n)

5 > :
5a #0) e pln) = L= o)

G(VD) = ‘:j ((:)) > 90;’“) log v/D.

Basta ahora escoger D = X, para obtener el resultado sin mas que
aplicar los Teoremas 2.1.1 y 2.2.3.1

2.3.2 Teorema. Sea ma(x) = |{p <z : p+2 es primo.}. Entonces
existe una constante c tal que

CT

7T2(aj) <

< —5— (1+ O(loglogz/logx)) .
log” x

Demostracion. Tomar A = {n(n+2) : 1 <n < z}. Es ficil ver que
ma(x) < S(A, P(z))+m(z). Luego de nuevo una cota para S(A, P) es
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suficiente para probar el teorema. Ahora bien, por el Teorema 2.2.7
se tiene

1
G(VD) > 54D log?(v'D) (1 + O(1/log D))
con
1 1\? 2\ ' 1
=y T (1) (1-2) =3I (-0 (12),
2 p p 2.5 pp
2<p<\/5 p>2
lo que demuestra el teorema de nuevo por los Teoremas 2.1.1 y 2.2.3.2

escogiendo D = X/log” X.

2.3.3 Corolario. La serie ) es convergente.

1
p,p+2=q p

Demostracion. Veremos una demostracion de este hecho en el
capitulo siguiente.
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2.4 Transparencias.
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Capitol 3

Garbell de Brun i
aplicacions.

JORDI QUER

Aquest capitol conté una introduccid als garbells combinatoris. Es
defineixen, se’'n donen alguns exemples, i finalment es veu quin tipus
de resultats de garbell es poden aconseguir utilitzant el més simple de
tots: el garbell pur. En particular es déna una demostraci6 (elemen-
tal) completa i autocontinguda del resultat de Brun, publicat el 1919,
que diu que la suma dels inversos dels primers bessons convergeix.

Altres garbells combinatoris més sofisticats, com el de Rosser-
Iwaniec, que aqui només es defineix, permeten obtenir resultats molt
més potents, el qual sera I'objecte de capitols posteriors.

3.1 Garbells: definicions i notacid

Sigui P un conjunt de nombres primers. Per a cada nombre z es
denotara

P=P(z)=]]p
peP
p<z

el producte dels primers de P menors que z.

49
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Siguin A un conjunt finit de nombres enters. El problema del
garbell consisteix a calcular (estimar) el nombre d’elements de A no
divisibles per cap primer p | P

S(A,P)=S(A,2) = {a€ A: (a,P) = 1}].

El principi combinatori d’inclusié-exclusié proporciona la férmula de
Legendre per aquest nombre

S(AP)=> u(d)|Ad, Ag={acA:d|a}. (3.1)
dp
Una demostracié simple d’aquesta féormula s’obté observant que la

funcié
1, si m=1,
(m) = > w(d) = {0 .

dim si m>1.

permet definir la funcié caracteristica dels elements que es volen
comptar com

5((a,P)) = Y n(d)

d|(a,P)

de manera que

S(A,P) = 3 6((a,P) = pld) =S pld) 31 =

acA a€Ad|(a,P) d|p ad‘EA‘\
— Y @)l Adl. (3.2)
d|P

Per intentar estimar el seu valor, el nombre S(A, P) es descompon
en un terme principal i un terme d’error de la manera segiient. Per
a cada d | P(z) el cardinal del conjunt A4 s’escriu com

d
|Agq| = Xp(d) +7r(A,d), (3.3)
on X = |A| és el nombre total d’elements del conjunt A (o una aprox-

imacié d’aquest nombre), p(d) és una funcié multiplicativa, i (A, d)
representa 'error que es comet en aproximar |A4| per Xp(d)/d. La
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idea és que p(d)/d representa la densitat dels elements de A que sén
divisibles per d. La funcié p(d) es pot construir definint primer p(p)
per a cada primer p | P i després extenent-la per multiplicativitat, es-
perant que els errors (A, d) siguin petits no només per als d primers
sino per a tots els d | P, el qual acostuma a passar en tot problema
de garbell “raonable.”

Substituint aquestes expressions per a |A4| en la férmula de Leg-
endre s’obté la descomposicié

S(AP)=X>" u(d)”(dd) +3 " pu(d)r(A,d).

d|lp d|p

Gracies a que la funcié p és multiplicativa, el sumatori del primer
sumand és igual a

Zu(d)p(dd) =11 (1 — p(dd)> ,

P p|P

i es denotara V(P) = V(z). Aquest nombre es pot interpretar com la
probabilitat que un nombre enter escollit a 'atzar no sigui divisible
per cap dels primers p | P. Es té la férmula

S(A,P) = XV(P) + R(A, P)

on el primer terme representa el terme principal i el segon és el terme

d’error R(A, P) =3 p (d)r(A, d).

Tal i com s’ha obtingut aquesta expressio resulta forca inutil, fins
i tot si tots els errors r(A,d) sén petits per a cada d, degut al gran
nombre de termes que intervenen al sumatori que déna aquest error:
2IPl termes. Aixd impedeix que el terme principal X V(P) sigui una
bona estimacié de S(A, P).

El meétode per intentar millorar-ho consisteix a substituir els coefi-
cients u(d) per altres nombres reals A(d), molts dels quals siguin zero,
de manera que es puguin obtenir aproximacions de S(A, P) amb ex-
pressions semblants a la férmula de Legendre pero que tinguin molts
menys termes al sumatori. Concretament, siguin, per a cada d | P,
A7 (d) i AT (d) nombres reals tals que es tingui la desigualtat

Z)\_(d) < Z,u(d) < Z)\+(d) per a tot m | P. (3.4)

dlm dlm dm
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Aplicant aquestes desigualtats al tercer terme de (3.2) s’obtenen im-
mediatament les desigualtats

S AT (@A < pld)Ag) <> AT (d)|Agl. (3.5)

d|P d|p d|p

Es interessant observar que si aquestes desigualtats (3.5) es com-
pleixen per a tot conjunt A aleshores les anteriors (3.4) es dedueixen
aplicant aquestes al conjunt A = {m}, de manera que les funcions de
garbell sén en cert sentit universals.

Aplicant les aproximacions (3.3) de |A4| a aquestes fites s’'obtenen
expressions que son fites superior i inferior del nombre S(A, D)

D ONE(d)Agl = X D AE(d) d+ZAi

d|P d|P d|P

Per poder estimar aquests valors i que el terme d’error no sigui massa
gran és convenient que els valors A*(d) siguin zero tan com sigui
possible. En general, es consideren funcions de garbell tals que /\i(d)
sigui zero per a tot d > D, on el nombre D, qua d’anomena nivell de
garbell, és de la forma D = z° per un s > 1. D’aquesta manera, si s
és prou petit, la suma que dona el terme d’error en les fites anteriors
tindra pocs termes i potser es podra fitar convenientment.

3.2 Garbells combinatoris

S’anomenen garbells combinatoris els garbells que s’obtenen prenent
com a funcions de criba A\*(d) funcions que siguin truncacié de la
funcié de Mobius ju(d); és a dir, A*(d) és u(d) o 0, segons el valor de
d. Per tant, un garbell combinatori es pot pensar com una estimacio

del sumatori
= p(d)|Aq|
d|P

obtinguda despreciant uns quants sumands (que correspon a canviar
alguns dels p(d) per zero).

Formalment es pot escriure de la manera segiient: D~ i D sén
subconjunts del conjunt de tots els divisors de P, continguts a l’in-
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terval [1, D) per un cert nivell de criba D, tals que

o) <D pld) < > p(d) (3.6)

dlm d‘m dlm
deD— deD+

per a tot divisor m | P. Aleshores s’obtenen fites
> wd)]Ad < S(AP) < Y | p(d)]Adl.
deD- deD+

Una altra notacié que de vegades es fa servir per al mateix és posar

A5 (d) = p(d)x™(d)
on xT sén les funcions caracteristiques dels dos subconjunts D*.

Per tant, dissenyar garbells combinatoris consisteix a saber trobar
conjunts DF que compleixin (3.6). A continuacié se’'n donaran tres
exemples.

3.2.1 Garbell pur de Brun

Aquest garbell va ser introduit per Brun a principis del segle XX. Es
tracta de considerar com a conjunts D~ i D7 els dels divisors de P
que tenen menys d’un nombre fixat > 1 de factors primers, parell i
senar, respectivament:

D™ ={d|P:v(d) <r}, r  parell
Dt ={d| P:v(d) <r}, T senar
on, en endavant, v(d) denotara el nombre de factors primers diferents

d’un enter d. Aquest garbell té nivell D per a tot D > 2" ja que els
divisors d > D han de tenir almenys r factors primers.

Per comprovar que aquests conjunts satisfan la relaci6 (3.6) es te
el

3.2.1 Lema. Si rg,r1 son enters positius parell i senar, respectiva-

ment, aleshores
doud) <) pld) < D> uld). (3.7)

d|lm dlm d|m
v(d)<rg v(d)<ry
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Prova: Sim = 1 tots tres costats de la desigualtat valen 1. Per
m > 1 el terme del mig és zero i per tant el que cal veure és que

doowd) <0< D (),
d|

dlm
v(d)<rg v(d)<ry

el qual és equivalent a dir que per a tot enter positiu r > 0 el nombre

> u(d)

dlm
v(d)<r

o0 bé és zero o bé té signe (—1)"~!. Per induccio és trivial comprovar

B 5wty = -y (M0,

dlm
v(d)<r

on el coeficient binomial (V(:fi);l) és zero si r > v(m). Sir =1 tots

dos costats de la identitat valen 1. Suposi’s comprovat fins a un valor
r > 1. Aleshores

doowud) =D pd)+ D pd).

d|m dlm dlm
v(d)<r+1 v(d)<r v(d)=r

Per a cada enter r > 0 el nombre de divisors d | m que tenen exacta-
ment  factors primers diferents és (* (:,”)) i, per cadascun d’aquests,
v(d) = (—1)", per tant

d|m
v(d)=r

i aplicant hipotesi d’induccié a I’expressié anterior s’obté

>ty =y (T ()

dlm
v(d)<r+1

() () ()

O
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Com a conseqiiencia s’obté que

D wld)|Ad <S(A,P)< D p(d)]Adl,

d|p d|P
v(d)<rg v(d)<ry

i utilitzant aquesta desigualtat per un parell d’enters consecutius
r,7 + 1 es dedueix el

3.2.2 Corollari. Per a tot enterr > 0 es té

S(A,P)= Y pd)|Ad + (=18 Y u(d)|Ad

d|P d|P
v(d)<r v(d)=r

per algun 8 amb 0 <0 < 1.

3.2.2 Garbell de Brun-Hooley

Es un garbell introduit per Hooley I'any 94 amb el qual s’obtenen
immediatament dos resultats que Brun ja havia demostrat de man-
era molt més complicada: l'existéncia d’infinits 9-primers bessons i
la conjectura de Goldbach per a 9-primers. La idea és descompon-
dre el producte de primers P = P; P, --- P, en producte de factors,
que equival a donar una particié del conjunt {p € P : p < z} en ¢
subconjunts disjunts, i aleshores aprofitar les desigualtats (3.7).

Tot factor d | P descompon de manera tnica com d = dids - - dy
amb d; | P;. Siguin 71,...,7; enters senars qualssevol. Aleshores
aplicant les desigualtats de (3.7), la multiplicativitat de la funci6
i, 1 el fet que el producte de nombres positius és positiu, s’obté
immediatament que el conjunt segiient

D+ = {d =didy---ds: d; | Pi,lj(di) < 7“@'}

compleix les condicions (3.6) per poder ser utilitzat com a garbell
superior. En efecte, per a tot m | P, amb m = myma---my, es té

Sud =[S ud) <[ 3 wd)= 3" na.
=1

v(d;)<r; deDT
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L’intent de fer el mateix per trobar una fita inferir no funciona, ja
que el producte de desigualtats no val en aquest cas, en que no es té
un control dels signes.

Per obtenir un conjunt adequat per fer un garbell inferior s’utilitza
el lema (de demostracié trivial per induccid)
3.2.3 Lema. Siguin 0 < x; <y; peri=1,...t. Aleshores

t

1T Ty ZylyZ“'yt_Z(yj_$j)Hyi
i=1 i

Siguin r; nombres senars, com abans. Per (3.7) es tenen desigual-

tats
S0 opu(di) <D pd) < > p(dy).
d;lp; di|pi d;|p;
v(d;)<r; v(d;)<r;

Aplicant el lema anterior als nombres

mi= Y uld),  wi= Y plds),

d;|ps dilp;
v(d;)<r;

i tenint en compte que a partir de les desigualtats anteriors es té

0<yi—z<— > pld)

d;|p;
v(dg)=r;
resulta que, per a tot m | P,
t
dould) = Y pd)+ >, uld).
dlm d|m 7j=1 d|m
v(d;)<r; v(d;)<r;,i#j

u(dj):rj
Aquesta desigualtat demostra que el conjunt D~ definit per
D~ :{d =didy---d; 1 d; | B, I/(dz) < ’I“Z‘}
t
U U{d =didy---ds : d; | B, l/(dz) <r; sl 7&], l/(dj) = ’l“i}
j=1

satisfa la propietat (3.6).
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3.2.3 Garbell de Rosser-Iwaniec

Brun va introduir els conjunts segiients, per a ser utilitzats en la criba

D ={d=p1--pe: p1>-->ps, pr<yr pera totr parell}
DY ={d=p1---pe: p1>--->py, pr<yY peratotrsenar},

on els parametres de truncacic y, son fites fixades arbitrariament o,
fins i tot, poden ser funcions que depenguin dels primers que han
sortit anteriorment vy, = y,(p1,...,pr—1). Per exemple, Brun va es-
tudiar el cas y, = D*" on D és el nivell de garbell que es vol assolir
i, sén constants 0 < «, 3 < 1 a escollir.

Una altra possibilitat, anomenada criba de Rosser o de Rosser-
Iwaniec, consisteix a imposar desigualtats

pip2 .. proapltt < D,

que equivalen a considerar parametres de truncacié que depenen dels
primers anteriors
D 1/(6+1)
y’r - (> .
pP1-Dr-1

Aquest garbell combinatori és el que sera utilitzat més endavant a les
xerrades del seminari per arribar al resultat d’Iwaniec sobre quasi-
primers representats per x2 + 1.

La justificacié que aquests conjunts satisfan (3.6) s’obté a partir
del principi d’inclusié exclusié de la manera segiient. Per a tot primer
p i enter m lliure de quadrats, sigui m, = {q | m : ¢ < p} el producte
dels factors primers de m menors que p. Tot divisor d | m més
gran que 1 s’escriu de manera Unica com d = pd,, on p ha de ser
necessariament el factor primer mes gran dels que divideixen d. Per
a tot d | P es té la férmula

Sm) = > p(d) =1+ plpdy) =1+ ulp) Y p(dy) =
dlm

d|lm d
al plm plmp

= 1= d(my). (3.8)

plm
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Com que els §(m,,) només poden ser zero o u, si es treuen termes del
sumatori de la dreta I’dnic que pot passar és que el valor augmenti,
i es té una desigualtat

S(m) <1— Y 8(myp,).
o

Aplicant (3.8) a cada terme del sumatori de la dreta s’obté

Sm) <1— > d(mp)=1— > 1+ > d(mp,)

p1lm p1lm p2<pilm
p1<y1 P1<Y1 P1<¥Y1

i ara, com que el sumatori és de termes > 0 no es pot treure res si es
vol mantenir la desigualtat. Fent un pas més, es té

Sm)<1— 3 1+ 31— 3 6(my,)

p1lm p2<p1lm p3<p2<pilm

p1 <Y1 r1<91 P1<¥1
i ara es poden eliminar del sumatori de la dreta tots els sumands que
es vulgui, per exemple els que tenen ps < y3, mantenint la desigualtat.
Seguint aquest procés es veu que DV és un garbell superior i amb el
procés analeg per primers en posicié parell es veu que D~ dona lloc
a un garbell inferior.

3.3 Formules de Buchstab

Sigui z la fita dels nombres primers que es garbellen, de manera que
P=P(z)={peP:p<z}

Per a cada divisor d | p que sigui d # 1 es denotara p(d) el més petit
factor primer de d. Aleshores

3.3.1 Lema. (Férmula de Buchstab) Per a tot enter r > 1 es té
la identitat

S(A,2) = Y pd)|Ag + (=1)" D S(Ag,p(d)).

d| P d|P
v(d)<r v(d)=r
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PROVA: Per induccié. Quan r = 1, tenint en compte que A1 = A,

la identitat és
S(A,2) = |A| = > S(4,.p)
p|P

Cada S(A,,p) compta el nombre d’elements a € A que sén divisibles
per p ino sén divisibles per cap primer ¢ < p; és a dir, els elements de
A tals que el seu factor primer més petit és p. Cada element a € A
amb (a, P) > 1 intervé a un i només un dels S(A4,,p), aquell amb
p = p(d). Aixd demostra la igualtat.

Suposi’s comprovada per un cert nombre . Aleshores aplicant el
cas 7 = 1 a cadascun dels S(Ag, p(d)) s’obté

S(Aap(d) = |Aal = Y S(Aag: )
q<p
Utilitzant que p(dq) = g, la férmula per al cas r queda
S(A,2) = D p(@d)]Ad+(=1)" Y Aad+(=1)" Y S(Adg, p(dy)).
d|P d|P d|P

v(d)<r v(d)=r v(d)=r

Els termes del sumatori del mig sén (—1)"u(d)|A4|, de manera que
els dos sumatoris inicials donen

> u(d)|Adl.
d|P

v(d)<r+1

Tenint en compte que quan d recorre els divisors amb v(d) = r factors
primers, dq amb ¢ < p(d) recorre els divisors amb r+1 factors primers,

el darrer sumand és
D™y S(Ad,p(d))

d|P
v(d)=r+1

El resultat segilient és ’analeg per als termes principals.

3.3.2 Lema. Per a tot enter r > 1 es té la identitat

Vi) = 3 u(d) Y ”

d|P d| P
v(d)<r v(d)=r
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PrRoOvVA: Tenint en compte que quan d recorre els divisors de P amb
r factors primers i § recorre els divisors de P(p(d)) els productes
dd recorren tots els factors de m amb > r primers, i aplicant la
multiplicativitat de p i de p, es té

Y vy = Y w0y et

e AP 31P(p(d))
_ p(d)
= > uld=
d|P
v(d)>r

I la férmula de I’enunciat s’obté separant el sumatori

d|P

en dos trogos que continguin els divisors amb < r factors primers i
els que tenen > r factors. O

Aplicant aquestes férmules de Buchstab s’obté una estimacié per
a S(A, P) una mica més precisa que si s’aplica directament el garbell
pur:

3.3.3 Corollari. Per a totr >1 es té

S(A,2)=XV(2)+0X | > p(dd) +60R(A, D)

d|P
v(d)=r

per algun nombre 6 de valor absolut |0] < 1, on R(A,D) denota
Uafitacio per al reste corresponent a nivell D = 2"

R(A, D)= |r(A,d)|.
d|P

Prova: Aplicant la férmula de Buchstab i el lema anterior s’obté

S(A,2) = XV(z)+ > wpldr(Ad)+

P
v(d)<r
Y (St - 22XV

v(d)=r
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Tenint en compte que
d
0 < 5(Aa.p(d)) < 14 < XD 1 jp(a,0)

0< p(dd)XV(p(d)) < ”Eld)x < X(j) +|r(A,d)|

resulta que cadascun dels sumands del darrer sumatori esta fitat per

5Cap@) ~ "D xvipa)| < 29D 4 pra,a)

i Iestimacié de I'’enunciat s’obté immediatament a partir d’aquesta
desigualtat tenint en compte que sempre que v(d) < r aleshores d <
D. O

3.4 Estimacions amb garbells combinatoris i
aplicacions

A partir del corollari anterior es dedueix facilment el lema fonamental
segiient, que val per a qualsevol garbell

3.4.1 Teorema. Sigui ¢ = 3.591... la solucid de (c/e)¢. Aleshores
per a tot s >1 i D > zstellogV2)l gg 1

S(A,z) = XV (z){1+6e°} +0R(A,D).
PrROVA: Es considera ’estimacié del corollari 3.3.3. Aleshores per a

tot r > 1 sigui
p(d)
G, = E '

d|P
v(d)=r

isigui G = G1. Com que G conté r! vegades dada sumand p(d)/d
més altres coses positives es dedueix que

1
G, < =G".
r!

Aplicant la desigualtat r! > e(r/e)”, amb demostracié trivial per
induccid, i tenint en compte que G < |log V|,

GT < 1 <€G> < 1 (E‘logV‘)r —_ er—l <|10gV|> .
(& r € \r r
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Sigui ¢ = 3.591... la solucié de I'equacié (c¢/e)¢ = e. Per a tot b > ¢
es té b0 > et > 2=ct1 Suposi’s que b = r/|log V| > ¢. Aleshores
es té

r
_r > 6(27"/\ log V|—c+1)[log V| _ 627“—c| log V|V—1
|log V|

i d’aqui es dedueix
G, < efr71+c| logV\V

Donat un nombre s > 1 sigui r = |s + c|log V|| > ¢|log V/|. Aquesta
elecci6 de r compleix la condici6 r/|log V| > ¢ que es necessitava per
aplicar les desigualtats anteriors. Aleshores r > s+ c|log V| —1 1 per
tant —r — 1 + ¢|log V| < —s de manera que es té la desigualtat

G, <e ¥V

tal i com es volia. Pel que fa al reste, ’afitacié és la del corollari
anterior, tenint en compte el valor de r que s’ha considerat. O

Amb aquest resultat és clar que XV (z) aproxima tan bé com es
vulgui S(A, z) prenent s prou gran sempre que aixod no ens impedeixi
fitar U'error. Buscant la millor eleccié de s en el cas de garbells que
tenen densitat feble k

3.4.2 Corollari. Suposi’s que el garbell compleix |r(A,d)| < p(d) i
que té densitat de garbell feble k. Aleshores

S(A,z) = XV (2) {1 +4K560(21og 2)5“e_l°gx/1°gez}

per algun 0 de valor absolut |0] < 1.

En particular, S(A, z) ~ XV (2) quan X — oo uniformement per
” < Xl/EmloglogX_
Prova: Sigui K la constant associada al fet que la densitat feble és
k. En particular es compleix la desigualtat

V(z)7! < K(2log 2)".

Es parteix de I'estimacié del teorema anterior, valida per a tot

s > 1, d’on es dedueix

S(A,z) = X {V(2) +0e' "} + OR(A, D)
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per a tot s. En efecte, si s > 1 és conseqiiencia del teorema observant
que V(2)e™® < ee™® = ¢! 7% i per valors s < 1 alesrhores e!=% > 1 i
I’estimacio és trivial.

El resultat es demostrara prenent el valor
s =clogV(z) + log X/logez

a aquesta expressio, que correspon a tenir

D = ZlogX/logez _ €logzlogX/logez _ Xlogz/logez _ Xl—l/logez _

Xe—logX/logez‘

Si els restes estan fitats de la manera de 'enunciat, es té 'afitacié

R(A,D) = > [|r(Ad) SDZ’E‘D:DH@M);”)) <

ash i PP
-1
< DJ] (1 - p(p)> =DV (z)"L.
p
p|P

i per al valor de D que es considera, es té
R(A, D) < Xe—logX/logezV(Z)—l < Xe™ logX/logezV(Z)—c.
D’altra banda, per aquest valor de s es té

6175 _ eefclogV(z)flogX/logez — ev(z)fcef log X/ logez'

Tenint en compte que 1 + e < 4 s’obté
S(A, P) = XV(2) {14+ 40V ()¢~ o X/ lozes |

i ara aplicant la desigualtat V(2)~! < K(2log2)" s’obté el resultat.
Per veure la observacié final, si z < X1/5rloglog X gleshores

log X < log X
Sk loglog X  5S5kloglog X

logez <1+

i per tant
log X < = log X

Clogez — __logX
& 5k loglog X

= —5kloglog X
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d’on es dedueix que

e—logX/logez < e—5nlog10gX _ (logX)_5“.

D’altra banda

2log X >5"i

2log2)% < [ —=——
(210g2) _<5fﬁloglogX

de manera que el producte és

5
(210gz)5fie—logX/logez < 2 "
~ \ brloglog X

que tendeix a zero quan X — oo. O

3.4.3 Corollari. Aplicant-lo al garbell dels nombres primers s’obté

loglog x
m(x) <K ottt Sl
log

ProvaA: Es tracta d’un garbell lineal, amb k =1, i

Vi) =] (1—;)) < 10;'

p<z

Aplicant el corollari anterior pel valor z = X1/510glog X e manera
que
1 Sloglog X
logz  logX

s’obté immediatament el resultat. O

3.4.4 Corollari. Aplicant-lo al garbell dels nombres primers bessons

s’obté
log log az) 5

m(x) <z ( log o

ProvA: El mateix que en el cas anterior, tenint en compte que el
garbell dels primers bessons té densitat 2. O
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3.4.5 Corollari. (Brun) La suma dels inversos dels primers bessons
€s convergent

1 1
Z < + +2> = 1.9021602393....
p,p+2 primers p p

El valor del limit s’anomena constant de Brun.

Prova: Sigui C la constant associada a la desigualtat del corollari
anterior. Aleshores

) <1+pi2><2 Y looy| oy ol

p,p+2 primers p p,p+2 primers p k=0 \ p,p+2 primers
ek §P<ek+1

o 1
< 9 - k+1 .
Z ok m2 (")
k=0
Fent servir la fita per la funci6é w2 obtinguda es té

1 1 2. eF 1 (log(k + 1))2
— - 2 —
2 (p+p+2> = Ckzzo ek (k+1)2

p,p+2 primers
00

log k)2
e L LI
k=1

degut a que (log )2 creix més poc a poc que qualsevol poténcia pos-
itiva de x. O
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Capitol 4

El garbell combinatori.

FERNANDO CHAMIZO.

4.1 Cribas combinatorias

La férmula exacta de la criba de Eratdstenes-Legendre (inclusion-
exlusién),

d|P(2)
tiene una seria deficiencia, y es que el nimero de sumandos crece
exponencialmente con z y por tanto en las aproximaciones |4y =
Xp(d)/d + r(A,d) la acumulacién de los términos de error r(A,d)
arruina el término principal excepto para z excesivamente pequeno.

Supongamos que sélo tenemos un control adecuado de los términos
de error cuando d < D con D = z°, para algin s > 1; tipicamente
una acotacién de la forma

X
Z Ir(A,d)| < X (4.2)
d|P(z) &

d<D

para C' > ( suficientemente grande, una vez establecida una cota para
D en funcién de X.

La criba combinatoria consiste en despreciar en (4.1) los suman-
dos correspondientes a los valores de d que estén fuera de cierto sub-

67
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conjunto de [1, D] (a D se le llama nivel de criba). Con ello perdere-
mos la igualdad pero procediendo adecuadamente todavia podremos
conseguir desigualdades.

Concretamente, dados dos subconjuntos DT, D~ C [1, D] para los
que se verifique

S ou(d) <Y pld) < > p(d)

din din din
deD~ deD*

se obtiene

S @) Ad < S(A2) < S pld)|Adl- (4.3)
d|P(z) d|P(z)
deD~ deDt

La aproximaciéon Ag =~ Xp(d)/d lleva cominmente a términos prin-
cipales comparables a XV (z), salvo constantes dependiendo de s, y
se siguen desigualdades del tipo

f(s)XV(z) + error < S(A,2) < F(s)XV(z) + error, (4.4)

donde, como antes, s = log D/logz (esto es, D = 2%), s > 1, y el
error viene de (4.2).

4.2 La criba de Brun

La criba de Brun se basa en las desigualdades

doooud <y pd) < D )

dln dln dln
w(d)<2k+1 w(d)<2k
donde w(d) es el nimero de factores primos de d, de forma que D~
y DT son subconjuntos de enteros con un niimero impar y par de
factores primos, respectivamente.

Brun perfeccioné esta eleccién y probé algunos resultados nota-
bles (el mas conocido es que la suma de los inversos de los primos
gemelos converge). Como es de esperar, cuando s — o0, es decir
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cuando la restriccion dada por el tamano de D no se hace sentir, los
términos principales en (4.4) se acercan al término esperado desde
el punto de vista probabilista: XV (z). A la cuantificacién de esta
propiedad se le suele llamar lema fundamental. Explicitamente, si K
y k son como en la definiciéon de dimensién de criba:

[T (-r)/p)~" < K(ogz/logw)", (4.5)

w<p<z

una forma del lema fundamental afirma que para s suficientemente
grande en comparacién con k, se cumple que f(s) y F(s) son 1 +
O(K 1069"*5) con una constante O absoluta.

4.3 Las iteraciones de Buchstab

Buchstab introdujo la férmula

S(A,2) = Al =) S(4,p), (4.6)

p<z

cuya demostracion se reduce a notar que los elementos cribados estan
en alguno de los conjuntos contados por los S(Ap,p) y que éstos
son disjuntos. Una de las virtudes de esta férmula es que permite
transformar cotas inferiores en cotas superiores y viceversa. Pero
sobre todo, permite en algunas ocasiones mejorar resultados de criba.

Procediendo sin rigor, se pueden anticipar los resultados de la cri-
ba de Rosser aplicando sucesivamente (4.6), éstas son las iteraciones
de Buchstab. Antes de ilustrar este punto, nétese la férmula

Ve =1-3 2y (4.7

que, aunque inmediata, podria considerarse una consecuencia de (4.6).

Supongamos que en (4.4) despreciamos el error (lo que indicamos
empleando < en lugar de <). Por (4.6)

S, <X -3 f(sp>§v<p>

<z
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donde s, = log(D/p)/logp =log D/logp — 1. Empleando (4.7) esto
se puede reescribir como

S(A,2) < XV(2) <1+Z (1-f logD—1))p(7°>v(7”)).

= logp p V(z)

Si pudiéramos aplicar la definicién de dimensién (4.5) con K =1 e
igualdad, por (4.7) se tendria que —p(t)V(t)/t es el incremento de
log™"ty V(z) es como log™" z de modo que el paréntesis exterior se
deberia aproximar por

log D d(log™"t) e [T k-1
1+/ (1— f(logt ))W—l—f—lis /s(l—f(t—l))t dt

(esta igualdad se sigue del cambio log D/logt — t).

Lo mismo se aplica con la cota inferior. Si este proceso fuera
“contractivo” en el limite se obtendria (4.4) con funciones f y F
cumpliendo

F(s)=1+ks™" /00(1 — f(t— 1)L dt,
f(s)=1+rs" /00(1 — F(t—1))t" 1 at,

o lo que es lo mismo

{ (s"f(s)) = ks" LF(s — 1) (4.8)

(s"F(s)) = ks 1f(s—1)
Si todo este proceso se pudiera justificar, y supiéramos resolver las
ecuaciones (4.8) con f(o0) = F(oc0) = 1 (el lema fundamental), ten-
driamos un candidato para desigualdad de criba 6ptima. Sin embar-
go, la acumulacion de términos de error y las simplificaciones incor-
rectas, hacen de ello una tarea poco realista. En su lugar, veremos
una criba combinatoria que permite alcanzar el limite de las itera-
ciones de Buchstab.

4.4 La criba de Rosser

Ciertamente no parece 1util contemplar en las iteraciones de Buch-
stab rangos en los que las desigualdades de criba (4.4) sean triviales.
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Supongamos que existe un 8 > 1 a partir del cual la cota inferior en
(4.4) deja de ser trivial, esto es, f(8) =0y f(s) > 0 para s > (3. A
este valor se le llama limite de criba (sieving limit).

El s correspondiente a S(Ap,p) es s, = log(D/p)/logp, y lo
anterior sugiere desconsiderar en (4.6) los términos con [ > s,
obteniéndose

S(A,z) <[Al—= > S(App

p<z
p5+1 <D

En la segunda iteraciéon de Buchstab no podemos eliminar términos
sin perder la desigualdad, por tanto tenemos simplemente

S(A2) <Al = Y0 Apl+ Y S(Appe,p2).

p1<z p2<p1<z
5+1<D B+1<D

Pero en la tercera iteraciéon podemos eliminar los términos con 5 >
Spipapss donde sy p,p, = log(D/p1paps) /logps, v se sigue

S(A,z) < |Al- Z | Ap, | + Z | Ap, ps |

r1<z p2<p1<z
ﬂ+1<D ﬂ+1<D
- E S(Ap1p2p3’p3)'
p3<p2<p1<z
Py <D, pﬁ+1p2p1<D

Razonamientos analogos dan lugar a cotas inferiores. Con ello hemos
creado una criba combinatoria determinada por

DY ={p1- pm : pm < <D ypgfﬁlpzw-m<Dsi2r+1§m}

1 .
:{pl"'pm P Pm < <P ypngQr—l"'p1<D3127'§m}-

Esta es la criba de Rosser (también llamada a veces de Rosser-Iwaniec).

Al ser una criba combinatoria, se pueden controlar los términos
de error bajo la condicién (4.2) y se obtienen cotas del tipo

X Z —l—error<S(Az )< X Z p(dd)ﬂ—error.

d|P(2) d|P(z)
deD~ deDt
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Ahora esperamos extraer de estos sumandos un factor V(z) y acu-
mular las cantidades sobrantes en las funciones f y F. Con tal fin
escribimos cada sumatorio como V' (z) suprimiendo los productos cor-
respondientes a los elementos que no estén en D~ o en DT, y estos
productos eliminados los clasificamos en diferentes sumatorios Vi,
donde m indica que el m-ésimo mayor primo es el primero para el
que falla la condicién que define D~ y DT. Concretamente:

> u(d)p(dd) —VE - Vuk) vy Y “(d)p(dd):

d|P(z) 2|m d|P(z)
deD~ deDt
= V(2)+ > Vl2)
2fm
con
CED S

(p17p27---=pm)6N7n p1p2 N pm

donde

Nm:{(p17p27"'7pm) TP < <p1 <z

o1 p1 > D,pS g p1 < D si m —n = par> 0}

Como habfamos visto, la definicién de dimensién de criba (4.5),
suponiendo K = 1 y usando (4.7), sugiere que —p(t)V (t)/t se com-
porta como el incremento de log™" t, V(z) como log™" z y p(t)/t como
el incremento de xloglogt. Asi que una conjetura plausible es que

Vin(2) N / kdt, Kk dts K dtm—1

log" 2V (2) - t1 log tq 'tg log to o tm—_1logt,m_1
(t1,rtm ) ENm

d(—log " tpm).

Con el cambio logt;/log D — w; se sigue V;,(2)/V (2) = fm(s) donde

fm(s) = kMs™" / tote et L P dty dty . dty,.

0<tyy<--<t1<1/s
t14+tn—1+(6+1)tn<1 si m — n =par> 0
ti4Ftmo1+(B+1)tm>1

En definitiva, cabe esperar que se cumplan las desigualdades de criba
(4.4) con

fl&)=1=> fm(s) v  Fls)=1+> fuls) (49

2lm 2/m
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para s > 3 con 3 el “dltimo cero” de f.

4.5 El teorema de criba

Transformar las ideas del apartado anterior en un teorema es una
tarea ardua.

Un punto béasico es cuantificar la precision de la aproximacién de
Vin(2)/V(2) por fm(s) lo que lleva al problema aparentemente irres-
oluble de que el error acumulado tiende exponencialmente a infinito

con el nimero de términos. En concreto, se puede probar que para
M ezt

Y. Vml(a) < V(Z)( > fm(s)+(K—1)M2KM(ﬁ+M)ﬁM>
m<M m<M ﬁ -1
m=M (2) m=M (2)
(4.10)

donde K es como en (4.5).

La forma de llegar a (4.10) pasa por notar primero que escribiendo
2 = DY(B+M) e 4 — min (z,Dl/(ﬂ+5m)) con 4, = (1 —(=1)™)/2,
se tiene
Vn(z) = ) pg))Vm_l(D/p,p) sif3—0m <s<pf+m,

2m <p<ym

donde V,,,—1(D/p, p) es Vi—1(p) cambiando D por D/p. Anédlogamente
definiendo s, = max(s, 3 + d,,) se sigue

B+m
S" fm(s) :m/ fm1(t — 1)t L at siff—6m <s<f+m.

" (4.11)
Evidentemente V;,,(z) = fin(s) = 0 si s > 3 4+ m. Para demostrar
(4.10) se aplican estas formulas de recurrencia y sumacién por partes
completandose un proceso de induccién.

Incluso olvidando el crecimiento del error en (4.10), hay un prob-
lema de naturaleza més técnica pero en absoluto trivial, y es la con-
vergencia de las series (4.9). Una vez supuesta para s > (3, derivando
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(4.11) (nétese que sy, = s para Sy, > [+ ) se puede deducir que
las funciones (4.9) verifican (4.8). De hecho la convergencia se prue-
ba definiendo unas soluciones de ecuaciones de este tipo que actian
como mayorantes. La determinacién de 8 en funcién de &, el tnico
parametro del que depende (4.11) y por tanto f y F', no es facil. Para
k =1 (criba lineal) se tiene 3 = 2, mientras que 8 ~ 1+ 3/591k para
r grande. De la segunda ecuacion (4.8) se sigue F'(s) = A/s" donde
la constante A también estd determinada por k (debido a la homo-
geneidad de (4.8) y la condicién F(o0) = f(oco) = 1). De nuevo, no
hay una férmula sencilla para A pero se puede probar que para Kk = 1
se tiene A = 2¢7 = 3'562... y A ~ 2'556(3 —1)" para k grande. Una
vez hallados # = (k) y A = A(k), es facil calcular numéricamente
f(s) y F(s) para cualquier valor de s recursivamente por medio de:

(s"f(s)) = ks" LF(s — 1) sis>f
(s"F(s)) = rs" 1 f(s—1) sis>pF+1

f(s)=0 sis<p
F(s)=A/s" sis<pg+1

(4.12)

Para compensar el crecimiento exponencial en M del tltimo término

de (4.10), deberfa ser K muy proximo a 1 pero en (4.5) esto no va a
ser posible si w es pequeno. Tipicamente se tiene K = 1+ L/logw
con L una constante. Repitiendo la construccién de D~ y DT pero
ahora anadiendo la condicion de que todos los factores sean mayores
que w, podriamos escribir en (4.10) L/logw en lugar de K — 1. Por
otra parte, p; > w implica v,,(2) = 0 para m + 3 > log D/logw de
modo que podemos fijar en el término de error M = log D/logw — /3
mientras que M continua siendo arbitrario en los sumatorios. Eligien-
do w = D¢/ loge (w “poco mayor” que D), log D > Ly loglog D >
e 1log? ¢, se consigue que el término de error sea comparable a €L
con € tan pequeno como se desee. En definitiva

> w@)™ D —vi)(re) +oen)
ps

> @)™ — v (ps) +0fe)).
d|P(2)
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donde Dy y D} son como D~ y DT pero con la condicién de que los
factores primos sean mayores que w = D~¢/loge,

Evidentemente esto no es directamente aplicable, porque a la hora
de cribar hemos descartado simplemente los primos p; < w. Pero el
lema fundamental asegura que podemos construir una criba de nivel
D = D¢ yz= D~¢/198¢ para cribar los primos pj < Z=w en la que
se cumpla (4.4) con f(s) y F(s) iguales a 1+ O(eL'?).

Finalmente, componiendo ambas cribas se tendria una criba de
nivel D€y F(s) y f(s) vendrian dadas por las series (4.9), que a
su vez son soluciones de (4.12) (una vez determinados 5y A), salvo
un error (1 + O(eL))(1+ O(eL'?)) = 1+ O(eL't).

Con algunos cambios, por ejemplo renombrar D'*¢ como D y
elegir un e adecuado, se tiene el teorema de criba:

4.5.1 Teorema. Si L es una constante tal que (4.5) es vdlido con
K =1+ L/logw. ParalogD > 2L y suponiendo (4.2), se tiene para

s> 3= p(k)
(f(s)+O(A)) XV (2)+O(E) < S(A,z) < (F(s)+0(A)) XV (2)+O(E)

donde E = X/log® X, A = L' (logloglog D)3/loglog D y f(s) y
F(s) son las soluciones de (4.12).

4.6 El caso lineal. Ejemplos

Como hemos mencionado antes, para x = 1 (criba lineal) se tiene
B =2y A=2e". Gracias a (4.12), en el intervalo [2, 3]

o) ="ogs 1)y Fls) =2

S

Iterando se puede extender este rango de definicién (con férmulas
cada vez més complejas).

Como ejemplo ilustrativo cribemos en el conjunto

A={n*+1:n<X}
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De la férmula ( ) = (—1)(7’_1)/27 se tiene para p # 2

=1
p

[Apl = {n < X« pln® +1}] =

2X/p+0(1) sip=1(4)
0 sip=3(4)

Por tanto p(p) =2sip=1(4),y p(p) =0si p=3 (4). La criba es
consecuentemente lineal.

En general se tiene por el teorema chino de resto

p(pip2 - - pr) X
Ay o= PPIP2 PR oy
| Apps--pr| Dipa D (2")

C+1

Asi que siempre que D < X/log” ™" X estd asegurado (4.2).

La condiciéon s > 2 que se necesita para conseguir una cota in-
ferior no trivial lleva a que el mayor z aceptable es X 1/2=¢ con €
arbitrariamente pequeno. Con esta eleccion se tiene

X
S(A,z) > Co——= para X grande y cierta C. > 0.
log X

Los elementos de A estan acotados por X2 + 1 y como para € < 0'1
se cumple 5(1/2 —€) > 2, en estas condiciones, los elementos que
subsisten tras la criba tienen menos de 5 factores primos. Es decir,
hemos probado:

Hay infinitos niimeros de la forma n? 4+ 1 con a Io més cuatro
factores primos.

Veamos un ejemplo doble de Selberg que tiene gran interés tedrico.
Consideremos

AP — [ < 92X : Nn)=1} y AWPY —fn <92X : \(n)= -1}

donde A es la funcién de Liouville que vale 1 si el niimero de factores
primos (contando multiplicidades) es par y —1 si es impar.

Se tiene

[AF" = [{n < 2X/d : Md)A(n) = 1}] = % > (14 Ad)A(n)).
n<2X/d
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Se conoce por métodos de teoria analitica de nimeros que >, -y A(n) =

O(N/1og® N) para cualquier C' > 0, por tanto p(d) = 1 con un error
admisible, y la criba es lineal. Lo mismo se aplica a A™Par,

Segtin el teorema, salvo términos de error, S(AP, 2) y S(APar )
estan entre f(s)XV(z)y F(s)XV(z). Pero por otra parte, aplicando
las iteraciones de Buchstab directamente a S(APY, z) y S(AM™Par, 2),
desarrollando un proceso iterativo, se puede probar que para D = X
y cada s > 1

X

S(AP* 2) = f(s) XV (2) + O(logTX)
Y X
S(A™PAT ) = F(s) XV (2) + O(log72X)'

De aqui se pueden deducir dos consecuencias importantes:

e Si k=1, el teorema de criba es éptimo en el sentido de que los
términos principales no se pueden mejorar, ya que para AP y
AP g glcanzan.

e Los conjuntos AP y AMPAr gopn indistinguibles desde el punto
de vista de la criba (ya que |[AY"| y |AJ""™| son similares),
y sin embargo son bien distintos y S(AP¥, z) y S(A™Par )
tienen diferente asintdtica. Hay un limite tedrico para separar
con métodos de criba niimeros con una cantidad par o impar
de factores (fenémeno de paridad).
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4.7 Transparencias.
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Capitol 5

Gran garbell.

TERESA CRESPO.

5.1 La desigualtat de grans garbells

El gran garbell va ser inventat en un article curt per Yu V. Linnik
lany 1941 [L]. Encara que basat en principis molt diferents que els
metodes de garbell convencionals, el metode de gran garbell s’aplica
al problema de garbell usual, és a dir, és una eina per a estudiar
conjunts del tipus

(M, P,Q) ={m € M : m(modp) ¢, per a qualsevol p € P}.

FEls metodes de gran garbell sén més potents que els de garbell
combinatori quan el conjunt M esta contingut en un interval curt
i el nombre w(p) = |Q,| de classes residuals que s’excloen és gran
en comparacié al modul p. El nom de gran garbell fa justament
referencia al fet que el nombre de classes residuals que s’excloen és
gran. La desigualtat de grans garbells també té aplicacions fora de
la teoria de garbells.

La desigualtat de grans garbells acota el polinomi trigonometric

89
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S(a) = Zane(an)

on posem e(x) := €™ i A = (a,) sén nombres complexos en un
segment M < n < M 4+ N. Suposem ara que agafem punts a, que
siguin d-espaiats modul 1, és a dir ||a, — as|| > 0 sir # s, on ||z
indica la distancia de x a ’enter més proper. La desigualtat dels
grans garbells afima que

> 18(@)* < D(6,N) Y |an/®

on D(0, N) depen només de § i N. Més concretament, s’obté

5.1.1 Teorema. Per a qualsevol conjunt de punts d-espaiats o, €
R/Z i a, nombres complexos qualssevol amb M < m < M + N, on

1
0<d6< 3 1 N €s un enter positiu, tenim
YIS < @E T+ N =1 fanl”
T n

La desigualtat del teorema és la millor possible, va ser prova-
da independentment per A. Selberg i H. Montgomery-R.C. Vaughan
(1973). Amb valors no tant acurats per a D(d, N) es pot provar més
facilment la desigualtat (cf. [Gr]) i pot ser suficient per a moltes apli-
cacions. Per al teorema, Iwaniec [I6] déna la prova de Montgomery i
Vaughan que fa servir propietats de matrius hermitiques i d’operadors
en espais de Banach.

5.2 La desigualtat de grans garbells per a
caracters additius

En aplicacions de la desigualtat de grans garbells a la teoria de
nombres, s’agafa sovint els punts «, que siguin racionals a/q amb
1<q¢<Qi(a,q) =1. Aquests punts estan espaiats per § = Q 72, ja
que, si a/q # d’ /¢, tenim
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a ad aq' —d'q
l===l=l—1z= =+
q g qq
El teorema 5.1.1 déna

5.2.1 Teorema. Per a nombres complexos a, qualssevol amb M <
n< M+ N, on N és un enter positiu, tenim

> > IS(g)I2 <@+ N-1)) |an|*,

q<Q a(modq)

Si A = (ay) té suport contingut en una progressié aritmetica
n=1(modk) i (k,q) =1, podem fer un canvi de variables i obtenir

5.2.2 Corollari. Per a nombres complexos a,, qualssevol amb M <
n< M+ N, tenim

> DY ane(%)yzg(Q2+k*1N)Zyan|2.

q<Q a(modq) n=l(modk)

5.3 Equidistribucié entre classes residuals

Com a aplicaci6 del teorema 5.2.1 s’obté que un conjunt general d’en-
ters diferents entre ells M C (M, M + N] representa quasi totes les
classes residuals per a quasi tots els mdduls primers p < /N sempre
que M sigui gran. Més exactament, agafant per a A = (a,) la funcié
caracteristica del conjunt M, s’obté

dop > IX(pv)-p X <2NX (5.1)
p<VN  v(modp)

on X = |[M] és el nombre d’elements de M, X (p,v) és el nombre
d’elements m de M amb m = v mod p.
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Linnik aplica aquest resultat per evaluar el menor residu no quadratic

modp, és a dir el menor enter positiu ¢(p) tal que <q(p)> = —1.
p

Notem que ¢(p) és primer. Es conjectura que

Q(p) << p°

(és a dir ¢(p) < K(e)p®, on K(g) és un cert factor constant depenent
de €) per a qualsevol € > 0.

5.3.1 Teorema. (Linnik) El nombre de primers p < N tals que
q(p) > N°¢ esta acotat per una constant depenent de e.

La prova s’obté considerant el problema de garbell (M, P, Q) amb

M = {1,2,...,N}
P = {Pﬁm:<n>:1peratot n < N¢}
p

Q, = {vmodp: <;> =1}

i aplicant(5.1) amb X el nombre d’elements a

(M,P,Q)={1<m<N: (7;) = 1 per a qualsevol p € P}.

5.4 Generalitzacions

El teorema 5.1.1 es pot generalitzar agafant punts «,. en el tor T =
R™/Z™ o més encara considerant un Z-modul lliure A de rang m, el
seu dual A" = Hom(A,Z) i el tor Ty = A /A, on Ap = R®@ A (cf.
[Sel,2]). Si A € A, denotem per x) el caracter corresponent de Ty:

Xa(z) = exp(2mi(\, z)),x € Th = iR/A/.
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5.4.1 Teorema. Sigui A un Z-modul lliure de rang m 1 sigui Th
el tor dual. Escollim normes a A i AR. Ezisteix una constant
¢, depenent només de les normes escollides, tal que, si § > 0 i
T1, -+ ,xr € Tpa son d-espaiats, en el sentit que

lzi — ;|| > 9, per a toti# j,
i, st f €s una funcid complexa sobre Tp que és combinacid lineal de

caracters xx amb A € A en una bola de diametre < N, amb N > 1,
aleshores

D 1f(@a)? < esup(N, 6™ 115
=1

Observacions. 1) La norma x — ||z|| sobre Tp es defineix per pas al

quocient a partir de la norma sobre A]’R:

[2]] = infy—s |-

2) La L?-norma || f||2 de f relativa a la mesura de Haar dz amb
volum 1 és:

113 = [ 11@Pds = 3l

on f =3 ayxx.

Com a conseqiiencia del teorema 5.4.1 s’obtenen cotes per al nom-
bre de punts enters de varietats.

5.4.1 Varietats afins

Sigui K un cos de nombres de grau d i Ok ’anell d’enters de K. Per
a x € Ok, posem

| | = max, |oz|
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on ¢ recorre les immersions de K en C. Siguin n un enter > 1 i
= (zW, ... zM) € O%. Posem

| 2| = maxy<i<p | 2 |

Sigui N un enter > 1 i V una varietat algebraica irreductible de
dimensi6 n a ’espai aff A sobre K. Sigui V(X)) el nombre de punts
z €V ambz® € Ok i|z|< X. Suposem que el grau de V és > 2.

5.4.2 Teorema. V(X) = O(X®1/24(1ogX)7) amb ~ < 1.

5.4.2 Varietats projectives

Sobre l'espai projectiu Py sobre el cos K, sigui H l'altura stan-
dard normalitzada. Sigui V una varietat projectiva irreductible de
dimensi6 n a lespai projectiu Py. Sigui Vi (X) el nombre de punts
x € V(K) amb H(z) < X. Suposem que V no és una varietat lineal.

5.4.3 Teorema. Vi (X) = O(X"+1/24(log X)) amb v < 1.

5.5 La desigualtat de grans garbells per a
caracters multiplicatius

Donat un caracter multiplicatiu y(mod q), considerem la suma de
Gauss

=3 x(a)e(%)-

a(mod q)

Per a un caracter primitiu x(mod ), tenim

| 7(x) I’=q.

Si x no és primitiu i s és el conductor de y, posem g = rs.
Suposem que tenim (r, s) = 1. Denotem Y el caracter primitiu induit
per x. Tenim
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a(mod q)

b
on ¢r(n) = 3 pimodr) e(—n) és la suma de Ramanujan. En efecte,
r

per la identitat de Bézout, tenim a = bs + cr i

an * " bn cn
Za(modq) X<a)e(?) = Zb(modr) Zc(mods) X(bS + CT’)€(7 + ?)
« * bn cn
= Zb(modr) Zc(mods) X(CT)G(T)'B(?)

cn

= XS xl)el D)

- Y(n)Xs (T)CT (n)T(Xs)'

S

Ara, es compleix ¢,(1) = p(r), on p indica la funcié p de Mobius i,
per tant, per a n = 1, tenim

T = p(r)xs ()7 (xs)

i d’aqui

| 7(x) |°= MZ(T)S si (r,s) =1.

Donada una successié finita A = (a,) de nombres complexos,
denotem, per a qualsevol funcié aritmetica f: N — C

T(f) = Zanf(n)

En particular, si f(n) = e(an/q), aleshores T'(f) = S(a/q). Per (5.2),
obtenim

T(Xer) = Xo(r)(xs) ™" ) X(@)S()

a(mod q)

D’aqui per la ortogonalitat de caracters
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<Y 5 XY sy Y

x(modq)  a(modq) q<Q a(mod q)
Aplicant el teorema 5.2.1, obtenim

5.5.1 Teorema. Donats nombres complexos qualssevol a,, amb M <
n< M+ N, on N és un enter positiu, tenim

Y 5 X ITae) P @+ N =D fan
rs < Q 4 x(mod s) n

(r,s)=1

Aquest resultat és degut a Bombieri i Davenport. Amb r = 1,
obtenim

Yoo X < @+ND fan

9<Q 90 x(mod q)

, amb s = o + it, obtenim

Si posem G(s, x) = ¥ “"ijf")

2
DI @2+Nz’:§zj-

q<Q x(mod q)

Aquesta ultima desigualtat es fa servir en la prova del Teorema
de Chen.

TERESA CRESPO

DEPARTAMENT D’ALGEBRA I GEOMETRIA
UNIVERSITAT DE BARCELONA

08007 BARCELONA
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Capitol 6

El teorema de Chen

XAVIER XARLES

6.1 La conjectura de Goldbach (1742)

En una carta de Goldbach a Euler de I'any 1742, aquest va dir a
Euler que creia, després d’'unes quantes proves numeriques, que:

Tot nombre senar (> 5) és suma de tres nombres primers.

(el que ara es coneix com a la conjectura de Goldbach Ternaria).

Euler 1i respongué en una altra carta que potser era cert un re-
sultat més fort, i es que:

Tot nombre parell (> 2) és suma de dos nombres primers.

(o conjectura de Golbach Binaria).

A més d’aquesta conjectura, també es coneguda una altra conjec-
tura, anomenada dels primers bessons:

Hi ha infinits nombres primers p tals que p + 2 és primer.

Fem un repas rapid de que es coneix respecte aquestes conjectures.

97
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Chen (1966): Tot nombre parell prou gran és suma de un primer
i un quasiprimer (i.e. de P) [Ch].

Vinogradov (1937): Tot nombre senar prou gran és suma de
tres primers. Prou gran: > 10390 (aquest resultat es demostra
utilitzant el metode del cercle de Hardy i Littlewood) [Vi].

Ramaré (1999): Tot nombre és suma de com molt 7 primers
(que es demostra utilitzant la densitat de Schnirelman i afita-
cions per la densitat de la suma de dos primers) [Ram].

Deshouillers, Effinger, Te Riele and Zinoviev (1997): L’Hipotesis
de Riemann Generalitzada (GRH) implica que tot nombre senar
és suma de tres primers [DERZ].

6.2 Enunciat del teorema

L’objectiu d’aquest capitol és explicar algunes de les idees que hi ha
en la demostracié del famés teorema de J. Chen, provat 'any 1966.
De fet, Chen va anunciar el seu teorema 1’any 1966 pero no va publicar
la demostracié fins 'any 1973, aparentment per dificultats degudes a
la Revolucié Cultural a la Xina. Curiosament, va apareixer abans la
demostracié en el llibre de Halberstam i Richert [H-R] que l'article
“original” [Ch].

6.2.1 Teorema. (Chen 1966, 1973) Tot nombre parell suficientment
gran és suma d’un nombre primer ¢ un nombre que té com a molt dos
factors primers.

Concretament, si N és un nombre parell i

ra(N):=#{peP|p< N, N—-pecPy}

aleshores

N

r2(N) > C'S(N)m7

on el terme S(N) és la serie singular del problema:

o= 11 gp) 115

p>2 2<p|N
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C =0.0848
(Chen diu C' = 0.33).

Observem que la constant que apareix en ’enunciat:

By =2 H <1 - ) ~ 1.32045665

és I’anomenada constant dels nombres primers bessons.

De fet, en el mateix article Chen va demostrar també el segiient
resultat sobre la conjectura dels primers bessons.

6.2.2 Teorema. (Chen) Hi ha infinits primers p tals que p+2 € Pa.
Concretament, tenim que
N
EP|p<N,p+2€P}>C By,
{peP|p<N,p 2} 1o ()
on C'=1/31 ~ 0.0323.

Podem comparar aquest resultat amb el que un esperaria obtenir
(per exemple, utilitzant el metode del cercle (circle method) de Hardy
i Littlewood).

6.2.3 Conjectura (Goldbach, Hardy-Littlewood) Tot nombre parell
suficientment gran (> 2) és suma de dos nombres primers.

Concretament, si N és un nombre parell i

r(N)=t{peP|[p< N, N-pecP}

Bgﬂp_l ¥

2zpin P 2 log”(

aleshores

Podeu veure que la tunica diferencia, a part de que 'enunciat
hauria de ser valid per a sumes de primers i no per a sumes d’un
primer i un quasi-primer, és que la constant C hauria de valdre 1
asimptoticament.

Tenim també una fita superior que s’obté facilment del garbell de
Selberg:
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6.2.4 Teorema. Si N es un nombre parell (prou gran) i
r(N)=t{peP|p< N, N-peclP}

aleshores

N
log?(N)’
on el terme S(N) és la serie singular del problema:

sor=2T1 (1 g oe) T s

p>2 2<p|N

r(N) <8 -S(N)

6.3 Inici del garbell

Sigui NV un nombre parell. Considerem el conjunt A del qual anem a
intentar garbellar els nombres (quasi)-primers:

A:={N—-p|pe Pn,1<p<N},
on, com es usual, hem denotat

Py:={peP|(p,N)=1}.

Tenim aleshores que

A= () - () = s (140

ja que
w(N) = O(log(N))

(Exercici: Penseu en els nombres N de la forma 2-3-5- - - p,, producte
dels n-primers primers).

Fixem un z < N (de fet z < v N) i 'objectiu és garbellar de A
tots els nombres que sén divisibles per primers menors que z. Aixi

considerem
P(z) := H D
p<z,peP

S(A, P(z2)) == {a € A (a, P(2)) = 1}].
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6.3.1 Observacié. Si posem z = NY* i calculem S(A, P(z)), ens
queden essencialment els nombres de P,_1. O sigui que sén producte
de com a molt k — 1 nombres primers (pseudo-primes d’ordre k — 1).

Fl segiient conjunt a estudiar és

Aji={a€Ala=0 modd}={N-p|pePy,p=N modd}

Aix{ el nombre d’elements de A4 és aproximadament igual al nom-
bre de primers menors que N que sén congruents amb N modul d
(aproximadament ja que hem de treure els primers que divideixen a
N), i per tant

|Ag| = m(N;d, N) + O(w(N)) = QL@) + r(d)

on ¢(d) és la ¢ d’Euler, i r(d) es un cert terme d’error que fitarem
més endavant.

Aqui hem utilitzat que, si denotem com és usual per
m(x;d,a) :={peP|p=a mod d}

aleshores

m(x;d,a) = () + (x5 a,d)

¢(d)

sempre que (a,d) = 1, on §(z;a,d) és un cert terme d’error que hau-
rem d’afitar (per exemple utilitzant el teorema de Bombieri-Vinogradov).

Utilitzant aixi I'estrategia dels garbells ja estudiada, tindrem que
S(A,P(z)) ~ X V(2) + Error

on
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6.4 La serie singular

Anem primer a veure d’on surt el terme
1 p—1
sV =2] (1—2> Il =
s (p—1) 2o P2

que apareix a l’enunciat del teorema.

Observem que el terme principal que ens ha sortit abans (i.e.
X V(2)) és de la forma V(z)N/log(N), aixi que el que podem esperar
és que
V(z) ~ KS(N)/log(z)
per una certa constant K (que és la “prova” que el garbell “naif” no
ens podra funcionar de manera optima). Per a demostrar-ho sols cal
utilitzar el lema de Mertens.

6.4.1 Lema. Per a tot z < N tenim que

v =[] (1 - pil) :S(N)IZ; <1+0

p<z,(p,N)=1

(1og1N>) '

DEMOSTRACIO (Idea): Sigui

Veurem que

W(z) sippn P 2 log N
1 e 1
I ) (o)
s (p—1)2) logz log z
Tenim que

V(2) I < 1 >—1

e 1 B — =
W(z) 2<p<z,p|N p=1

Il
N
|
i
| | =
[a—
N————
L
N
|
=
| | =
—_
N———



6.5. El teorema de Bombieri-Vinogradov i el terme d’error 103

Ara be,
T (i- IR 11 p—1
p—1) p—2
2<p,p|N 2<p,p|N
1 1 8log(N)
1—— ) =140(——) (>1- =2
H ( p—l) +O(logN)<> N1/8
p>z,p|N

D’altre banda
o= I o) () I )
p>2 p>z p<z
i tenim que (Mertens)

11 (1 - zlo) -t <1 +o<10;2>>

p<z

H(1—p(pl_2)> :1+0(%) << 1+§>.

p>z

i que

El resultat s’obté ajuntant totes les fitacions anteriors. O

6.5 El teorema de Bombieri-Vinogradov i el
terme d’error

Recordem que volem fitar el terme d’error que farem al aplicar la
férmula

S(A,P(z)) ~ X V(2) + Error

o una féormula similar, on




104 Cap. 6 El teorema de Chen

Per a fer aixo el que ens interessa és fitar el terme d’error

0(x;a,d) = ;ZE:;; —7(x;d,a)

en valor absolut.

Ara bé, en general l'error que fem és massa gran i/o massa incon-
trolable, de manera que al sumar respecte d obtenim un error massa
gran. El que podem fer és fitar directament I'error al sumar tots els
d(x;a,d) per a un d prou petit respecte x. Aixd és justament el que
ens déna el teorema segiient.

6.5.1 Teorema. (Bombieri-Vinogradov) Per a tot A > 0 existeix
una constant B = B(A) tal que, si denotem per

1

D)= — 22
W= lognyp@
aleshores .
Z max(q,q)=1 |6(2; d, a)| <<W-

d<D(A)

De fet, tot i que no ho necessitarem per a res, hi ha fitacions
explicites d’aquest B(A) en funci6 de A. Bombieri demostra que
B(A) = 3A + 22 va bé, pero Vaughau ha demostrat que podem
prendre B(A) = A+ 5/2. També se sap que si és certa I'Hipotesis de
Riemann Generalitzada, aleshores podem prendre B = A + 1.

De fet, el resultat ideal seria poder tenir el teorema pero amb

20

D)= fogay®

per algun § > 1/2. El fet que només ho sabem per a § = 1/2 fa que
el limit del garbell que obtindrem no es suficient per a demostrar el
teorema directament (vegeu més endavant).

Fixem-nos que per a poder aplicar el teorema necessitarem sumar
només pels d’s prou petits. Per altre banda, donat que el terme
principal que tindrem ha de ser de la forma N/(log N)?2, voldrem que
el terme d’error sigui més petit que aixo, per exemple de la forma
N/(log N)3,i.e. A =3 en el teorema, i per tant B = 6 ens anira bé.



6.6. Densitat del garbell 105

6.6 Densitat del garbell

Anem a veure que efectivament estem en un cas de garbell lineal. Cal
veure aixi el segiient lema.

6.6.1 Lema. Sigui N un nombre parell fixat. Aleshores, per a tot
w > 2 1 per a tot z > w tenim que

M (-55) <2 (o)

w<p<z,pePn

DEMOSTRACIO: Observem primer que

I (-55) - 55 I 0

w<p<z w<p<z w<p<z

L’ avantatge d’escriure-ho aixi és que el primer producte esta fitat
(de manera absoluta) i tendeix a 1, mentre que el segon producte el
podem fitar superiorment fent servir el lema de Mertens.

En efecte, tenim per Mertens que, si 2 < w < z

[0 (1-5) <i2 (1on)

w<p<z

D’altre banda, el producte

HM:H <”p<pl—2>> <1l (”nml—m) =

wp wp wn

esta fitat per una constant que tendeix a 1 quan w augmenta. El
resultat és immediat a partir d’aqui. O

6.7 Fitacié inferior de S(A, P(z))

Primer comencem posant una aplicacié directe del teorema de Jurkart-
Richert.

<2
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6.7.1 Proposicié. Sigui D > 22 i
log(D)

* Tog(2)

Aleshores

(F(s)+e)V(2) X+ R>S(A,P(2)) > (f(s)+e)V(2)X — R

R= ) [l

d<D,d|P(z)

on

1€ — 0 quan D — oo.

Ara, donat k i z = NY¥ el que volem es poder trobar s com més
gran millor (f(s) és creixent) de manera que el terme d’error estigui
controlat per Bombieri-Vinogradov i sigui fitat per N/(log N)3.

Recordem que

r(d) =n(N;d,N) — 7;(@7)) + O(log N) =6(N;d,N) + O(log N)

(I"altim terme prové del teorema dels nombres primers). Aix{ el que
volem és que
N
R= > [r(d)|~> 6(N;d,N)| < 7
log(N)
d<D,d|P(z) d<D
i per tant el que hem de prendre és
N1/2 N
D=D(3):=
®) (log N)B®G) < log(N)3
per una certa constant B(3) (e.g. B(3) = 6).

Aixi, si posem z = NY/* i D = D(3) tenim que

logD k
= =—-—kB(3
s log 2z 2 (3)

loglog N
logN ’
i per tant augmentant N suficientment podem acostar-nos a k/2 tant
com volem. Observem que només obtindrem alguna fita inferior pos-
itiva si s > 2 (ja que f(2) = 0), i per tant si k£ > 4. Aixi podem
deduir, posant £k = 5 i utilitzant que si 2 < s < 4 aleshores
2¢7 log(s — 1)
flo) = 2B
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el segiient primer resultat.

6.7.2 Corollari. Si N és un nombre parell prou gran, aleshores N
es pot expressar com la suma d’un mombre primer més un nombre
que és com a molt producte de 4 primers (i.e. de Py). Concretament
tenim que

{peP|p< N, N—pecPy}|>S(A, PN >

<5e7 f(Z)) ‘s*(zv)log(]jv)2 > .57788(N)10g(]\][\7)2

Més endavant utilitzarem el cas k = 8 i per tant, utilitzant que

€7 log(3)

r) ==

6.7.3 Corollari. Si z = NY8, aleshores per a N prou gran tenim
que

2 log(N) V()

N
log(NV)2

S(A, P(2)) > (M’g(?’) + O(e)> N

> (741og(3)) S(N)

6.8 L’estrategia de Chen

Com hem vist, el problema d’aplicar el garbell de la manera com ho
hem fet és que, si ho apliquem a N1/% amb k massa petit (voldriem
k = 3 per obtenir el teorema de Chen, o bé k = 2 per a obtenir la
conjectura de Goldbach), la fita inferior que obtenim és negativa, i
per tant no ens serveix de res.

El problema és que, si bé és cert que tot nombre no divisible per
a cap primer menor que la seva arrel k-eéssima és automaticament
producte de com a molt (k — 1)-primers, no tots els nombres de Pj_4
sén d’aquesta forma.

Dit d’una altre manera, no estem considerant nombres que de fet
ens podrien anar bé per al nostre teorema.
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La idea és considerar els nombres que no sén divisibles per cap
nombre menor que N1/k (k = 8 ens anira bé, tot i que el Chen ho
fa amb k£ = 10), i després anar traient d’aqui d’una altra manera els
nombres que no sén producte de dos nombres primers.

El que farem és considerar el seglient: comptarem els nombres
primers p < N, amb (p, N) =1, tals que N —p

1. no és divisible per a cap nombre menor que N/3 (i per tant és
com a molt producte de dos nombres primers), o

2. és divisible per un dnic nombre primer p;, amb N8 < p; <
N1/3_ 1 per tant N — p = pym, amb m no divisible per a cap
nombre primer menor que N3, i a més m és primer.

Us preguntareu, com podem comptar aixo realment? Aqui és on
es veu (en el meu entendre) el geni de Chen; el que fem és agafar
la fita inferior que hem calculat abans en el cas z = N8, i ara li
restem cotes superiors de certs conjunts que podem fitar utilitzant
els metodes anterior de garbells.

Anem a passos: Considerem primer la segiient suma: si z = N/8,

SAPE) -5 Y S(A, P())

N1/8<p;<N'/3 p1ePy

Aqui el que estem contant sén els nombres primers p tals que N — p
no és divisible per cap nombre primer menor que z pero amb un cert
pes (que pot ser i de fet sera en molts casos negatiu). Concretament,
estem sumant

1. 1si N —p no és divisible per cap nombre primer més petit que
N3,

2. 1/2 si N —p és divisible per exactament un nombre primer més
petit que N3 i més gran que N/8.

3. 0si N —p és divisible per exactament dos nombres primers més
petits que N'/3 i més grans que N1/5.

4. —1/2 si N — p és divisible per exactament tres nombres primers
més petits que N1/3 | més grans que N1/8,
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5. 1 en general (2 —r)/2 si N — p és divisible per exactament r
nombres primers més petits que N'/3 i més grans que N1/8
(com a molt r valdra 7).

Si aquesta suma és > 0 aleshores :

e N =p+ Py amb pes 1, o bé
e N =p-+pym amb pes 1/2, on

_ N1/8 <p < N1/3

— m no divisible per a cap primer < N3 (per tant m € Py).
Ara només ens faltara treure (amb pes 1/2) els casos en que el m
anterior no és primer.
Observem que si m = paps, aleshores

N—-p N

p1

1

N\ 2

Né<p2<<> .
P

El que fem es considerar el conjunt

p% < p2p3 =

i per tant que

N8 <p < N3 <py <ps,
B:={N —pipaps |
p1p2p3s < N, (p1p2p3, N) =1

i intentem fitar el nombre de primers que hi ha a B; per exemple
prenen la suma S(B, P(y)), on y = N/3:

Primers(B) < S(B, P(y)) +y = S(B, P(y)) + N/3.

(aquest tdltim terme l'ignorarem doncs quedara incorporat a ’error
fet, ja que sera més petit que l’error).

Observem que el que hem fet ha estat intercanviar els papers de
p i de pipops. Enlloc de calcular els nombres de la forma N — p
d’una certa forma, el que fem és calcular els nombres de la forma
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N — p1paps no divisibles per cap primer menor que y. Aquest “inter-
canvi” (switch) és el nucli de la demostracio, i la seva gracia és que B
té el mateix ordre que A pero és molt més petit. De fet

B ~ Const.|A|

on
Const. = 0.3631

Ara tenim que la segiient suma ens afita inferiorment el que volem
comptar en el teorema: Si denotem per z = N/ i per y = N1/3,

SAPE) -5 S S(2) — 3B PW) —y

2<p1<y,p1€PN

La part més dificil de la demostracié sera la fitacié superior de
S(B, P(y))-

6.9 Fitaci6 superior de > _ _, p S(A4,, P(2))

El nostre objectiu ara es trobar una fitacié superior del terme
> S(Ap,, P(2))
N1/8<p1<N/3 p1ePy

de manera que no sigui massa gran (comparada amb la fitaci6 inferior
que em donat abans del terme S(A, P(2))).

6.9.1 Teorema. Si z = N8 jy= N3 aleshores

3 S(Aq,p(z))<(€”;g6 e> N v,

2<q<y,q€Pn

log N

El que hem de fer es aplicar el teorema de Jurkat-Richert pero
ara buscant una fita superior. Com abans prenem

S(Ay, z) < Constant|Aq|V (2) + Error

on la constant i el terme d’error els hem de buscar de manera Optima.
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2<q<y,qEPN

El terme d’error en qiiestié vindra donat per una suma respecte

d’s petits (coprimers amb tots els primers menors que z, z petit) de
44| 4]
rq(d) = |(Ag)al — = |Agdl — =

(on hem utilitzat que (¢,d) =1 ja que z < q)

= (11~ ) * (Gt ~ o) =

i per definici6 de r(d) d’abans

e 1@
= r(qd) od)

Aixi, podrem aplicar el teorema de Bombieri-Vinogradov prenen

D) NP
q - q T (log N)B(4)

(per tal de tenir error de la forma N/log(N)*), on si voleu podeu
prendre B(4) =4+3=717.

El teorema de Jurkat-Richert ens diu aleshores que

S(Ag, 2) < (F(sq) +O(€))[Ag|V(2) + Ry
on
__log D,
%= log z
i
1

Roy= Y @< Y Irladl+Ir@l Y o)

d<Dyg,d|P(z) d<Dg,d|P(z) d<Dg,d|P(z)

Abans de comencar a estimar el error, observem que nosaltres
volem calcular una fita superior de una suma de S(Ay, z), i no d'un
de sol. Aixi els posem tots junts i veiem que es el que volem calcular:

Yoo S(AGPR) < D (Flsg) +0(e)|AV(2)

2<q<y,q€Pn 2<q<y,q€Pn
+ Y R

2<q<y,q€Pn
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Primer el terme d’error:

. Rg<

2<q<y,q€Pn

< > Yoo orlad+ Y Il Y qﬁ(ld)s

2<q<y ,q€ Py d<D/q,d|P(z) 2<q<y,q€EPN d<D/q,d|P(2)
> o+ Y bl Y o<
d'<D,d|P(z) 2<q<y.,qEPN d<N1/2
N N N
log N)4 * (log N) (log N)3
on hem utilitzat Bombieri-Vinogradov a dues de les sumes i que y <
N'/3 < D en la segona si N és prou gran, ja que

<7 clog N <

N1/2
(log V)2

i hem utilitzat que (exercici!)

1

d<N

Ara estimem el terme principal:

, . log(D/g) _ N'"2/q () loslos NV
q' log z log N log N

Com que N'/® = 2z < g < y = N'/3, tenim que

4 N1/2
4 _q /q

3
3 logN —

iaixi 1 < s4 < 3. Pero justament per aquests valors de s sabem que
el valor de F'(s) és

2e7 eV log(N) log log N
F(s,) = = = .
(54) sq  4log(NY2/q) ( log N )
D’altre banda
N
Ayl = (N3¢, N)+O(log N) = ——— (1 Nig,N).
4] = 7(¥: 0, N+ 0(1og ) = 5o (140G 10 ) +0(Via, )
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2<q<y,qEPN

Aixi tenim que

eE'N 1
> (Fl) 0@l = Y _
z2<q<y,q€Pn 4 2<q<y ,qEPN ¢(q) log(N / /Q)
N
O(logN)

gracies a aplicar el teorema de Bombieri-Vinagrodov de nou pels ter-
mes

> 6(N;q,N)=0( ol

—3)
z2<q<y,q€PN (log V)
(i a altres termes que es pot veure queden dins el terme d’error).

Ara ens cal calcular

1 1 1
2 ey < 2 sy TGN

z2<q<y.q€Pn 2<q<y

que és un calcul bastant estandard, utilitzant que

1 1
Z — =loglogt+ B + O(E)
p<t

per una certa constant B. En efecte tenim que (I’error es pot ignorar)

Z 1 /y dloglogt _/y dt B
qlog(N'/2/q) ~ J. log(N'/2/t) — J. tlog(t)log(N/2/t)

2<q<y

i fent el canvi t = N és igual a

/1/3  2log6
logN 178 o 2 —a) logN’

En resum:

S (Flon) + OWNIAIV () + O ) < S 5B )

2<q<y,q€EPN

Com a conseqiiéncia tenim aixi que
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6.9.2 Corollari. Si N és un nombre parell prou gran, aleshores N
es pot expressar com la suma d’un nombre primer més un nombre
que és com a molt producte de 3 primers (i.e. de Ps). Concretament
tenim que

{peP|p< N, N-pePs}|>

SSAPNY) — Y S(AL PNV >
N1/8§q<N1/3 7qepN

e’log3  1€e7logh6 NV (NY8)
2 2 2 log(N)

log3 log6 N
>8( 5 T 4 +e>S(N)log(N)2>
N
811
> 0.81 S(N)log(N)Q

6.10 La mida de B

6.10.1 Lema.
N N
=b O —F—
8=ty +© ()
on
b = // (aB) 11— a—B) " tdads = ﬁg k)j((f:z?)da
t<a<i<p ’
a+28<1
= 0.3631

DEMOSTRACIO: Recordem que

N8 <py < N3 < py <p3,
B:=({ N —pipaps3 |
pip2ps < N, (pipaps, N) =1
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Denotem z = NY/8 iy = N1/3._ Aix{ tenim que

|B| < > 1< > ﬂ(mﬁz)

z2<p1 <y<p2<ps3 z2<p1 <y<po
p1p2p3 < N pip3 < N

Aplicant el teorema dels nombres primers tenim que aquesta ultima
suma esta fitada per (amb un cert error, que ignoraré)

N N\ !
< g —log <>
p1p2 p1p2
2<p1 <y<p
pip3 < N

_NZ S 1N)

Z<P1<y y<p2<(N/p1)1/2 p2 log(plm

Ara el que cal es estimar aquestes sumes utilitzant que
1 1

Z — =loglogt+ B + O(Z)

p<t p

per una certa constant B. Per exemple, per a la suma interior tenim
que

1 /(N/pl)”2 .
—_— ————dloglogt
)y log(:%7)

N
y<p2<(N/p1)'/? b2 log(m

I substituint aixo en la suma global tenim que és aproximadament
igual a

N1/3 (N/u)1/2
~ N / — v~ dloglogtdloglogu
Yy log(

N1/8 ut

Finalment el canvi t = N® i u = N ens déna que aquesta tltima

10gN/ / fifiﬁ_ B)

integral és igual a
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6.11 Fitacié superior de S(B, P(y))

Bé, per acabar de demostrar el teorema el que volem es trobar una
fitacié per sobre del terme S(B, P(y)) que no sigui gaire gran, de
manera que juntament amb els altres encara ens surti un nombre
positiu. El que veurem és el segiient resultat:

6.11.1 Teorema.

be” NV (z) N
(B, Py)) < <2+6) log N + ((logN)3)

on b és la constant del lema anterior, b = 0.3631.

De fet, per a demostrar aix0 només ens cal veure que:

N

e
S(B,P(y)) < (2 + e) |B|V(z) + O(W)

ja que abans hem calculat el cardinal de B.

El terme principal és facil: Prenem per un cert A

N1/2
~ (log V)4
i tenim
S(B,P(y)) < (F(s)+¢)|B|V(y) + Error
o logD 3 loglog N
5= loggy =3 (%) e [1,3]
ja que y = N3, Aix{
F(s) ="+ O(IOiz)fVN)
i per tant
S(B,P(y)) < <4? + 6) |B|V (y)+Error = <e; + €> |B|V (2)+Error

utilitzant que

V) =V (124 0l ) =V (540l )
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4e7 3 _ e’

38 2
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El problema és la fitacié del error; i és que no podem aplicar
el teorema de Bombieri-Vinogradov. Veure que el terme d’error és
el que toca ens portaria massa lluny i ho deixarem per una altra
ocasié. Només us diré que s’ha d’aplicar en un moment donat la
teoria del gran Garbell, que s’ha de fer un estudi delicat utilitzant
certs caracters de Dirichlet, etc. Si ho voleu veure podeu mirar o bé

el llibre [H-R] o be el llibre [Nat].

6.12 El pas final

Posem tot el que tenim junt:

{peP|p< N, N-—-peP} >

SAPE) -3 Y S(A.2) - 1S(B.PW) >

2<p1<y,p1EPN

<e7 log(3) 1evlog6 1be” > N

2 2 2 2 2 log(N)
o (log(3) log6 b N
=8 ( >~ 4 1t SWioe

> 0.08485(1\7)W

si N és gran. I per tant hem demostrat el teorema.

X. XARLES

DEPARTAMENT DE MATEMATIQUES
Epirict C,

UNIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELONA
08193 BELLATERRA, BARCELONA,

xarles@mat.uab.es
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Capitol 7

Término de error en la
criba lineal.

JORGE JIMENEZ.

7.1 Preliminares.

Por el Teorema de Jurkat-Richert, Teorema 4.5.1 del Capitulo 4, sabe-
mos que

XV(2)(f(s) +O(A) + R~ < S(A,2) < XV (2)(F(s) + O(A) + RT,

donde R = R(A, P,A%) es el término de error, para cierto A ex-
plicito en términos de las hipotesis de dimensiéon de criba y el nivel.
De hecho sabemos que las funciones f(s) y F(s) son 6ptimas de-
bido a los ejemplos extremales de Selberg. Sin embargo, todavia se
puede mejorar el resultado agrandando D, lo que nos permitira hacer
mayor z a la vez que mantenemos s > 2. Recuérdese que a mayor
z, menor es el numero de factores primos en los elementos contados
en S(A,z). Este esquema se puede llevar a cabo siempre y cuando
sepamos controlar el error, R(A, P,A*) para D grandes.

119
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En general para estimar el error se utilizan cotas del estilo

R(A, P, A) <> 4" Dr(4,d),
d<D

para alguna constante . Es claro que este tipo de férmulas no nos
permite tomar D mayor que X, ya que es imposible controlar in-
dividualmente el término de error r(A, d) para enteros mas grandes
que el nimero de elementos del conjunto. Obsérvese que, en ese
caso, en general no habrd multiplos de d en el conjunto, o como
mucho habrd uno lo cual harfa r(A,d) = 0 6 1 tan grande como
el término principal. Por tanto necesitamos dar cotas directamente
de R(A,P,A) = ) ,.pA(d)r(A,d), midiendo la cancelacién que se
produce al sumar términos de signo, en principio, aleatorio. En este
sentido es interesante observar como los ejemplos de Selberg producen
sucesiones sesgadas, en cuyos errores individuales predomina un sig-
no determinado. Concretamente, si A es la sucesion de enteros con
un nimero par de factores primos, se tiene, para ciertos rangos de M
y d en funcién de X,

2r(A,d) = A(d) Y A(m) — {X/d}.

m<M

Eligiendo M tal que ), 5, A(m) # 0, es facil ver que el producto
Md)r(A,d) tiene signo constante para cualquier d que cumpla la

desigualdad A(d) )", -5; A(m) < 0. En conjuntos generales este tipo
de desviacién en el signo no se produce, lo cual nos permitira aco-
tar mejor el error y asi ganar en el tamano de los niveles de criba
aceptables. El estudio del signo sera posible gracias al caracter mul-
tiplicativo del término de error. Concretamente probaremos que éste,

para las funciones de criba lineal, se puede escribir, para cada pareja
MN = D, como

R(A,P,A) ~ Z ambpr(A, mn), (7.1)
m < M
n<N

para algunos |a,,| < 1,|b,| < 1. El significado explicito del simbolo
~ aparecera en el enunciado del Teorema 7.3.7 en la dltima pagina
del capitulo.
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Es interesante observar que, en el caso de la criba de Selberg, el
término de error viene dado por el Teorema 2.1.1 que es del tipo (7.1)
de manera inmediata. Sin embargo hay que senalar que, en ese caso,
el método no cuenta con la flexibilidad que se obtiene de (7.1) en los
pardmetros M y N, ya que M = N = /D.

7.2 Meétodos analiticos.

Una vez obtenida la férmula (7.1), la estimacién del error se obtiene
gracias a métodos en Teoria Analitica de Numeros. En el caso del
Teorema de Chen, (Ver Capitulo 6 y [H-R]), aparecen los polinomios
de Dirichlet y las desigualdades de gran criba, vistas en el Capitulo
5. En el siguiente ejemplo se puede observar como entra en juego la
transformada de Fourier y las estimaciones de sumas exponenciales.
Sea A=[Y — X,Y)NZ. Denotando por

1/2 —{t} Sit no es entero
o (120
0 resto,

podemos escribir |A4| como

[Ad = 55+ 9(V/d) = (= X)/d).

Teniendo en cuenta la transformada de Fourier de la funcién 1,

v() = lehzﬂ A5

y la férmula (7.1), el término de error quedard como suma de dos

series del estilo
Z ambn Z cpe(hf(mn)).

<M h+£0
‘neN 7

Aproximando por una funcién suficientemente suave podemos cam-
biar el orden de sumacién para obtener

D lenll D ambae(hf(mn))|.

<M
RO TN
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Aplicando a la dltima suma, S(h, M,N) = > amnbpe(hf(mn)), la
m<M
n<N

desigualdad de Cauchy-Schwartz se obtiene

[S(h, MNP < Y Haml® Y | D7 bae(hf (mn))2.

m<M m<M n<N

La aportacién principal vendra del término diagonal n; = ne que se
acota trivialmente por M2N. Por tanto |S(h, M,N)| < M\V/N < D
con lo que se puede considerar un nivel mayor en funcién de X.
Para acotar los términos no diagonales se utilizan lemas tipo Van der
Corput o estimaciones de Weyl de sumas de Kloosterman.

Existen casos en los que ninguno de los dos métodos anteriores se
puede aplicar. En este caso un tercer método, el método de dispersion
de Linnik, puede ser que nos de los resultados deseados. Este método
es el que utiliza Iwaniec en el articulo [I5] en el que estudia, entre
otros, el conjunto n? + 1 y que serd objeto del siguiente capitulo.

7.3 Forma bilineal del término de error.

En esta seccién vamos a obtener la férmula (7.1) para el término de
error cometido con la funcién superior de criba de Rosser-Iwaniec
en el caso lineal. La férmula para la funcién inferior se obtiene de
manera analoga.

Es necesario recordar que, en este caso, la funcién superior de
criba viene dada como composicién de dos cribas, una A; de nivel D*
para cribar los primos pequenios, concretamente sobre P(w) tal que

11223 =ec lloge™!, y laotra A*, de nivel D, en P(z,w) = [Tu<p<. P
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definida mediante la férmula

Md=pd)) >, v P ), (7.2)

n2>1pi-pn=d
donde ¥ vale 1 si
pL>>py Yy PpL-e ~pmp,2n < D para todo m impar, (7.3)

y cero en otro caso. Es importante observar que la suma en (7.2)
es en realidad una suma finita hasta v = e 'loge™! ya que w" <

log D
p1-Pn < D conlo que n < lgiw:y.

La forma bilineal aparece relacionada con la siguiente definicién.

7.3.1 Definicién. Una funcién aritmética f(d) se dice que es bien
factorizable de nivel D si para cada pareja M > 1, N > 1 tal que
MN = D, existen funciones |g(m)| < 1, |h(n)| < 1 con soporte en
[1,M] y [1, N] respectivamente, y tal que f(d) =), ..._,9(m)h(n) =
g *h.

En este sentido, nuestro objetivo es demostrar que A = M AT es
una funcién bien factorizable. El siguiente lema es inmediato.

7.3.2 Lema. Sea f = g * h con h bien factorizable de nivel D y
lg(c)] <1, g(c¢) = 0 para todo ¢ > C'y para algin C' < D. Entonces
f es bien factorizable de nivel C'D.

Asi pues, para obtener el resultado, es suficiente demostrar que la
funcién AT es bien factorizable. Que una funcién aritmética sea bien
factorizable quiere decir que, en algun sentido, la funcién tiene un
caracter multiplicativo, es decir, se comporta de manera independi-
ente en cada uno de los factores primos. Asi pues, el primer paso que
daremos para obtener una representacién en el sentido de la defini-
cién serd separar cada uno de los factores primos que aparecen en
(7.2) en funcién de su tamano. Para ello sea b = (by,...,b,) tal que
b; =1,2,4,... recorre, de manera independiente, las potencias de 2.
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Entonces
() = u(d) Y ) > (P, pn)-
SO pyp,=d
bi < pi < 2b;
Es facil ver que (7.3) implica
by > -+ > by, (7.4)
y
b1 - bonbm < D, (7.5)

para todo m. Efectivamente si by > by, entonces por ser potencias
de 2 se tiene py > bs > 2b; > p1 lo cual es imposible. Por otro lado
(7.4) es consecuencia directa de (7.3). Por tanto, cualquier vector de
potencias de 2 que aparece en la suma pertenece al conjunto B" =
{b : que cumplen (7.4) y (7.5)}. Es facil dar la cota |B"| < (log D)"
para el conjunto teniendo en cuenta que 2F = b; < p; < D.

Que la funcién AT sea bien factorizable es, de alguna manera,
consecuencia del caracter multiplicativo del conjunto B"™.

7.3.3 Lema. Sea D = D1D5 con D1 > 1, Dy > 1. Para todo b € B"
existe una particion b = (by,ba) tal que ||b;|| < D;, parai = 1,2
donde |[b|| = by - - by,

La demostracion, por induccién, es consecuencia inmediata de

(7.5), (ver [16]).

Una vez separados cada factor, dividimos la condicién conjunta
(7.3), en condiciones independientes para cada primo gracias al sigu-
iente método de separaciéon de variables, que recogemos en forma de
dos lemas.

7.3.4 Lema. Sea x > 1. Existe una funcién ¢(t) tal que

/ lg(t)|dt < log 6z,

—00
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y tal que se cumple para todo entero positivo |

o0 . 1 sil<z
"t = -
/oo 9() {O resto.

Demostracion. Sea f(u) = min{u, 1,[z] +1 —u} siu € [0,[z] +1] y
f(u) = 0 en el resto, y G(s) su transformada de Mellin. Entonces,
integrando por partes

G(S) = f()oO f(u)usfldu = %fol widu — 1 f[[x—&-l]

- s(si—l) (1 + [x]erl - [.I' + 1]s+1) )

de donde se obtiene

|G(s)] < min{1 +logz, 2 2(z+1) }

[sl” Is(s +1)]

El resultado se deduce integrando |g(t)| = |G(it)| en cada uno de los
intervalos [0, 1), [1,z), [z, c0) por separado.

7.3.5 Lema. Sea y > 1. Existe una funcién h(t) tal que
o0
/ |h(t)|dt < log 6y,
—00
y tal que se cumple para todo par de enteros positivos m,n <y

/oo h(t)(m/n)it _ {1 sim<mn

o 0 resto.

La demostracion es analoga a la del Lema 7.3.4 teniendo en cuenta
que cualquier pareja de racionales de denominador menor que y estan
separados, como poco, por 1/42, (ver [16]).

Escogiendo = D en el Lema 7.3.4 ¢ y = v/D en el Lema 7.3.5,

podemos escribir
Pi+1 *
U (pry ... pn) = H / < pmpa,) L dt H / ( +)
- 1<i<n

1<m<n
m impar
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Obsérvese que d es libre de cuadrados, con lo que se da la de-
sigualdad estricta en el Lema 7.3.5. Basta ahora hacer un cambio de
variable lineal para obtener

Pt =/ ety ty)pt e piindty - dtn,
para alguna ¢ tal que

/ o*|dt < (log D)>"
RR™

teniendo en cuenta los Lemas 7.3.4 y 7.3.5, y el hecho de que aparecen
menos de %n integrales en 9. De esta forma se tiene

ZZ/ (O Aalb, )t

n<v B7

con ;
Aa(b, 1) = p(d) > pit - pi,
pre--pn=d
b < (pl,...,pn) <2b
Es facil ver que A\g(b,t) < nly Ag(b,t) = 0 si d > 2"[[b||]. Ambas

propiedades nos permiten demostrar el siguiente resultado.

7.3.6 Lema. Para todo b € B", t € R", L 7\;(b,t) es una funcién
bien factorizable de nivel 4" D.

Demostracion. Supongamos 4"D = MN con M > N > 1 y supon-
gamos, en primer lugar, N > 2". Sean Dy = 27"M, Dy = 27" N.
Por el Lema 7.3.3 sabemos que b = (by, bg) tal que ||b;|| < D;. Para
este par de vectores es facil ver que

1 l!
EAd(bat) — Z l')‘dl(blytl) )\dg(527t2)
dideo=d

ya que, a cada orden de p; - - - p,, = d contado en A4(b, t), le correspon-
den dos divisores di, do de d, y viceversa. Por otro lado, si by tiene [
componentes, entonces Tl!Adl(bl, t1)| <1 por definicién, mientras que

Ad, (b2, n
[y (02 )] = | C25 | < 1/() < 1.
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Por ultimo para todo d; > M = 2"D; > 2"||b1]| Ag, = 0 por
definicién, siendo andlogo el caso do > N, lo cual termina la de-
mostracién en el caso N > 2. Si N < 2" entonces M > 2"D y la
convolucién trivial

1 1
() = > a0 D> p(k)
dide=d k|dso

demuestra el resultado.

Asi pues, los Lemas 7.3.2 y 7.3.6 nos permiten escribir el término
de error como

R(APAY) = > M) Y Md)Tr(A cd) = ZZ/ b, t)dt,

c|P(w) d|P(z,w) n<v Bm

bt—V'Z

d|P(z)

donde

para alguna p bien factorizable de nivel 4” D¢, Por tanto, teniendo
en cuenta que |A\g(b,t)| < |Ag(b,0)|, podemos escoger la peor de las p
involucradas en la férmula para obtener

7.3.7 Teorema. Sea ¢ < ¢ !0, v = ¢~ 1loge™ 1.
MN = D se tiene

RA,PA) < wlogD™| S awbur(A,mn)],

m< Mn<N
mn|P

Para cada pareja

para algunos |am,| <1, [by| < 1.

J. JIMENEZ URROZ

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA IV
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jjimenezC@ma4.upc.edu
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Capitol 8

Casiprimos representados
por polinomios
cuadraticos.

ADRIAN UBIS

8.1 Introduccion

El teorema de Dirichlet asegura que cualquier polinomio de grado
uno con coeficientes en Z coprimos representa infinitos primos. Na-
da similar se conoce para un polinomio de grado superior. Si G
es un polinomio con coeficientes en Z irreducible sobre QQ y sobre
[F, para todo primo p, argumentando de manera probabilistica po-
driamos conjeturar que, (ver [Sc-Si] y [Ba-Ho]),

X

{n <z :G(n) primo }| ~ FGlog:c

donde I'¢ = (deg G) ! [I,(1—p(p)/p)(1— 1/p)~L, p(p) el nimero de
soluciones de la ecuacién G(n) = 0 en [,

Una posible aproximacién al problema es ver que G(n) toma in-
tos v , . . )
finitos valores en P, (conjunto de numeros con a lo més r factores
primos). En esta direccién vamos a ver el siguiente resultado [I5]

129
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8.1.1 Teorema. Sea G(n) = an? + bn + ¢ un polinomio irreducible
sobre Q y sobre IF,, para todo p primo, con a > 0. Entonces, para x
suficientemente grande se cumple que

1 T
<zx: — .
{n <z:G(n) e P} > 77FGlogaz

Por simplicidad vamos a realizar la exposicién para el caso G(n) =
n?+1. Estamos en el contexto de la criba lineal, de hecho p(q) = 1+
x4(q) (donde x4 es el cardcter no trivial médulo 4) para ¢ primo y en
general p(n) = [],,,(1+xa(p)) = Xy, xa(d)p?(d) (41 n), p(4n) = 0.
La cota trivial p(n) < r(n) (donde r(n) es el nimero de puntos de
coordenadas enteras en la circunferencia centrada en el cero de radio
n'/2) muestra que un nivel de criba posible es D = o(z/logz). De
hecho podemos ver que manteniendo el error habitual R(A; D), el
maximo nivel posible es D = x, porque si D > x

YA d =) pd)d! > .
d=xD d=<D

Esto nos permite probar el Teorema 8.1.1 para P, directamente y
para P3 usando pesos (ver seccién 4), pero el caso P» es inalcanzable.

8.2 Forma bilineal para el término de error

La forma usual de tratar el término de error

> oar(4,d) (8.1)

d<D,d|P(z)

en los métodos de criba era simplemente poniendo valores absolutos,
es decir acotarla por

S lodir(4, ).

d<D,d|P(z)

Esto era debido a que, aun teniendo cierto control sobre r(A, d), los
coeficientes gg van a depender de la funcion p de Mobius la cual no
sabemos controlar. El primer intento de superar estas dificultades al
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menos en promedio se debe a C. Hooley [Hol], [Ho2]. La idea es que
si estamos cribando sobre varios conjuntos Ai, Ao, ... A; a la vez, el
término de error conjunto serd

Z QdZT(Ak; d)
d k

De esta forma, si tenemos cierta informacién sobre los Ay podemos
obtener cancelacién en la suma interior sin necesitar conocimiento de
04. Asi, considerando como Ay la progresién aritmética de mddulo
k y resto a fijo, Hooley mejoré la constante en el teorema de Brun-
Tichsmarsh para casi todo x1/? < k< gle (usando la criba de
Selberg).

Pero el primer matematico en aprovechar la estructura especifica
de los coeficientes pg fue Y. Motohashi [ Mo], mejorando la constante
del teorema de Brun-Tichmarsh esta vez para todo moédulo k en el
rango 1 < ¢ < 2%/7. De forma explicita, lo que hizo fue expresar el
término de error en la criba de Selberg mediante funciones generatri-
ces, consiguiendo cancelacion a través de desigualdades de tipo gran
criba para sumas con caracteres.

Lo que Iwaniec supo ver es que la informacion usada por Moto-
hashi sobre o(d) era sélo el hecho de que (8.1) en la criba de Selberg
se escribe de forma natural como

Yo DT Mdar(A, [di, da)),

d1§D1/2 d1SD1/2

di|P(z) di|P(2)
es decir que tenemos una separacion multiplicativa de d en variables
dy y da. Motohashi no usaba ninguna informacién sobre \; (aparte
de la cota \j < 1).

Iwaniec intent6 ver si esta separacion de variables era posible en
la criba de Rosser. En el caso lineal, probé (ver Capitol 7) que no
sblo era posible, sino que se podia hacer de una forma més general.
En otras palabras, demostré el siguiente lema fundamental de criba:

8.2.1 Lema. Para todoe > 0,M,N > 2y MN = D suficientemente
grande con respecto a € se cumplen las desigualdades

XV(2)(f(s)—e) —E<S(A,z2) <XV(2)(F(s)+e¢) +FE
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donde E < R(A; M, N) la constante implicita dependiente sélo de s
y de las constantes que definen la densidad de criba, y

R(A; M,N) = > ambnr (A, mn) (8.2)
m<M,n<N, mn|P(z)

an, by, acotados por 1 en valor absoluto y dependientes sélo de M, N, z
v € (no dependen de A).

El error en la criba de Selberg corresponderia a M = N = D'/2,
Que en el resultado anterior podamos escoger M, N con mayor flex-
ibilidad es un factor a favor de la criba de Rosser. Esto explica los
resultados positivos obtenidos por Iwaniec.

La forma del error (8.2) nos permite deshacernos de la dependen-
cia de una de las variables y estimar entonces

> B(4;m,N), (8.3)
m<M
donde B(A;m,N) = |>_, .nbar(A,mn)|. Por tanto, si hay cierta
independencia en los M — 1 vectores (r(A, mn)),<ny vamos a poder
conseguir cancelacién sea cual sea el comportamiento de b, porque
B(A;m, N) no puede ser grande para muchos valores de m (idea de
gran criba).

8.3 Meétodo de Dispersion

Esta nueva forma para el término de error se puede aprovechar en la
préctica de diversas maneras, dependiendo del problema a tratar. En
nuestro caso para M pequena usaremos la estimacion trivial |r(A, mn)| <
p(mn) < r(mn) y por tanto

> B(A;m,N) < MN, (8.4)
m<M

(En este paso no es necesaria la separacién de variables). Cuando M
es grande aplicamos Cauchy-Schwarz (después de dividir en intervalos
diddicos) obteniendo la cota M'/2D/2 con

D= > B(4mN)?
M<m<2M
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midiendo la dispersién (varianza) del error.

La idea para tratar 3 es escribir

r(A,mn) = Z 1- xm (8.5)

k<z
k2+1=0 (mod mn)

para después expandir el cuadrado y estimar cada término prome-
diando sélo en la variable m, usando informacién sobre la distribu-
ciéon de A. Nosotros vamos a simplificar ese promedio con un paso
intermedio: Podemos reescribir (8.5) como

r(A,mn) = Z ( Z 1-— ;Lp(nn))

0<v<m k<z,k=v (mod m)
v?4+1=0 (mod m) k241=0 (mod n)

y ast B(A;m, N) =37 2. 1—0 (mod m) Sv, donde

S=Ybh Y 1ty

n<N  k<z,k=v (modm) n<N
k24+1=0 (mod n)

Por Cauchy-Schwarz,

B(Am, N> <p(m) >, S

v24+1=0 (mod m)

y como p(m) < mf, vemos que

DM < Y > 52, (8.6)

M<m<2M v241=0 (mod m)
Ahora si, expandiendo el cuadrado y reordenando podemos escribir
la expresién de la derecha en (8.6) como
D by b, (W — 22V +2°0), (8.7)
ni,ne<N

donde W, U,V dependen de ni,ny, Ay M, pero no de los coeficientes
bn. Vamos a tratar por separado las expresiones W, U, V', consiguien-
do para cada una de ellas que

3 a” p(niny)

W~ 2V o~ 2?U ~ a(ning), (8.8)

2 M ning
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donde a(n) = 2,7) [ L %' Asi lo.s términos principales se cancelan
en (8.7) y si el error en las estimaciones (8.8) es E,, , la cota para

(8.7) vendréd dada por

Z by by Einy iy < Z By ny- (8'9)

ni,ne<N ni,n2

En este proceso no hemos usado conocimiento alguno de los coefi-
cientes b,,. La clave ha sido que la separacion de variables nos ha
permitido eliminar los coeficientes a,, y asi promediar en la variable
m, consiguiendo un resultado positivo si tenemos cierto conocimien-
to aritmético del conjunto A. Por esa misma razon, para que esto
sea util deberemos tomar M grande, lo que da sentido al hecho de
que Iwaniec usara la criba de Rosser en vez de la de Selberg (al final
cogeremos M = D15/16). Como Ey, n, va a ser

< (721722)6.7} + (nanM)3/4+€(ajM_1)2
entonces por (8.9) habremos conseguido deducir que
D < (14 NT2M=5 )1+, (8.10)

Tomando N = /1€ aplicando (8.4) cuando M < z'4/15=¢ y (8.10)
cuando z'#/15~¢ < M < =% deducimos que:

8.3.1 Lema.

Z B(A;m, z'/1578) « g5,

m<gl—4e

Notar que este resultado nos permite de forma directa elevar el nivel
de criba hasta D = 216/15-5¢ Agi, por el Lema 8.2.1 tendriamos que

S(A, %1575 > 2V (a®1575) f(2 4 €) + O(2' ) > z(logz) ™
y como 4 X 1% > 2 probamos que hay infinitos ntimeros n? + 1 con

a lo mas 3 factores primos. Para llegar al caso P> deberemos usar
pesos (ver seccién 8.5).
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8.4 Distribucion uniforme

El tratamiento de los términos U,V y W aumenta de dificultad de U
a W. Esto es porque en U sélo tenemos que controlar la funcién p en
media, en V un factor proviene de p y otro del nimero de soluciones
de ecuaciones en congruencias, y en W los dos factores son de este
iltimo tipo. Pero aun en el peor caso, tras unos cambios de variable
y estimaciones del tipo

2] = 2+ 0(1)

podemos ver que todo se reduce de forma natural al siguiente resul-
tado sobre la distribucién uniforme de las soluciones de la ecuacién
022 +1=0 (modmgq):

8.4.1 Lema. Sea 0 < a < 0 < 1, M < My < 2M, q libre de
cuadrados. Entonces para todo € > 0 se cumple que

2 pap(ma) = %(Ml_M)(ﬂ—a)p(q)(%Q) H;;_T_i-i—O((qM)i‘Fe)’

M<m<My pla
(m,q)=1

donde p, g(n) es el mimero de soluciones de la ecuacién Q0? + 1 =
0 (modn) con an < Q < (n.

Nota: En realidad en el caso de W hay que imponer la condicion
adicional 2 = w( mod d) para un divisor d de ¢. Pero la prueba y
el resultado son similares.

En [Ho3] Hooley ya necesité este tipo de resultado. Usando
Analisis de Fourier todo el problema se concentra en estudiar sumas
trigonométricas de la forma

> e(Q)D), (8.11)
Q24+1=0 (mod D)

Q) recorriendo una progresién aritmética cualquiera. Para tratarla
podemos transformar la suma mediante el siguiente resultado de La-
grange:

8.4.2 Lema. Sea D € N. La aplicacion
{(r,s) : r*+s* =D, (r,s) =1,|r| < s} — {0< Q< D:0Q*+1 =0 (mod D)}
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definida por

9:5(7’24-32)—I
s s

es una biyeccion (T es el inverso de r médulo s).

Este lema nos permite escribir

Q 7

D ste
donde € = €(r, s) es una cantidad muy pequenia, y por tanto vamos
a poder estimar (8.11) en funcién de sumas de Kloosterman. Para
estas sumas Hooley obtuvo el siguiente lema a partir de la conjetura
de Riemann para curvas algebraicas sobre cuerpos finitos:

8.4.3 Lema. Si h y s son enteros y 0 < ro — 11 < 28 entonces

3 e(hg) < s2te(h, 5)/2,

ri<r<ra,(r,s)=1
r=X\ (mod A)

Con estas mismas herramientas vamos a probar el resultado de
distribucién que necesitamos

Demostracion del Lema 8.4.1: Sia = 0,3 = 1 entonces p, g = p

y por la férmula p(n) = 3, 420 (mod 4) xa(a)p?(a) deducirfamos
por el truco de la hipérbola que

dooopm) = ) xala)pla) )1

m<z,(m,q)=1 a<azl/? b<%Z,(b,q)=1
(a,q)=1 b#0 (mod 4)

+ > > xala)pP(a)

b<z'/?,(bq)=12'/2<a<?

1 (2,9),¢(q) c
= S+ )TL(1):C+0($3/4+)

con
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Usando el producto de Euler vemos que

L(s) = L(s,x4)¢(28) ' (1 = 272) 7 T (1 + xa(p)p™)
pla

Como ¢(2) = 7%/6 y L(1,x4) = 7/4 obtenemos

> p(mg) = %wp(cﬂ(?, 0[] Zl +O(q" /)

m<z,(m,q)=1 plg

En el caso 0 < a < B < 1 el método es mas elaborado. La forma de
proceder es aproximar ¥ (t) (la funcién indicatriz del intervalo («, (3))
por funciones suaves, de tal forma que sepamos tratar mejor el error.
Explicitamente dado A < o < f < 1— A existen funciones A(t), B(t)
tales que

(t) — A(t)] = B(), (.12)
y cuyas series de Fourier son de la forma A(t) = B—a+3_, ., Ane(ht),
B(t) = A+ 32,40 Bre(ht) con |Ay|,|Bp| < min(|h[~!, A72[n|7%) =
Ch,. (Para construirlas tomamos 7 € C*°(R), funcién par y positiva
con n(0) = 1/2 y soporte de n igual a [-A, A]. Definimos B(t) =
n(t —a) +n(t —B) y A(t) la tnica funcién en C*°(R) cumpliendo
(8.12)).

COH].O pa,ﬂ(mq) = 2924-150 (mod mq) ¢<Q/mQ)a por (812)

> pa,3(mg) = (8 — a)p(q) > p(m)+

M<m<Mi,(m,q)=1 M<m<Mji,(m,q)=1

O(p(q)AM + > Gyl > e(h/mq)]).
h#0 M<m<My,(m,q)=1
Q241=0 (mod mq)

Sélo nos queda ocuparnos del error. Primero eliminamos la condi-
cién (m,q) =1

> e(h/mg) = p(d) > e(hQ)/ D).

m,Q dlq gM < D<qM;,D=0 (mod ¢d)
(m,q)=1 0<Q<D,Q2+1=0 (mod D)

Una vez aqui usamos los lemas 8.4.2 y 8.4.3 en la suma interior:
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hr h
e(h/D) < > (= — )
DG qM <r?+s2<qgMy,|r|<s
(r,8)=1,r2=—52 (mod dq)

< pldg) Y max | ), el )|
(a1 /2<sczqant/z AN ”f;"f?ééﬁsA)T

h
1/2+ 1/2
< > s R
(5qM)1/2<s<(2gM)V/2
h
M 3/4+e 1
< (@nPheas )

Usando las cotas sobre C}, vemos que el error total es
1
M)3/4He(1 + ——)log(1/A
< (@M1 4 ) log(1/4)

y tomando A = (¢M)~! hemos terminado. O

8.5 Pesos de Richert mejorados

Ya hemos visto que ni usando la cota mejorada (Lema 8.3.1) para
el término de error conseguimos probar el Teorema 8.1.1. ;A qué se
debe?: Lo que usariamos para ver que hay infinitos casiprimos en A
es que
S(A,2*3) = > 1>0, (8.13)
acA,(a,P(x2/3))=1

pero no sabemos probarlo. Esto ocurre porque la Condici%n de que
esa suma sea mayor que cero es mucho maés restrictiva que la de que
existan infinitos casiprimos en A. Por ejemplo, en esta suma hemos
descartado cualquier elemento a = pg con p, g primos y p < z2/3, y
estos son muchos elementos. Lo que podemos hacer para flexibilizar
esta situacién es suavizar S(A, z?/ 3), considerando sumas

Z w(a) (8.14)

a€A,(a,P(z))=1
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donde w(a) va a ser una cierta funcién (peso) y z, mucho mas pequefio
que z2/3, de forma que de la positividad de la suma podamos deducir
que hay infinitos casiprimos en A. Una opcién para el peso, que
nos va a permitir tratar esta nueva suma a través de varias sumas
S(Ag, z), es considerar

w(a) =1-— pr(a’)a

pla

para ciertas funciones w,. Esta eleccién es natural: Nuestro problema
en (8.13) era que quitdbamos cualquier miltiplo de p, con p < z2/3.
Con los pesos w(a) ya no va a ocurrir esto, sino que el valor de w(a)
va a ser mayor o menor dependiendo del niimero de primos y de qué
primos dividan a. Parece adecuado hacer que wy(a) dependa del
tamano de p. Esto es lo que ocurre en los pesos de Richert, donde
wp(a) = { O (8.15)

Si p = x%, el valor de esta funcién es 1 —a con 0 < a < 1, y cero para
a > 1. Es una funciéon que decrece de forma lineal con el exponente
de cero a uno. Por tanto lo que estamos haciendo es dar menos peso
a los primos pequenos y mas a los grandes, que es lo mismo que
hacfamos con la criba pero de una manera mas regular. Con esta
eleccién, vemos de forma directa que

a libre de cuadrados y w(a) > 0 = a es casiprimo. (8.16)

Asi, si demostrasemos que la suma (8.14) es positiva para algun z, =
x7, podriamos deducir que en A hay infinitos casiprimos. Vamos a
poder tratar esta suma de igual forma que S(A, z), pero el método en
este caso va a seguir sin funcionar, es decir no sabremos demostrar que
es mayor que cero. Iwaniec consiguié el resultado con una pequena
rebaja de estos pesos (sugerida por Richert): Si p, es el primo mds
pequeno que divide a a definimos

@ (a) = logpa/logz  sipy < p < z!/?
P wp(a) en otro caso.

Esta claro que wy(a) < wp(a), y por tanto w(a) =1- 3, wy(a) =
w(a). Luego hay posibilidades de que esta vez consigamos que la suma
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asociada a w sea positiva. Pero, jse sigue cumpliendo la propiedad
fundamental (8.16)7 Si, porque si w(a) > 0 entonces wy(a) = wy(a)
para todo p | a, y por tanto w(a) = w(a) > 0. Esto es debido a que
no existen divisores primos de a en el intervalo (pg, zl/ 2), porque en
ese caso

w(a) <1—(1—logp,/logx)—logp,/logx < 0.
Por tanto

HaeA:ae R} > Y @(a) =W(Az)+ 0@,
a€A,(a,P(zx))=1
w(a)#0
donde
W(A, z) = > w(a).

a€A,(a,P(zx))=1
Luego tomando z, = 27 con 7 una constante adecuada (pequena),
para demostrar el Teorema 8.1.1 serd suficiente ver que

1 T

W (A, z4 —T .
( ’Z)>77 “logx

Pero podemos reescribir W (A, z,) como

W(A, z) = S(A, z,) — > > wy(a)

a€A,(a,P(2:))=1 pla

- SAz) - Y (1—iz§i> S(Ap,p)

2e<p<axl/2

log p1 log p
Z log S(Appy, 1) Z <1 loga:) S(Ap, 24)

2o <p1<p<azl/2 zl/2<p<z

La aportacion realizada por la suma

log p
> (1 — kw) S(Ap, 2)

rl-e<p<a

es O(ex/logx) debido a la acotacién

x 1

8

S(Ay, 2) < S(A,, ") < =
(Ap, 24) (pp) plog(x/p)
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la cual proviene del Teorema 4.5.1. Para el resto de términos en
(8.17), estimando S(Ay, z,) mediante las funciones f y F' (lema 8.2.1)
con nivel D/q (D = z%) y aproximando las sumas asi obtenidas por
integrales tenemos que

W(A, zy) > xV(z*){f (3) _/f(l WP (a;u) %
L foon(5)%)

B E—i—O(Em)

log
(8.18)

donde F = E(a,7) es la acumulacién de los términos de error
de cada estimacién de S(Ay, z4). Por acotaciones elementales de las
funciones f y F' o por métodos de integracién (ordenador) podemos
ver que para o = 16/15 — 5e y v = 1/5 se obtiene que

C
. T 2e~ry _
W(A,z7) > vlogx{ 15 —i—O(E)} E,

lo que nos da el resultado (pues 2¢¢ /154 > 1/77) si demostramos que

ex
EK

. 8.19
log ( )

En realidad, como los coeficientes ay, by, del Lema 8.2.1 dependen de
zq (pero no de Ay), no podemos controlar £ de forma adecuada. Lo
que hacemos para remediarlo es lo siguiente: Para cualesquiera g, z4
con

Q<q<2Q,Z <z <2Z, (8.20)

usamos el Lema 8.2.1 (en vez de con S(Ay,2,)) con S(A4,27) o
S(Aq, Z) dependiendo de si S(Aq, z4) estd sumando o restando en
(8.17). De esta forma, como f y F son diferenciables las estima-
ciones de S(A44, Z) y S(Ay,2Z) son similares a la de S(Ag, z4), luego
(8.18) sigue siendo valido pero ahora el error lo podemos controlar
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por (con MN = g16/15=5¢)

Z Z | Z bur(A, gmn)| <

Q<q<2Q m<M/Q n<N,(mmn)=1
(@.P(Z)=1 m|P(Z)  n|P(Z)
<maxpepd(k) > | Y bar(A,mn)),

m<M n<N,(m,n)=1
n|P(2)

debido a que r(Ay, mn) = r(A,gmn) y a que b, no depende de g.
Teniendo en cuenta que hay O((log z)?) intervalos de la forma (8.20),
tomando N = z'/15=¢ y M = 2!~ 1a acotacién (8.19) se sigue de
aplicar el lema 8.3.1.

8.6 Notas

El método de dispersion fue elaborado por Linnik para tratar prob-
lemas de teorfa aditiva. Hooley [Ho2] usé éste método en el contexto
de la criba en promedio. Iwaniec adaptd este método para acotar
el término de error en general, tras haber hecho la separacién de
variables.

Con el término de error usual también es posible usar las acota-
ciones obtenidas por Iwaniec al para S(Ay,z,) cuando ¢ > z14/15,
Esto es debido a que en (8.17) promediamos en ¢ los errores:

Z Z er(Aa dQ)
q d

También podriamos haber expandido los r(A,mn) en serie de
Fourier, pero los términos diagonales nos darfan ya M N'/2. Teniendo
en cuenta que para los errores de S(Ag,2z4) debemos tomar M, =
M/q > 2, entonces M va a ser como x para ¢ cercanos a z. Esto hace
que MN 12> g

En vez de haber usado las funciones suaves A, B, si hubiésemos
usado sélo A para estimar 1), obtendriamos un error O((¢gM)3/4(1 +
g3/ M'/®)) lo que nos llevaria al nivel 32/31 que serfa insuficiente
para demostrar el resultado.
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