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Introduccio

Aquesta vegada el Seminari de Teoria de Nombres (UB-UAB-
UPC) tenia raons per estar de Festa Major. Es tractava de la 20a
edici6 del Seminari i la nostra col-lega Pilar Bayer feia anys
rodons. Per aquest motiu el programa va ser un Xic especial,
diferent del d'altres edicions.

Vam comptar amb la preséncia de Neal Koblitz, que va impartir un
minicurs sobre aspectes matematics de la Criptografia en relacié
amb les corbes el-liptiques.

La tarda de dimecres vam fer una sessid especial dedicada a
I'aniversari de Pilar Bayer. Vam comptar amb una xerrada de la
historiadora Ann Koblitz sobre el quefer de les dones matematiques
i una altra xerrada de Gerhard Frey sobre problemes diofantics i
I'aritmética de les representacions del grup de Galois absolut. Al
final d'aquestes notes trobareu algunes fotos de la festa i de
I'original pastis commemoratiu.

Amb les intervencions de Neal Koblitz i Gerhard Frey, hem tingut
I'oportunitat de reviure algunes de les aportacions que més han
marcat el nostre seminari al llarg d'aquests anys.

D'altra banda, i com de costum, les sessions matinals van incloure
cinc xerrades per part de membres del STNB (UB-UAB-UPC). En
aquesta ocasio, sota el titol "Successions de Sloane" s'amagaven
algunes sorpreses per contribuir a I'esperit festiu.

Si beé per raons de la mare natura no vam podar comptar amb la
preséncia dalguns i alguna col-lega (que tant haurien volgut
participar en aquesta edicio), cal destacar que la preséncia de nous
joves que s'incorporaven al STNB per primera vegada fa preveure
que tindrem moltes més ocasions per celebrar la teoria i els
nombres.

J. C. Lario
Barcelona, 8 de gener de 2007



30 de enero de 2006
Seminario de Teoria de Niumeros

Celebracion del 20 Aniverario del Seminario
y del 60 Aniversario de Pilar Bayer

Barcelona

LA RELACION ENTRE LA CRIPTOGRAFIA
Y LAS MATEMATICAS PURAS:

I. ALGUNOS TEMAS EN LA CRIPTO-
GRAFIA DE CURVAS ELIPTICAS

II. LA “SEGURIDAD DEMOSTRABLE”

Neal Koblitz
Universidad del Estado de Washington
Seattle, EEUU

koblitz@math.washington.edu

1



LA CRIPTOGRAFIA DE CLAVE PUBLICA

1976 — el concepto de clave publica fue
inventado por Whit Diffie
y Martin Hellman

1977 — el primer sistema practico fue
propuesto por Ron Rivest,
Adi Shamir, y Leonard Adleman

(La criptografia de clave publica y el sistema
de RSA fueron descubiertos un poco mas tem-
prano en secreto en Inglaterra, pero los ser-
vicios de inteligencia britanicos no entendian
su importancia o la posibilidad de tales apli-
caciones como las firmas digitales.)



La idea central:

La funciéon de enciframiento esta accesible a
cualquier persona, usando la clave piblica. Sin
embargo, la funcién inversa (de desciframiento)
puede ser calculada solamente por la persona
que posee otra clave — la secreta.

Ademas del enciframiento de los mensajes se-
cretos, la criptografia de clave piblica tiene
muchas otras aplicaciones, tales como

(a) las firmas digitales;
(b) el control de acceso a datos;

(c) los protocolos para tirar un volado
electronicamente;

(d) el intercambio de claves para un cripto-
sistema tradicional (de clave privada).



Durante los primeros anos de la criptografia de
clave publica, el tUnico sistema que prometio
ser competidor del de RSA fue el de Merkle—
Hellman.

El sistema de Merkle—Hellman fue basado en el
“problema de mochila,” es decir, el problema,
dado un nimero N y un conjunto de nuimeros
enteros, de encontrar un subconjunto cuya
suma sea igual a N.

Pero dentro de 3 6 4 anos, Brickell, Odlyzko
y otros lograron romper los criptosistemas de
mochila.

Tal vez pareciera que el RSA no iba a tener
competidor.



En diciembre de 1984, Hendrik Lenstra distri-
buyo6 un esbozo de un algoritmo nuevo para la
factorizacién de los nimeros enteros.

El aspecto muy novedoso del método de Lenstra
fue el uso de las curvas elipticas. Esto fue la
primera vez que las curvas elipticas fueron
usadas en la criptografia.

En enero de 1985 fui a Moscu para medio ano
como participante en un intercambio cientifico
organizado por las Academias de Ciencia de la
Union Soviética y los Estados Unidos.

En este entonces yo estaba pensando mucho so-
bre las aplicaciones de la teoria de nuimeros en
la criptografia. (De hecho, en febrero de 1985
presenté un discurso sobre este tema en la re-
unién de la Sociedad Matematica de Moscu.)



Me gusté mucho el método de factorizacion de
Lenstra, y me ocurrié considerar otro uso de las
curvas elipticas: para reemplacer el grupo mul-

tiplicativo de un cuerpo finito en los sistemas
del tipo Diffie-Hellman.

Escribi una carta a Andrew Odlyzko sobre mi
propuesta de un criptosistema basado en el
problema del logaritmo discreto en una curva
eliptica.

Tuve que esperar casi un mes para recibir su
respuesta muy alentadora. Dijo que le parecio
una idea interesante, y que otro matematico, el
Dr. Victor Miller de la compania IBM, le habia
escrito con la misma propuesta independiente-
mente y simultaneamente.



En 1985 nadie habria creido que en el futuro
cercano la criptografia de curvas elipticas
(CCE) iba a jugar un papel importante en la
criptografia practica — e iba a llegar a ser el
competidor principal de los sistemas de RSA.

Ni Victor ni yo patentamos la CCE.

En mi caso, esto no tenia significado, porque no
soy partidario del sistema de patentes, y siem-
pre he tenido un punto de vista anti-capitalista.

Pero Victor trabajaba para una compania muy
capitalista, la cual siempre ha insistido en que
sus empleados intentaran conseguir el maximo
numero posible de patentes.

Por esta razon es un poco sorprendiente que
Victor tampoco patenté la CCE.



VENTAJAS DE LAS CURVAS ELIPTICAS

e No se conoce ninguin algoritmo de tiempo
subexponencial para romper la clave (cuando
se usa una curva escogida cuidadosamente).

e Como resultado podemos usar claves mas pe-
quenas que las de RSA.

e Existe un gran nimero de posibilidades en la
seleccion de la curva.

Comparaciéon: RSA — CCE:

El record para la factorizacion:
N de 174 digitos decimales.

El record para romper la CCE:
N de 33 digitos decimales.



A pesar de la larga historia de investigaciones
de las curvas elipticas, muchos criptégrafos
tienen una actitud sospechosa hacia ellas y pre-
fieren un sistema basado en las matematicas
mas sencillas. En los anos 1990 la compania
RSA intent6 fomentar esta actitud de temor de
las curvas elipticas.

“Sin embargo, la seguridad de los criptosis-
temas basados en las curvas elipticas no es bien
entendida, debido en gran parte a la naturaleza
abstracta de las curvas elipticas. Son pocos los
criptografos quienes entienden las curvas elip-
ticas, por lo cual ... el intentar evaluar la se-
guridad de un criptosistema de curvas elipticas
es un poco parecido al intentar evaluar un frag-
mento recién descubierto de la poesia cal-
deana.”

— Ron Rivest en el sitio de web de RSA
en 1996-1998



LAS CURVAS ELIPTICAS

Una curva eliptica £ definida sobre un cuerpo
F' es una ecuacion

Y?2=X3+aX +0, a,beF.

(Tiene que ser suave, es decir, el polinomio
cibico no puede tener ceros multiples; y la
ecuacion es un poco diferente en el caso de ca-
racteristica 2 6 3.)

Los puntos z,y € F' que satisfacen esta ecuacion,
conjuntamente con el “punto al infinito” O, for-
man un grupo abeliano cuya identidad es O.

Si F' =1IF, es el cuerpo de ¢ elementos, entonces
E es un grupo finito. Segin el Teorema de
Hasse, el nimero de puntos en FE satisface la
desigualdad

[#E —(¢+1)] <24

Es decir, #F es de la misma magnitud que q.

10



Por ejemplo, para la curva Y2 = X3 — X definida
sobre IF, tenemos dos casos:

(1) Caso “supersingular”:
p=3 (mod 4).
Es facil demostrar que

#E(]Fp) =p+ 1L

(2) Caso “no-supersingular”:

p=1 (mod 4).

El mismo Gauss investigd este caso y encontro
una férmula para #E(IF,).

En primer lugar se escribe p = A? + B?, donde
A es impar y A+ B =1 (mod 4). Entonces

#E(IF,) =p+1—2A.

11



LOS CRIPTOSISTEMAS ELIPTICOS

En la criptografia trabajamos en el grupo G
generado por un punto fijo P € E, y es deseable
que este subgrupo tenga orden primo N, donde
N es casi de la misma magnitud que gq.

En otras palabras, tenemos que escoger un
cuerpo IF, y una curva £ de tal modo que
#E(IF,) tenga un factor primo N muy grande.

También supongamos que hemos codificado las
unidades de mensaje como puntos de F, y que-
remos enviar un mensaje M € F.

12



Informacién publica:
IF,, E, punto fijo P € E.

Clave secreta de Alicia:
un numero entero r
(escogido aleatoriamente).
Clave piblica de Alicia:

el punto zP.

Beatriz quiere enviarle a Alicia el mensaje M €
E.

Ella escoge aleatoriamente un nimero entero /,
y calcula los dos puntos /P y ¢(zP). Ella le envia
a Alicia los dos puntos

(eP, tzP + M).

13



Es decir, el mensaje esta “disfrazado” por el
punto /zP; pero este punto también es igual a
z({P), y Alicia puede “quitar la mascara,” mul-
tiplicando el primer punto por su clave secreta
y sustrayendo el resultado del segundo punto:

tzP + M — z(¢P) = M.

. Qué tendria que poder hacer una persona no
autorizada para encontrar el mensaje M? Seria
suficiente resolver el problema del logaritmo
discreto en el grupo E (el “ECDLP”).

Este es el problema, dado () € G C E, de encon-
trar un nimero entero x tal que () = xP.

El “ECDLP” en espanol es el PLDCE — el
problema del logaritmo discreto en una curva
eliptica.

14



En general, la dificultad del PLDCE depende
de la magnitud del factor primo mas grande del
orden del grupo G C E.

Por esta razén es mejor usar curvas F cuyos
grupos tienen orden primo o “casi primo.”

En 1988 en Pacific Math J. (vol. 131, pag. 157-
165) hice varias conjeturas sobre la probabili-
dad de que la reduccién moédulo p de una curva
eliptica F definida sobre el cuerpo de nimeros
racionales tenga orden primo (aqui la curva F
estd fijada — por ejemplo, Y2=X3-X
— y el primo p varia).

Existe evidencia tanto computacional como
heuristica de que esta probabilidad es aproxi-
madamente igual a C/logp, donde la constante
C depende de la curva (mds precisamente, de
las imagenes de las representaciones maédulo /
del grupo de Galois de los puntos de orden /).

15



Pero los resultados que pueden ser demostrados
son mucho mas débiles que estas conjeturas.

A mi conocimiento el teorema mas fuerte de
este tipo (de S. Ali Miri y V. Kumar Murty)
dice que, con probabilidad > 1/logp,

el orden de E(IF,) tenga < 16 factores primos.

El resultado de Miri—-Murty es hermoso, pero
es inttil en la practica.

El trabajo de Miri—-Murty es un ejemplo de la
influencia de la criptografia sobre las matema-
ticas puras.

De vez en cuando la criptografia provee una
fuente de nuevos problemas.

Bajo la influencia de la CCE, los matematicos
tedricos han investigado aspectos de las curvas
elipticas que anteriormente no habian recibido
su atencion.
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(Nota: Un trabajo mds reciente con un resul-
tado mas fuerte que el de Miri y Murty fue pub-
licado por A. C. Cojocaru en Acta Arithmetica,
119.3 (2005).)

Es de notar que en 2000 S. Galbraith y J. Mc-
Kee (J. London Math. Soc., vol. 62, pig. 671-
684) investigaron la misma cuestién, pero con
el primo p fijado y la curva variable.

Es decir, cuando p esta fijado y se varian los co-

eficientes de la ecuacion de F, se estudio la pro-
babilidad de que el orden de E(IF,) sea primo.

17



Otro problema que asumié una gran importan-
cia en la CCE y atrajo la atencién de muchos
matematicos:

Determinar el orden N = #E(IF,)
para cualquier curva eliptica E.

El algoritmo de Schoof en 1985 fue el primer
algoritmo de tiempo polinomial (pero no fue
muy eficiente).

Schoof determiné el valor de N mddulo ¢/ para
varios primos pequenos / a través de los poli-
nomios de /-divisién (cuyas raices son las coor-
denadas-z de los puntos de orden /).

Atkins y Elkies modificaron el método de

Schoof, usando los polinomios modulares que
son mas finos que los de divisién.

18



En el caso de curvas definidas sobre cuerpos
finitos de pequena caracteristica p, en 1999
Satoh encontré un algoritmo p-adico muy efi-
caz.

Algunas versiones del algoritmo p-adico pueden
determinar #FE(IFy163) en unas pocas segundas
por computadora.

Resulta que en la CCE es muy practico usar
curvas sobre IF,i63 con coeficientes aleatorios.

19



ATAQUES CONTRA CRIPTOSISTEMAS

Contra el de RSA:

la criba de cuerpos numéricos

. 1/34€
Tiempo~r 2"

Contra las curvas elipticas:
el método de Pollard-p

Tiempor 2(1/2te)n

(En ambos casos n = log, N.)

20



El nimero record
para la factorizacién: N > 257°

para la CCE: N ~ 2108

La ventaja principal de la criptografia de curvas
elipticas:

Todos los ataques generales (es decir, ademas
de casos especiales) requieren tiempo exponen-
cial, por lo cual se puede conseguir un nivel
adecuado de seguridad con claves de tamano
relativamente pequeno.

21



Firmas digitales usando curvas elipticas:
(1) E1 ECDSA/AFDCE = algoritmo para fir-
mas digitales con curvas elipticas

esta basado en el DSA (introducido en

1991 por el instituto nacional de estandares
del gobierno de EEUU)

la version con curvas elipticas es mas eficaz y
ha reemplazado el DSA

22



(2) “Firmas digitales cortas usando el mapa
bilineal de Weil,”

(“Short signatures from the Weil pairing,”
Boneh, Lynn & Shacham, J. Cryptology,
vol. 17 (2004), pag. 297-319), también dis-
ponible en el sitio de web de Dan Boneh:
http://www.cs.stanford.edu/“dabo

Este sistema de firmas digitales depende de las
propiedades especificas de las curvas elipticas.

En contraste al ECDSA /AFDCE, el sistema de
Boneh-Lynn-Shacham no esta parecido a nin-
gun sistema que use grupos mas sencillos.

A continuacién presento una version sencilla de
la construccion de Boneh—Lynn—Shacham.

23



En cualquier sistema de firmas digitales se usa
un “mapa de picadillo” (hash en inglés)

M—H

H es mas o menos una huella dactilar del men-
saje M.

El mapa de picadillo no es secreto.

24



Otra vez vamos a usar la curva con ecuacion
E: Y?’=X3-X,

definida sobre IF,, p = 3 (mod 4). Este es el caso
supersingular, donde

#E =p+ 1.
Supongamos que el primo
Nlp+1,

N =~ p,

y P € E es un punto de orden N.

G C E es el grupo generado por P.

25



Vamos a trabajar también en la extension cuad-
ratica del cuerpo IF,:

IF,. = IF,[X]/(X* + 1) = IF,(9).

Sobre este cuerpo la curva tiene (p+ 1)? puntos,
y tiene N? puntos de orden N.

Trabajando con los puntos de E con coorde-
nadas en IF,:, tenemos un mapa

~

Q = (u,v) = Q = (—u,iv)
bajo el cual
G = {milt. de P} — G = {mult. de P}.
(Es de notar que si (u,v) satisface la ecuacién

Y? = X3 — X, entonces (—u,iv) la satisface
también.)

26



El “emparejamiento [mapa bilineal] de Weil”
esta definido para pares de puntos en el con-
junto de los NZ IF 2-puntos de orden N en la

curva. Sus valores son potencias de la raiz de
unidad

(€ Fpe, (V=1

27



El emparejamiento ( , ) tiene las propiedades

y ~ .
(iP,jP) = (Y

(la dltima resulta de la propiedad bilineal).

28



Supongamos que Alicia quiere firmar un men-
saje que tiene valor de “picadillo” H, el cual
podemos suponer es un punto de la curva, H €

G.

De igual manera que en otros criptosistemas de
curvas elipticas, la clave secreta de Alicia es un
numero r generado aleatoriamente, y su clave
publica es el punto zP.

La firma de Alicia es simplemente el punto

S =zH.

29



Para verificar la firma, la recipiente del men-
saje, Beatriz, calcula @) (es decir, el imagen de
() bajo el mapa (u,v) — (—u,iv)) y los dos valores
del emparejamiento

(H,Q)
(S, P);

Beatriz acepta la firma si estos son iguales.

Si Alicia ha creado la firma correctamente, en-
tonces ambos valores son iguales a

(H, P)®.

Beatriz acepta la firma porque se confia en que
solamente Alicia habria podido hallar el punto
que tiene el logaritmo discreto con base H igual
al logaritmo discreto de () con base P.

S=zH y Q = zP.

30



Para usar este sistema de firmas es necesario
poder calcular en el cuerpo IF ..

El tinico modo que se conoce para falsificar una

firma es solucionar el PLDCE, es decir, encon-
trar la clave secreta xz de Alicia.

31



Para la maxima seguridad se recomienda
p > 2°00,
(A pesar de esta recomendacién, la firma de

Boneh-Lynn-Shacham es relativamente corta y
eficaz.)

En otros criptosistemas de curvas elipticas es
necesario tener solamente p ~ 2193,

iPorqué p debe ser mayor en el sistema de
Boneh-Lynn-Shacham?

32



La razon es que el emparejamiento de Weil
puede ser usado para traducir el PLDCE al
problema del logaritmo discreto en el grupo
ma4s sencillo IF;fQ.

Es de notar que si () = zP, entonces
<Q>ﬁ> - <P7§>x = (",

En otras palabras, el logaritmo discreto de @
con base P en el grupo E es igual al logaritmo
discreto de (@, P) con base ( en el grupo IF ;.

El PLD en este ultimo grupo tiene complejidad
menor que el del PLDCE en el caso general.

Mas bien, este PLD es un problema solamente
un poco mas dificil que la factorizacion de un
entero N de la misma magnitude que p?, es de-
cir, de 1000 bits si p > 2°09,

33



En otros criptosistemas de curvas elipticas se
usan solamente las curvas no-supersingulares.

En el caso no-supersingular de la curva Y? =
X3 - X, donde p =1 (mod 4), tenemos

#E(IF,) =p+1— 24,
donde p = A? + B2.

En este caso también existe el emparejamiento

de Weil, pero tiene valores en el cuerpo IF
donde

(p+1-24)|(p" - 1).

En el caso supersingular tuvimos

(p+1)|(p* —1).

Pero en el caso no-supersingular casi nunca
tenemos (p+ 1 — 24)|(p* — 1) para k < p.
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Si k£ ~ p, no es factible trabajar en el cuerpo

IFpk. No tiene sentido traducir el PLDCE al

PLD en el grupo ]F;;k.

Resulta que el nivel de dificultad del PLDCE es
mucho mayor para (casi todas) las curvas no-
supersingulares que para las supersingulares.

Por esta razon la mayoria de los criptosistemas
de curvas elipticas wusan curvas no-super-
singulares.

Es decir, el sistema de firmas de Boneh-Lynn-
Shacham se diferencia de los otros sistemas
de curvas elipticas porque

(1) usa las curvas supersingulares (o
curvas no-supersingulares con valores

muy pequeinos de k), y

(2) esta basado en el mapa de Weil, el
cual no existe para grupos mas sencillos
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El uso del emparejamiento bilineal para con-
struir protocolos criptograficos es un tema de
muchos estudios.

El investigador pionero fue Dan Boneh
(http://www.cs.stanford.edu/~dabo).

Otras fuentes de informacion:

(1) S. Galbraith, “Pairings,” capitulo IX de
Advances in Elliptic Curve Cryptography,
Cambridge Univ. Press, 2005;

(2) Koblitz y Menezes, “Pairing-based

cryptography at high security levels,”
http://eprint.iacr.org/2005/076.pdf
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Una de las aplicaciones importantes del em-
parejamiento es para solucionar el problema del
“enciframiento basado en identidad” (identity-
based encryption en inglés).

En un sistema de este tipo la clave publica es
simplement el nombre (u otra identificacién)
del usuario.

Véase, por ejemplo, el articulo de Boneh y
Franklin en SIAM J. Computing, vol. 32 (2003),
pag. 586-615 (también disponible en el sitio de
web de Dan Boneh).
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EL ATAQUE DE JOSEPH SILVERMAN

(en una forma simplificada)

E es una curva eliptica definida sobre IF,, y P, Q)
son dos de sus puntos.

Queremos hallar un entero x tal que Q = zP.

Seleccionemos dos puntos P, () con coordenadas
en 7ZZ (=los nimeros enteros) cuyos residuos
modulo p son nuestros puntos P, ().

También seleccionemos una curva eliptica E(Q)

con coeficientes racionales que contiene P y Q
y que médulo p se reduce a la curva E(IF,).
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~ ~

Supongamos que P y () son dependientes en
E(DD), es decir, que

nlﬁ + ngé = 0.
En este caso, trabajando mddulo p tenemos
O =n1P +n9Q =n1 P+ naxP = (n1 + nox)P,
por lo cual
n1 4+ nez =0 (mod N),

donde N es el orden del punto P, y facilmente
encontraremos .
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Sin embargo, en general la probabilidad de que
P y @ sean dependientes es muy, muy pequena.
La idea de Silverman fue el aumentar esta pro-
babilidad, imponiendo condiciones del siguiente
tipo:

H#E(IF) ~1+1—2V1 ()

para todos los primos [ entre 5 y L (donde L ~
100). Aqui E(IF;) denota la reduccién de E(I))
modulo el primo /.

Segiin el Teorema de Hasse, siempre te-
nemos

[+1-2VI<#E(IF) <1+1+2V],

por lo cual la condicién (**) dice que hay rela-
tivamente pocos puntos moédulo /.

Si r denota el nimero maximo de puntos inde-
pendientes en la curva E(I)), entonces Silver-
man quiere aumentar la probabilidad de que r
sea pequeno.
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Silverman justifica la imposicién de las condi-
ciones (**), basiandose en

(1) la Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer,
que dice, entre otras cosas, que r es igual al
orden del cero en s =1 de la L-funcién de E(IQ)
(esta “L-funcién de Hasse—Weil” esta formada
usando la secuencia de nimeros #E(IF;) para
los primos [);

(2) una férmula analitica de J.-P. Mestre para el
valor de r. La demostracion de esta formula re-
quiere la Conjetura de Taniyama, que dice que
cualquier curva F(LQ) es “modular,” y por lo
tanto puede ser estudiada a través de la teoria
de formas modulares. (Ahora la Conjetura de
Taniyama es muy famosa como resultado de la
demostracién del Ultimo Teorema de Fermat
por Andrew Wiles; pero, curiosamente, el tra-
bajo de Wiles no parece tener aplicacion
practica alguna.)
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En septiembre de 1998, cuando nos informé Sil-
verman sobre su algoritmo, reaccionamos con
un poco de temor, ya que a primera vista las
ideas muy sutiles que se aplicaron en el algo-
ritmo parecieron dificultar el analisis de éste.

Pero después de varias semanas de trabajo en la
Universidad de Waterloo, logramos demostrar
que el ataque de Silverman no es practico. Nue-
stro analisis de su algoritmo esta basado en

e las propiedades de la asi-llamada “altura loga-
ritmica candénica” de un punto (la cual es mas
0 menos proporcional al nimero de simbolos re-
queridos para escribir las coordenadas del
punto);

e la geometria de nimeros (y de puntos en un
reticulado);

¢ la Conjetura de Lang, que da una cota para
la menor posible altura de un punto.
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RESUMEN DE LAS IDEAS DE LA
GEOMETRIA ALGEBRAICA ARITMETICA
USADAS EN EL ALGORITMO DE SILVER-
MAN Y/O NUESTRO ANALISIS DE ESTE

e la L-funcién de Hasse—Welil, la cual proviene
de la secuencia #F(IF;) para primos [;

e la Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer;

e la formula analitica de Mestre para el valor
de r;

¢ la Conjetura de Taniyama (ahora un teorema
de Andrew Wiles y otros);

e la altura logaritmica candnica de Néron—Tate;

e la Conjetura de Lang.
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Ningunos de estos matematicos muy destacados
del siglo XX — Hasse, Weil, Birch, Swinnerton-
Dyer, Mestre, Taniyama, Néron, Tate, o Lang
— se habrian imaginado que sus trabajos iban
a tener aplicaciones en el mundo practico.

El nivel de sofisticacion de las ideas matemati-
cas usadas en la criptografia ha crecido mucho
durante los ultimos 30 anos.

Muchos temas de las matematicas muy tedricas
(en la teoria de cuerpos numéricos y la geo-
metria algebrdica y aritmética) — que anteri-
ormente fueron considerados como muy lejanos
de cualesquiera aplicaciones — ahora juegan un
papel clave en el desarrollo y el analisis de los
criptosistemas mas importantes.
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Barcelona, febrero de 2006

(ES POSIBLE “DEMOSTRAR”
LA SEGURIDAD DE UN CRIPTOSISTEMA?

Esta charla esta basada en trabajo conjunto con
Alfred Menezes; véase
http://eprint.iacr.org/2004/152.pdf

También se recomienda leer:
http://eprint.iacr.org/2005/205.pdf
(“Another look at HMQV” por Menezes)



El santo grial de la criptografia tedrica:

Una demostraciéon matematica de la seguridad
de un protocolo criptografico.
;. Quien esta perseguiendo este grial?

;Los matematicos? No.

Los que provienen de la ciencia de

computacion.

Los matematicos tenemos un punto de vista
mas escéptico y pragmatico.



Supongamos que alguien esta usando la crip-
tografia de clave piublica para

e proteger los niimeros de tarjeta de crédito du-
rante el comercio electrénico;

¢ mantener la confidencialidad de los archivos
médicos;

e crear firmas digitales.

i Como puede ella confiar en la seguridad del
sistema que esta usando?

i.Es posible “demostrar” la seguridad del sis-
tema?



En 1994 Bellare y Rogaway “demostraron la se-
guridad” de cierto sistema, basado en la RSA,
que llamaron el “Relleno Optimo para el En-
ciframiento Asimétrico” — en inglés Optimal
Asymmetric Encryption Padding (OAEP).

Las companias MasterCard y Visa incluyeron la
OAEP en sus estandares para el pago electro-
nico.

En 2001, Victor Shoup examiné cuidadosa-
mente la “demostracion de seguridad” de
Bellare-Rogaway, y encontré una falla.

Este tipo de cosa tiende a causar un problema
de credibilidad.



. Qué sentido podrian tener las palabras ‘“de-
mostrar la seguridad”?

Vamos a partir de la palabra “seguridad”
(en el enciframiento).

Nuestra primera respuesta:
Cualquier sistema de clave piublica esta basado

en una funcién o construccion de direccion
unica.



Ejemplo:

En el sistema RSA, esta funcion es la multipli-

cacion de dos primos grandes p y q para obtener
el “mdédulo” N:

N = pnq.

El proceso inverso es la factorizacion del nu-

mero entero N, la cual supuestamente no es
factible.

Por lo cual nuestra primera definicion provi-
sional de “seguridad” es:

estar seguro de que la funcién de direccion tnica
no puede ser invertida.



Sin embargo, desde el comienzo del estudio de
la criptografia de clave piblica (en la década de
los 1970) entendieron que en principio es posi-
ble que la funcion de enciframiento de RSA

y =z° (mod N)
(donde e es una exponente fija, x es el texto
sencillo, y y es el texto encifrado) podria ser
invertida sin poder factorizar el médulo N.

(Nadie tiene idea alguna como hacerlo.)

Entonces, una segunda respuesta a la pregunta
sobre el sentido de la palabra “seguridad” es:

estar seguro de que no es factible invertir la
funcion de enciframiento.



La mayoria de los libros de criptografia escritos
por matematicos no van mas alla que estas dos
respuestas a la pregunta sobre “seguridad.”

Por ejemplo, mis dos libros sobre la criptografia
tienen este defecto.

Este punto de vista muy limitado no puede an-
ticipar la mayoria de los ataques contra los crip-
tosistemas con los cuales nos enfrentamos en la
practica.



Ejemplo (Bleichenbacher 1998):

Supongamos que Alicia esta recibiendo men-
sajes a través de un sistema del tipo RSA.

Antes del enciframiento los mensajes deben
tener cierta forma. Si un mensaje descifrado
no tiene esta forma, entonces el ordinador de
Alicia transmite la notificacion de un error.

Parece bastante inocuo.
Sin embargo, Bleichenbacher puede (a veces)
usar estas notificaciones de error para descifrar

el texto encifrado SIN haber factorizado N.

Esbozo del ataque de Bleichenbacher:



y es el texto encifrado.

El adversario envia a Alicia ciertos textos “per-
turbados” y’ (escogidos cuidadosamente a par-
tir de y) y estudia cuales de los 3’ estidn rechaz-
ados por no tener la forma correcta.

Con toda esta informacion puede descifrar y.

El ataque de Bleichenbacher es ejemplo de un
ataque de “texto encifrado escogido” (en inglés:
chosen-ciphertext attack).
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Un pleno ataque de texto encifrado escogido
quiere decir que el adversario puede obtener de
Alicia el desciframiento de cualquier mensaje
que escoge excepto el texto encifrado y que es
blanco del ataque.

El ataque de Bleichenbacher es un ataque par-
cial de este tipo, en el sentido de que obtiene
de Alicia alguna informacidén sobre el texto de-
scifrado (es decir, si tiene la forma correcta o
no).

Durante la década de los 1980 — mucho mas
temprano que el ataque de Bleichenbacher —
Goldwasser, Micali, Rivest y otros especialistas
entendieron que un concepto fuerte de “seguri-
dad” debe incluir la capacidad de resistir a un
ataque de texto encifrado escogido.

Este es un concepto de seguridad mucho mas
fuerte, porque se supone que el adversario es
poderoso en el sentido de que puede obtener de
Alicia mucha informacién.
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Ahora, ;qué quiere decir la palabra‘“demostra-
cién” (de seguridad)?

La respuesta ampliamente aceptada:

Es un argumento de “reduccion.”
La idea de “reducir un problem al otro” es
comin tanto en las matematicas como en la
ciencia de computacion.
Ejemplo en las matematicas:
Teorema de Ribet (1986). El Ultimo Teorema
de Fermat se reduce a la Conjetura de Tani-
yama.
Es decir, la dificultad de la Conjetura de Tani-

yama es igual o mayor que la del Ultimo Teo-
rema de Fermat.

12



Al pensar un poco sobre este ejemplo famoso,
podemos notar una de las sutilezas de las de-
mostraciones de reduccion:

a veces ellas tienen dos posibles interpreta-
ciones mutuamente contradictorias.

En este caso:

Interpretacion A: Tal vez el Ultimo Teorema
ahora es accesible a través de la teoria de formas
modulares, por lo cual vale la pena atacar la
Conjetura de Taniyama.

(Esta fue la interpretacién de Wiles.)
Interpretacion B: Si la Conjetura de Taniyama
es aun mas dificil que el Ultimo Teorema, en-

tonces no vale la pena intentar de trabajar en
esta area.

(Esta fue la interpretacién de casi todos los de-
mas matematicos.)
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Ejemplo en la ciencia de computacion:

La teoria de NP-completitud

Para demostrar que un problema P es NP-
completo, es suficiente mostrar que el prob-
lema 3SAT se reduce a P — en otras palabras,
que cualquier algoritmo para P puede ser usado
también (con cierto esfuerzo minimo adicional)
para solucionar 3SAT.

En este caso la dificultad de P es igual o mayor

que la de 3SAT — en otras palabras, es un prob-
lema NP-completo.
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En la criptografia en vez del problema 3SAT
usamos un problema matematico en cuya difi-
cultad todos confiamos — por ejemplo, la fac-
torizacion de nimeros enteros muy grandes; y
P es el problema de romper nuestro criptosis-
tema en un sentido dado.

Los resultados del tipo “demostracion de se-
guridad” tienen la siguiente forma condicional:

Si el problema X es dificil, entonces el crip-

tosystema Y es seguro contra ataques del tipo
Z.

Es de notar que
¢ la dificultad del problema matematico basico
es la suposicion y no la conclusion de la demos-

tracion; y

e no se dice nada sobre las consecuencias de un
ataque del tipo Z’, donde 7’ # Z.
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El primer ejemplo de una demostracion de re-
duccién para la seguridad de un criptosistema:

El sistema de enciframiento de Rabin.

Recordamos que la funcién de enciframiento de
RSA es
y = z° (mod N),

donde e es una exponente fija que es relativa-
mente prima con ¢(N) = (p — 1)(¢ — 1) (aqui el
modulo N es el producto de dos primos muy
grandes p y q).

Alicia, quien recibe el mensaje, conoce los fac-
tores de N y por lo tanto puede hallar una ex-
ponente d de desciframiento tal que

z =y* (mod N).

Sin embargo, es tedricamente posible que al-
guien encontre el x sin haber hallado los fac-
tores de N.
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El método de Rabin (quien lo inventé pronta-
mente después de RSA) es una versién de RSA
donde e = 2.

Pero Rabin necesita de algunas modificaciones,
ya que el mapa z — 22 mod N es 4-a-1.

En el desciframiento Alicia halla una de las rai-
ces cuadradas de y mdédulo N y la ajusta si no
es la raiz deseada.

Alicia puede ajustarla multiplicando por -1
(mod N) o por +¢ (mod N), donde ¢ es la solu-
cion de las relaciones

e =1 (mod p),

e = —1 (mod g).

Para Alicia, quien conoce los factores de N, es
facil calcular todos los = tales que y = 22 (mod
N).
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En contraste con el enciframiento de RSA, el
de Rabin tiene la propiedad inversa:

Solamente una persona que conozca los factores
de N habria podido descifrar textos de Rabin.

En contraste con el enciframiento de RSA, el
de Rabin tiene la propiedad de que se puede
demostrar que romperlo es equivalente a la fac-
torizacion del moédulo en el sentido a contin-
uacion:

TEOREMA. La factorizacion de N se reduce
al problema de encontrar el texto descifrado a

partir del texto encifrado en el sistema de Ra-
bin.

CONSECUENCIA. Si la factorizacion es dificil,
entonces el criptosistema de Rabin es seguro
en cuanto a la inversion de la funciéon de en-
ciframiento.

No se conoce ninguna reduccién de este tipo
para el RSA.
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De hecho, en 1998 Boneh y Venkatesan de-
mostraron que hay poca posibilidad que exista
una reduccién del problema de factorizacion al
problema de inversion de la funciéon de encifra-

miento de RSA.

Especificamente, ellos demostraron que para e
pequeno, si existe una reduccion “algebraica”
del problema de factorizacion al problema de
RSA, entonces el problema mismo de factor-
izacion debe ser facil.

Por lo tanto podemos decir que el enciframiento
de Rabin tiene una propiedad basica de “seguri-
dad demostrable” de que el sistema de RSA
carece.

Entonces, jhan demostrado la seguridad del en-
ciframiento de Rabin?

Pués no.
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El mismo argumento usado para demostrar el
teorema sobre la equivalencia de la inversion de
Rabin y la factorizacién también muestra que el
enciframiento de Rabin es completamente vul-
nerable al ataque de texto encifrado escogido.

Si el adversario puede lograr que Alicia descifre
y = 22 (mod N) para k diferentes valores de
x, escogidos aleatoriamente por el adversario,
entonces con la probabilidad 1 — 27* el podra
factorizar N.

En otras palabras, todo depende de la definicién
de “seguridad.”

El mismo argumento puede “demostrar” o la

seguridad del sistema de Rabin... o su inseguri-
dad.

NOTA: En 2001, Boneh mostré una modifica-
cion del sistema de Rabin — con cierta “rel-
leno” y una “ronda de Feistel” — que parece
ser eficiente y aparentemente seguro.
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Ahora pasemos del tema de enciframiento al de
firmas digitales.

Ingrediente crucial: una funcion de picadillo
H(m) (en inglés: hash function).

En general, una funcién de picadillo es una fun-
cién desde secuencias largas de bits m (en la
criptografia, m es el mensaje) a secuencias mu-
cho m3s cortas H(m) que sirven de “huellas dac-
tilares” de los mensajes.

H es una funcion publica que cualquier persona
facilmente puede calcular.

La funcion de picadillo debe tener ciertas pro-
piedades. La suposicion mas comun es que “re-
siste choques.”

La propiedad de resistencia a choques quiere
decir que no es posible en tiempo razonable en-
contrar un par de mensajes m,m’ con el mismo
picadillo H(m') = H(m).
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En las demostraciones de reduccion muchas ve-
ces es necesario suponer una propiedad mas
fuerte — que H tiene el mismo comportamiento
que una funcion aleatoria.

En otras palabras, en vez de suponer que te-
nemos un algoritmo deterministico publico para
calcular H, se supone que en cualquier ocasion
cuando alguien quiere saber un valor H(m), un
“oraculo” le dara un valor aleatorio. La tnica
condicion es que, si alguien pregunta otra vez
sobre el mismo mensaje m, entonces el oraculo
responderd con el mismo valor H(m).

Si usamos esta suposicion, decimos que estamos
trabajando

“en el modelo del oraculo aleatorio.”
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La firma digital basica de RSA:

Supongamos que los valores de la funcién de
picadillo H (los cuales en la préactica tienen un
comportamiento aleatorio) estan distribuidos
en todo el intervalo 0 < H(m) < N, donde N
es el médulo de Alicia.

Alicia quiere firmar un mensaje m que envio a
Beatriz.

Ella calcula H(m) y su potencia mod N con su
exponente secreta d; es decir, su firma es

s = H(m)? (mod N).
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Cuando Beatriz recibe el mensaje m y la firma
s, ella también calcula H(m), y usa la exponente
publica e para verificar que

H(m) = s® (mod N).

Si H(m) es igual a s° (mod N), entonces Beatriz
puede estar seguro de que

e Alicia fue la persona que le envié el mensaje
(porque supuestamente solamente ella conoce
la exponente d que es inversa a la exponente ¢);

y

¢ el mensaje no ha sido alterado (porque nadie
habria podido encontrar otro mensaje m’ con el
mismo H(m') = H(m)).
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En las investigaciones de las firmas digitales el
concepto que corresponde a

“seguro contra ataques de texto encifrado
escogido”

(SH]

“seguro contra ataques de mensajes
escogidos por un falsificador existencial.”

Quiere decir que el adversario puede obtener de
Alicia firmas validas s; para cualesquiera men-
sajes m; que escoge.

Lo consideraremos un falsificador exitoso si pro-

duce una firma valida para un mensaje m que
es diferente de todos los m;.
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TEOREMA. Si el problema de inversién de la
funcién =z — 2 (mod N) es dificil (es decir,
el imagen inversa no puede ser calculada en
tiempo razonable), entonces esta firma de RSA
es segura (en el modelo del oraculo aleatorio)
contra ataques de mensajes escogidos por un
falsificador existencial.

DEMOSTRACION. Queremos dar un argu-
mento de reduccion — una reduccion del prob-
lema de la inversion del mapa de RSA al prob-
lema de producir una firma falsificada.

En otras palabras, supongamos que tenemos
un programa de ordinador cuya entrada es la
clave piblica (N,e) de Alicia. Se le permite
hacer nada mas que g preguntas sobre los val-
ores H(m;) y mas adelante (si quiere) sobre las
firmas correspondientes s; para cualesquiera
mensajes m;.
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Este programa de ordinador es un falsificador
existencial de mensajes escogidos (en ingles:
chosen-message existential forger) si producira fi-
nalmente una firma valida para uno de los men-
sajes para que recibi6é solamente el valor de pi-
cadillo H(m) y no la firma.

Tenemos que mostrar un método para usar este

programa de ordinador para solucionar el prob-
lema: Dado y, halle z tal que y = z° (mod N).
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Versién informal (pero completa)

Visto que H es una funcion aleatoria, los men-
sajes m; no tienen relevancia alguna.

Lo que el falsificador tiene disponible:
una secuencia aleatoria h;
conjuntamente con los z; correspondientes
(las e™@* raices mod N)

Para tener éxito, el falsificador debe producir
la e™® raiz mod N de cierto valor aleatorio h,

donde h ¢ {h;}.

El teorema consta que esta tarea no es mas facil
que la de producir la e™? raiz mod N de un valor
dado aleatorio sin tener la secuencia de pares

(hi,ibi).

La demostracion en esencia se reduce a la sigu-
iente observacion trivial:
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Ambas secuencias h; y x; son distribuidas aleatoria-
mente en el intervalo {0,1,..., N —1}, por lo cual uno
puede obtener una secuencia de pares (h;,x;) equiva-

lente a partir de los x; usando la exponente publica e,
es decir, h; = z§ (mod N ).

En otras palabras, no se puede diferenciar una
secuencia aleatoria

(hs, h¢ mod N)
de una secuencia aleatoria
(zf mod N, z;);

es igual mirar a la secuencia de pares desde la
izquierda o desde la derecha.

Esta “demostracion” en realidad no es nada
mas que la tautologia a continuacion:

El problema de solucionar una ecuacion es equivalente
al problema de solucionarla con algunos datos adicio-
nales (h;,z;) que no tienen ninguna relevancia y que
cualquier persona puede generar a partir de informa-
cion publica.
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Sin embargo, tenemos que mencionar una su-
tileza.

En la demostracion de reduccién formal el pro-
grama de falsificador debe ser corrido O(q) veces
para estar casi seguro de haber encontrado la

ma

e raiz deseada.

;Cuales son las consecuencias practicas (en el
sentido del término de Bellare—Rogaway “se-
guridad demostrable orientada hacia la prac-
tica,” o en inglés practice-oriented provable secu-
rity)?
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Supongamos que estamos usando un valor de N
tan grande que confiamos en que las ¢™?2® raices
mod N no pueden ser calculadas en menos de
280 operaciones.

Supongamos que podemos esperar ataques de
mensajes escogidos en que el adversario puede
hacer un millén (= 2?°) preguntas al ordculo de
firmas.

La reduccion formal implica que podemos estar

seguros solamente de que el falsificador necesi-
tara por lo menos

280/220 — 260

operaciones.
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Por otro lado, la versién informal dice que el
falsificador necesitara el mismo tiempo — 280
operaciones — que cualquier otra persona que
quiere producir una e™? raiz mod N.

. Qué tiene razon,

(1) la demostracién de reduccién?

(2) el sentido comin?

Pregunta equivalente: ;los dos problemas a

continuacion son equivalentes el uno al otro, o
?

no?

El RSA-problema:

Dados N,e,y,
halle la e™? raiz de y mod N.

El RSA1(g)-problema:

Dados N,e y un conjunto finito de y;
aleatorios, se permite seleccionar

< q de los y;, para cada uno de los cuales
se da su e™*? raiz mod N;
se requiere producir la e™?
de uno de los demas y;.

raiz mod N
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Argumento informal:

RSA1(g) no es mas facil que RSA.

Reduccion formal:

RSA puede ser solucionado con O(q)
repeticiones de un algoritmo para RSA1(q),

por lo cual un limite inferior para el tiempo
para el problema RSA debe ser dividido
entre O(q) para obtener un limite inferior
para el problema RSA1(q).
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Algunos criptégrafos han desarrollado modifi-
caciones de este sistema de firmas de RSA para
tener reducciones ‘“apretadas.”

Es decir, pueden demostrar que un algoritmo
que rompe su sistema podria ser usado para
solucionar el RSA-problema en casi el mismo
tiempo.

. Vale la pena hacer eso?

iEs prudente reemplacer un sistema sencillo
por un sistema mas complicado para poder dar
una reduccién apretada?
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Mi opinién: jTal vez no!

(1) Con una estructura méas complicada hay
mas posibilidades de una falla. Por ejemplo,
si require un generador de numeros aleatorios,
alguien podria comprometer este generador.

(2) En la criptografia todo el mundo estd impli-
citamente suponiendo de que el RSA-problema
no es mas facil que el problema de factorizacion.
Sin embargo, segiin Boneh y Venkatesan, es
poco probable que exista una reduccion del
problema de factorizacion al RSA-problema. Es
decir, la supuesta equivalencia de estos dos
problemas es basada en “sentido comin” y la
experiencia de los especialistas.

Es un poco contradictorio negarse usar “sentido
comuin” en el caso de RSA vs RSA1(qg).

En la secuencia de supuesta equivalencia
Factorizacion <= RSA <= RSA1(g),

la primera < es seguramente el punto débil.
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En otras palabras:

Argumentos formales con reducciones apreta-
das son cosas buenas.

Pero a veces en la criptografia queremos supo-
ner que P; es equivalente a P, hasta si no pode-
mos construir una reduccion apretada de P, a

P1.
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Resumen:

I. Una “demostracion de seguridad” establece
la seguridad del sistema solamente contra cierto
tipo de ataques — y solamente con la suposicion
de que cierto problema matematico es dificil.

En la discusion sobre el sistema de Rabin no-
tamos que la misma propiedad que permite de-
mostrar la seguridad en cierto sentido podria
causar la vulnerabilidad total a otro tipo de
ataques.

Estamos tan preocupados por el mejoramiento
de la cerradura de la puerta de la calle que nos
escapa la atencion que la puerta de atras esta
completamente abierta.
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II. Una “demostraciéon de la seguridad” de un
criptosistema no siempre esta de acuerdo con el
sentido comun.

Por falta de reduccion apretata algunos cripto-
grafos deciden a rechazar un sistema sencillo
y pasar a un sistema mas complicado, lo cual
puede ser una mala idea.
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IT1. El campo de “seguridad demostrable” per-
dié un poco de credibilidad cuando Shoup en-
contré una falla en la “demostracion” de Bellare
y Rogaway para su OAEP.

En la criptografia existe una tradicion lamen-
table de tratar de publicar articulos con la
mayor posible rapidez.

Y no existe tradicién alguna de leer cuidadosa-
mente los trabajos de otros investigadores.

Durante 7 anos después de su publicacion, nadie
examino cuidadosamente el articulo de Bellare—
Rogaway, a pesar de que éste fue un trabajo
importante con gran influencia en el mundo de
comercio.
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En contraste, en las matematicas
1993 — el examen del trabajo de Wiles

2002 — ‘Primes is in P’ de Agrawal et al
(‘El problema “Primalidad” pertenece
aP’)

IV. La mayoria de los “demostraciones de se-
y

guridad” son casi imposible de leer, debido a la

jerga, el formalismo excesivo, y los errores.
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V. El uso del paradigma “teorema/demostra-
ciéon” causa malentendidos y confusion.

Prefiero las palabras

“afirmacion”

“argumento”
(més precisamente:

“afirmacion sobre la seguridad
reduccionista”

“argumento de reducciéon en apoyo
a la afirmaci6én”).
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La palabra “demostracion” tiene dos connota-
ciones:

(1) 100% certidumbre;

(2) una secuencia intrincada de argumentos
muy técnicos que nadie fuera de un circulo es-
trecho de especialistas habria podido entender
o cuestionar.

Una “demostraciéon de un teorema” es algo in-
timidante.

Un “argumento en apoyo de una afirmacion”
tiene un sonido mas humilde — sugiere algo que
cualquier persona inteligente podria entender y
tal vez poner en duda.
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En la criptografia las connotaciones de los tér-
minos juegan un papel mucho mas importante
que en otros campos de las matematicas.

En el algebra usamos el término “anillo” sin
preocuparnos por la posibilidad de malentendi-
dos por no-matematicos.

Es poco probable que un joven pensaria que
puede usar como regalo para su novia.

En contraste, el publico facilmente puede in-
terpretar las palabras “demostraciéon de seguri-
dad” de una manera muy exagerada — como lo
hicieron las companias Visa y MasterCard con
respecto al OAEP.
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Conclusion:

En los Estados Unidos tenemos una tradicion
larga de exagerar la capacidad de la tecnologia
para garantizar la seguridad.

Durante las primeras décadas de la época nu-
clear:

construccion de refugios contra la lluvia
radioactiva

Mas recientemente:

politicos tontos gastan > 10!° délares
para construir un “escudo anti-misil”

Tanto en la criptografia como en la vida en gen-

eral no nos debemos enganar con una sensacion
ilusoria de seguridad.
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i, Es posible demostrar la seguridad de un crip-
tosystema?

Mi respuesta: No.

La bisqueda de un criptosistema seguro es mas
arte que ciencia.

Nunca podemos estar 100% seguros de que lo
hemos logrado.

Es poco probable que alcancemos este santo
grial.
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Prelude
About 20 years ago I had the great pleasure to be a visitor at CRM in Bellaterra!
I made the observation: The group Ss is equal to GI(2,Z/2).
So we can get it as image of the Galois group G acting on points of order 2 of
an (in fact many) elliptic curve E, and we feel at home.
Sy is an extension of S5 by Z/2 x Z /2, and so we solve an embedding problem if
we realize S, as Galois group over Q.
Geometry gives us the group H'(Gg, F[2]), and hence we can solve these embed-
ding problems by using 2—coverings of the chosen elliptic curve which are easy
to be handled, especially if we restrict ramification and use Selmer groups.
I discussed this with Pilar Bayer, and we decided to use Geometry to compute
Witt invariants of trace forms; and we did it in a very rapid way!
Why where we interested?
Because T. Crespo had made explicit Serre’s criterion for the solvability of the
embedding problem

1—>Z/QZ—>§4—>S4—>1

(and for other 2-covers of alternating and symmetric groups).

In fact, as result we got a machinery to produce (thanks to the theory provided
by Langlands and Tunnell and the computational help of J. Quer and J.C. Lario)
cusp forms of weight 1 and given level quite easily, and ready was a paper, and I
was well integrated in the team...

Surprisingly our machine is used rather constantly till today.



0.1 ...there is more behind...

In fact, at that time we knew already that Galois representations on torsion points
may be important for diophantine questions.

I had the pleasure to give a series on lectures in the number theory seminar on
Ribet’ theorem proving Serre’s conjecture conditionally, and this reduced FLT
to the problem to show that every semi stable elliptic curve is modular.

What we did not know is that Wiles looked at S; as group isomorphic to GI (2,FF3)
and got, as first tiny step, that the Galois representation attached to points of
order 3 of elliptic curves is modular, and then dared to go on!

In the following I shall try to sketch the big frame of Galois representations which
proved to be immensely fruitful for arithmetic geometry, discuss some results and
conjectures which came up during the history of the Seminar teoria de nombres.
Nearly all of the were discussed in the seminar, and many contributions were
achieved by members of the seminar.

This leads me to

0.2 Acknowledgments

Thanks to the whole TEAM
of

teoria de nombres!

and, of course, special thanks to Pilar Bayer!



PART I Galois Representations

1 The Deepest Mystery

All we want to understand is

N,
the ordered set of natural numbers with semi-group structures induced by addi-
tion and multiplication.

We believe that we would get “all” information if we would know
Go

the group of automorphisms of the algebraic numbers Q. This is a huge group
but it is compact with respect to the profinite topology.
Two questions arise in a natural way:

1. Which are the finite(ely generated) factors of Gg and what can we say
about the corresponding fields, the number fields? For example is the

Conjecture 1.1 (Inverse Galois Problem)
Every finite group is a quotient of Gg

true?

2. What can be said about finitely generated subgroups and their fixed fields,
the large fields?
Here “special subgroups” like subgroups of order 2 generated by complex
conjugations are interesting but in many cases one gets results for “almost
all” subgroups with given number of generators.

2 Galois Representations

Let Gk be the absolute Galois group of a global (in most cases number) field K
with separable closure K.

Let R be a ring with a topology (often discrete).

A Galois representation is a continuous homomorphism

p:Gg — Gl(k, R).

p is (un-)ramified at p if p is (un-)ramified in K, := K,*") /K.
The conductor N, of p measures the ramification of p.
Examples for R are



e C with discrete topology,
o Z/n or F,,

e 7, with [-adic topology.

Since Gk is compact the image of p is finite if the topology of R is discrete.

2.1 Semisimple representations

Let p be as above.
Let o be an element of G .

By
Xp(o)(T)
we denote the characteristic polynomial of p(o).
Example:
For k=2

Xoo)(T) = T% = Tr(p(0))T + det(p(0)).

Definition 2.1 p is semisimple if it is the direct sum of simple representations.
In particular, p is determined (up to equivalence)

by {(0, Xp(0)(T)); 0 € G }.

For example Galois representations over C are always semisimple.

2.2 Cebotarev‘s Density Theorem

Assume that a place v € Yk is unramified in K, i.e. v does not divide N;.
Take an extension v of v to K and let 7, be a Frobenius automorphism with
respect to 0.
Then

XP(WU)(T)

is well-defined and independent of the choice of 2.



Theorem 2.2 (Ceboratev)
Assume that p is ramified only in finitely many places and semisimple.
Then p is determined by

{(v, Xp(z)(T)); v € X¢ and not dividing N, }.

In fact there is an effectively computable bound M = M(K, N,) such that p is
determined by

{(v, Xp(z)(T)); v € B with norm(v) < M},

3 Sources for Representations

3.1 Representations attached to Group Schemes

Let G be a geometrically connected commutative group scheme defined over K.
Let G[n] denote the kernel of the scalar multiplication by n.

The operation of Gx on G[n| induces a Galois representation pg,, over Z/n.
Taking n = ¢* (¢ a prime) and passing to the projective limit the action of G
induces the /-adic representation pg; which is a lift of pg .

3.2 Good Reduction and Semisimpleness

We give two examples of relations between arithmetic and Galois representations.
The proof of the first one is relatively easy.

Theorem 3.1 (Criterion of Néron-Ogg-Shafarevich)

Let K be a field with discrete valuation v which does not divide the prime (.
Let A be an abelian variety over K.

Then A has good reduction modulo v iff pay is unramified at v.

The next result is much deeper. In fact, it is the key ingredient for Faltings’ proof
of Mordell’s Conjecture.

Theorem 3.2 (Faltings, Tate, Zarhin, Mori ...)
Let K be a field of finite type, A an abelian variety over K and ¢ prime to
char(K ).

Then pa; ts semisimple.



3.3 The Conjecture of Fontaine-Mazur

In the previous subsections we produced /-adic representations p by Tate modules
of group schemes.

This can be interpreted as using the first étale cohomology group. So more gene-
rally we can use de Rham, f-adic or p—adic cohomology groups of schemes over
K to get Galois representations.

Definition 3.3 Let K be a global field.

An l-adic representation of G is geometric if it is unramified outside of a finite
set of places of K and if its restriction to decomposition groups is potentially
semi-stable.

Conjecture 3.1 (Fontaine-Mazur)

Let p be an irreducible {-adic geometric Galois representation.

Then the representation space of p is isomorphic to a subquotient of an étale
cohomology group of an algebraic variety over K (with coefficients in a Tate twist

Qe(r))-

Consequence for number fields:

Assume that the Fontaine-Mazur conjecture is true.

Let K be a number field, and let L/K be an unramified Galois extension with
G(L/K) a f-adic Lie group. Then L/K is finite.

This is wrong for curves over function fields K of characteristic p > 0.

Theorem 3.4 (F.-Kani)

There exist function fields K over finite fields and non-isotrivial curves C/K
(explicitly given for every genus > 2 if p = 3 mod 4) with regular unramified
Galois pro-covers in which at least one point is totally split with Galois group

PSLsy(Z,).

Though the theorem “contradicts” the consequences of the Fontaine-Mazur con-
jecture it follows its spirit. The representation is given by the Galois action on
the Tate-module of a carefully constructed Jacobian variety of a cyclic cover C'
of the projective line such that Jo- has potentially good reduction at all places
and at one place the fibre has complex multiplication of a special type.



4 Two-dimensional Representations

4.1 Two-dimensional Modular Representations

Modular representations are representations induced by Cohomology groups of
the Jacobians Ji(n) of modular curves X;(n) which are explicitly given curves
whose points have a modular interpretation.

A very special property is that the ring of endomorphisms on J;(n) contains a
large commutative subring, the Hecke algebra T, generating an order of a
totally real field.

The Hecke algebra acts in a canonical way on geometric and arithmetic objects
related to X (n) and, since T, is defined over Z, it commutes with Galois actions.
In particular, T,, acts on the space of cusp forms (closely related to holomorphic
differentials on X;(n)) of weight k& and splits it up in spaces generated by eigen-
forms. The Galois action corresponding to the cover

Xi(n) — Xo(n)

yields a further splitting of the eigenspaces of cusp forms with respect to I'g(n)
with nebentype € where € is a Dirichlet character modulo n.

The Eichler-Shimura relation connects Frobenius automorphisms acting on
Xi(n) x Z, with the p-th Hecke operator T),.

Theorem 4.1 (Deligne)

For k > 2 and an eigenform f of level n, weight k and nebentype € there exists
a two-dimensional Q,[Ggl-representation py which is not ramified outside of nl
with Tr(px(m,)) = a, (a, the eigenvalue of T,) and det(px(m,)) = e(p)p*~*.

As special case of the Fontaine- Mazur conjecture one gets:
Geometric f-adic odd irreducible two-dimensional representations are attached to
modular forms!

4.1.1 mod — /-version: Serre’s conjecture'

Conjecture 4.1 Let p be an odd irreducible Galois representation of Gg into
Gl(2,k) with k a finite field of characteristic p.

tadded in proof: This is no longer a conjecture but a theorem of Khare-Wintenberger and
Kisin. We shall use this in the sequel.



e p is attached to a modular form.

o The local behavior of p at p determines the minimal weight, the minimal
level and the nebentype of an attached cusp form.

o [f the group scheme attached to p is finite at p then the minimal weight is
2, the level is the prime-to-p-part of N, and the nebentype is trivial.

4.2 The non-geometric case: k =1

The Theorem of Deligne stated above is true for £ = 1 if we use C as ground
field.

Theorem 4.2 (Deligne-Serre)

For an eigenform f of level n, weight 1 and nebentype € there exists an odd irredu-
cible two-dimensional C-representation py with Artin conductorn with Tr(pg(m,))
a, (a, the eigenvalue of T,) and det(ps(my)) = €(p).

In combination with a result of Langlands-Weil we get

Corollary 4.3 Artin’s conjecture is true for odd two-dimensional representations
iff every such representation is modular.

Remark 4.4 As indicated in the header of the subsection we do not have a a
geometric interpretation of modular forms of weight 1 via an Eichler-Shimura iso-
morphism. Nevertheless one uses geometry to construct mod —/{-representations
(multiply by Eisenstein series to raise the weight), then lifts these representations
to (-adic representations, and finally uses analytic number theory (Rankin) to
show that these representations are coming from complex representations.

This opens a wide area for numerical experiments.

On the one hand try to compute the number of eigenforms of weight one to
given level, and on the other side compute the number of odd two-dimensional
representations with given Artin conductor.

Both numbers have to be the same, and in fact they are in all tested cases.

The possible images of such representations modulo the center are very restricted
(dihedral, A4, Sy, As), and so it is interesting to interpret them geometrically (cf.
Prelude).



PART II

5 Finiteness Results

5.1 Isogeny Theorems

We have mentioned already that Faltings, Tate et al. have proved that the ¢-adic
representations attached to abelian varieties over fields of finite type are semi-
simple.

Consequence:The L-series of abelian varieties determine the isogeny classes.
In fact, everything is effective, and so two abelian varieties over fields K of finite
type are isogenous if “enough” (e.g. infinitely many) Galois representations on
(-torsion points are equivalent.

Here “enough” depends on the arithmetic of the abelian variety, e.g. their con-
ductor, and on the field K. Does this result remain true if we replace equivalence
between representations by equality of the kernels of the representations?

5.1.1 Horizontal Isogeny Theorem for Elliptic Curves

Using crucially results of Serre and investing some work in the CM case we (F.-
Jarden) prove

Theorem 5.1 Assume that K is a finitely generated field which is not finite, and
let E and E' be elliptic curves over K.
Assume that there exists an infinite set A of primes and a constant ¢ such that
forl e A

K(EL, E'6) : K(E[]) N K(E[0)] < c.

Then E is isogenous to a twist of E'.

It is remarkable that this result is not true if K is a finite field. In this case A
has to be a set of Dirichlet density > 3/4.

5.2 Shared Torsion Structures

As in the last section the statements and conjectures make sense for arbitrary
fields of finite type. Here we restrict ourselves to the case that the ground field is
Q.

Let A; and A, be two abelian varieties defined over Q with conductor N; and Ns.



Assume that we find Galois invariant finite subgroups C; C A; with C; Galois
isomorphic to Cy. How large (depending on dimA;, N;) has the order of C; to be
in order to force A; and A, to have isogenous abelian subvarieties?

The best results known in this direction are due to Faltings and Masser-Wiistholz.
Typically the bounds involve the heights of A;. It is conjectured that the heights
depend polynomially on the degree of the conductors.

We restrict ourselves to the case that A; is an elliptic curve.

Conjecture 5.1 (Degree Conjecture) There is a polynomial function m(t) such
that for all elliptic curves E and all abelian varieties A of dimension g over Q
we get:

Assume that the degree of the conductor of E x A is bounded by M, that m >
m(2M) and that a Galois invariant subgroup C of order m of E(Q) can be em-

bedded (as Gg- module) into A(Q).

Then A contains a subvariety isogenous to E.
For pairs of elliptic curves much sharper conjectures should be true.

Conjecture 5.2 (Representation Conjecture) For fized elliptic curve Ey there
1s a number mgy such that for all m > mg and for all elliptic curves E with
PEym = PEm it follows that Ey is isogenous to E.

Kani and Darmon conjecture that fixing Ey is not necessary and that it is (maybe
up to finitely many exceptions (Kani)) sufficient to have m > 23.

These conjectures are motivated by standard conjectures like Lang’s conjecture
for surfaces of general type applied to moduli spaces of pairs of elliptic curves
having common torsion structures.

5.3 The Asymptotic Fermat Conjecture

We formulate Serre’s conjecture in the geometric context.

Assume that p is an irreducible and odd two-dimensional representation of Gg to
Gl(2,F,) such that the group scheme A, is finite at £. Then A, can be embedded
into Jo(IN,) where N is the prime-to-(-part of the Artin conductor of p.

We apply this to representations attached to elliptic curves.
Consequence 1: Let A, B € Z be relatively prime. Then the elliptic curve

Eap:Y? = X(X — A)(X — B)

is semi stable outside of 2 and E4 p[f] is finite as group scheme at all odd primes
p with v,(AB(A — B)) = 0 mod /.



So E p[l] can be embedded into Jy(N4 ) with

Nap = 2’ (AB(A-B))20mode P

with ¢ < 4.
Remark 5.2 Of course, this result proves FLT!

Consequence 2: Let /;, © € N, be an infinite sequence of different prime num-
bers, and for each i let p; be an odd irreducible representation of Gg to G1(2,Fy,)
finite at ¢;.

If the Serre conductors N,, are bounded then there is an elliptic curve Ey defined
over Q such that for infinitely many ¢ we get:

Pi = PEo.t;-

Corollary 5.3 Assume that there is a number Ny such that for infinitely many
prime numbers ¢; > T there is an elliptic curve E; defined over Q such that
Q(E;[¢;)) is unramified outside of £;Ny and such that E;[¢;] is finite at ;. Then
there is an elliptic curve Ey with Ey[l;] = E;[¢;] for infinitely many i, and the
conductor of Ey is < Nj.

These two consequences give an equivalence between the Asymptotic Fermat
Conjecture and Representation Conjecture 5.2 for elliptic curves.

Theorem 5.4 Fiz a,b,c € Z relatively prime. Assume that for infinitely many
primes £ > 5 and x,y, z € Z, relatively prime, one has

ar’ + byt = ¢zt

Then there is an elliptic curve Ey defined over Q of conductor Ny = 29 - 10!
such that for infinitely many ¢

Eo[20] = Eypepye[20] as Gg — module.

Hence the Asymptotic Fermat Conjecture true over Q if and only if the
Representation Conjecture 5.2 for even m; is true.

5.4 The ABC-Conjecture and the Degree-Conjecture

Recall the ABC-Conjecture over QQ stated in a weak form:
There are constants ¢ and d such that for all relatively prime integers A and B

we have
[Al<e [ »*
plAB(A-B)



Let
(V2R X()(NE) — F

be a minimal modular parametrization of the elliptic curve F.

Fact:

log(deg(¢)) < 2h(E) + O(log(Ng))

< log(deg(p)) + O(log Ng) + O(1)
where h(E) is the Faltings height of E. For semi stable E the conductor N is
square free and hence Jo(Ng) has no multiple factors. Since deg(p)? is the order
of the intersection of E' with the kernel of ¢, the Conjecture 5.1 predicts that it

is bounded by a polynomial in Ng.
We apply this to the curve

E:Y?=X(X—-A)(X -B)
and get
Theorem 5.5 The ABC-conjecture over Q is equivalent with the degree conjec-

ture 5.1 for semi stable elliptic curves with rational points of order 2 over QQ
applied to their modular parametrization.



PART III

6 Large Fields

6.1 Notation and Definitions

Let e be a non-negative integer.

Since Gg is compact the cartesian product G has a unique normalized Haar
measure.

In the following o = (071,...,0.) is an element in Gg,

Q(0) is the fixed field in Q of oy,...,0.. We say that a property £ holds for
almost all ¢ iff it is true outside of a set of measure 0 in Gg. It turns out that
this gives a lot of information about the behavior of £ over number fields.

e > 1is a cut number if a (arithmetic-geometric) property is true for almost all
s Gf@_l but not in G§.

A first example for “almost all”:(Fried-Jarden)

For all ¢ > 1 and for almost for almost all ¢ the Galois group of Q/Q(o) is
profinite free and Q(o) is hilbertian.

6.2 Large fields are large

Example 6.1 For all e and almost all o and all irreducible varieties V' defined
over Q(o) we have

V(Q(o)) # 0.
So Q(o) is a PAC field.

In a similar direction points the next example:

Example 6.2 (F.—Ja,rden_) For all e, for almost all o and for all abelian varieties
over Q(o) the rank of A(Q(0)) is infinite.

Reason: For varieties V' there are infinitely many linear disjoint extensions of K
of fized degree over which V has “new” rational points.



6.3 Torsion points in large fields

The argument given in the last section for points on varieties does not hold for
torsion points of a fixed group scheme. First take the multiplicative group G,,.
A by now classical result of Jarden is:

For almost all o € G the field Q(o) contains infinitely many roots of unity.
For e > 2 the field Q(c) contains only finitely many roots of unity.

So 1 and 2 are “cut numbers”.

Much deeper is the following result of Geyer-Jarden:

Let E be an elliptic curve defined over Q.

Then

1. If e = 1 then there are infinitely many prime numbers ¢ with E(Q(c))[(] #
0.

2. If e > 2 then there are only finitely many prime numbers £ with E(Q(c))[(] #
0.

3. For all e > 1 and all / the fixed elements in the Tate module, Ty(E)“3), is
equal to {0}.

The proof of these results uses our knowledge about the Galois representations
on torsion points of elliptic curves.

A key ingredient is Serre‘s open image theorem on the Galois action on the
products of the ¢-torsion points (It is tricky in the case of complex multiplication.)

With these remarks one can hope to generalize the results.

Without problems one can replace “Q” by “number field” resp. “field of finite
type”.

What about abelian varieties of higher dimension?

A conjecture of Geyer and Jarden stated already 1978 claims that analogous
results should hold.

The difficulty comes from the fact that Serre has not proved strong enough results
for the images of the representations in all cases!

What is known?

The result on Tate modules is true for all abelian varieties over finitely generated
fields (Jacobson-Jarden).

The second part of the result above is true for all abelian varieties over finitely
generated fields in characteristic 0 (Jacobson-Jarden).

The first part is true for abelian varieties A if either End(A)= Z, dim(A)= 2,6
or odd, or A has real multiplication and not potentially good reduction. (In these
cases Serre’s results about the Galois representations attached the A are strong
enough.) In the number field case there is a new result (2004) of Geyer and Jarden
which use the rudiments known about Galois representations in an ingenious way.
They prove



Theorem 6.3 Let K be a number field and A an abelian variety defined over K.
Then K has a finite Galois extension L such that for almost all o € G there are
infinitely many primes € with

A(Q(a))[€] # 0.

6.4 Elliptic curves with CM

Some questions:
Are there cut numbers larger than 27
What about torsion and isogenies of elliptic curves over large fields?

Using the results about roots of unity one gets immediately restrictions for elliptic
curves having all points of order n in a field Q(o).

But the modular curves X;(n) and Xy(n) have for all e and almost all ¢ infinitely
many points in Q(c) (PAC-property).

We know (Merel) that over number fields the torsion of elliptic curves is uniformly
bounded, and we believe that the same is true for isogenies, as long as we avoid
elliptic curves with complex multiplication.

Can we hope for such a result over Q(c)? Answer:

Theorem 6.4 (F.-Jarden 06)
We identify twists of elliptic curves and claims hold for almost all o.

1. If e < 2 then there are infinitely many non-isomorphic_elliptic curves £
with CM over Q(o) and all endomorphisms defined over Q(o).

2. If e > 3 then there are only finitely many such curves.

3. If e < 3 there are infinitely many elliptic curves defined over Q(o) with CM
over C.

4. For e > 4 there are only finitely many elliptic curves E over Q(c) with CM.

So 3 and 4 are cut numbers.



The proof of the theorem uses (of course) the knowledge about the degree of

j-invariants of CM-curves and the relation to the class number h(d) of imaginary
quadratic fields Q(v/—d) which is “about” v/d.
But this is not precise enough. We need

Theorem 6.5 (partly courtesy of R. Murty)
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Corbes de Shimura, STNB 2001

@ Una K —algebra de quaternions és una K —algebra central
i simple, de dimensi6 4 sobre K

@ Una K —algebra de quaternions o bé és isomorfa a My(K)
0 bé és una K —algebra de divisio

@ Sobre R les Uniques algebres de quaternions son M, (R) i
H=(-1,-1)r

113 139 O = =
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H és una R—algebra de dimensio 4 amb base 1,1, ],k

@ 1 és I'element identitat

@ i,j,k son arrels
quadrades de —1

@ ij=Kk, ji=-k
| totes les identitats
obtingudes d’aquestes
per permutacions
cicliques de (i,j, k)
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Complexos C

z =<a,b> H=R@H"
q =< o,V >=< (o, [d1, 02, 03] >
Producte
< ajap—biby, a;bs+asbg > Producte
<af—V.U,au+ pgv + (v xu) >
Norma
z| = va? + b?
_ Norma
Geometria ol = /0 + 2 + o + 3
z| =1
) Geometria
Rotacio 2D
g/ =1
a —b \[8
b a Rotacio 3D
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a simn— d SmM— da._Sin—
X ‘> "' Z

F e et

0 0 0 0
.

0 .0
q ={cos—,asin—
) )

e

Rotacio d’angle 6 al voltant de I'eix de direcci6 unitaria a

1-2¢;-2¢;  29.9,424,9, 29,4,-24,9
29,,-29,9, 1-24; -2, 29,4,%2q,4,
20,0:424,9, 24,4,-2,9, 1-2g; -2g;

O
0y
I
n
it
S
0
0
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Sir William Rowan Hamilton |

Fascinat per la relacio entre C i la geometria plana, intentava

trobar una algebra més gran que jugués el mateix paper a la
geometria de I'espai

Cercava una algebra de divisid normada de dimensio 3. Pero

tal cosa no existeix. En realitat necessitava una algebra de
dimensio6 4

EIRE 29 :

e

i & lf:‘—-—'
AR

P B R

o

oy Hamilton 1843 7

La va trobar el 16 d’octubre de 1843 L,_. e
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Lendema, Hamilton va escriure al seu col.lega John T. Graves.
El 26 de desembre aquest li va escriure parlant-li d’'una nova
algebra de dimensi6 8, i demostrant que era una algebra de
divisi6 normada.

Els nombres octavians

Hamilton es va oferir a fer-ne difusio, pero ho va anar deixant i
mentrestant, el mar¢ de 1845, Arthur Cayley, que buscava
relacions entre quaternions i funcions hiperel.liptiques, va
publicar I'article “On Jacobi’s Elliptic Functions (...) and on
Quaternions”, on de passada descrivia la mateixa algebra.

Els nombres de Cayley

Anna Rio A000079

a(3)=
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Els octonions O
Algebra de divisi6 normada de dimensio 8

RCCCHCO

Teorema SoOn les Uniques algebres de divisido normades

Adolf Hurwitz

Uber die Composition der quadratischen Formen von beliebig vielen Variabeln,
Nachr. Ges. Wiss. Gottingen (1898) 309-316.
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Algebra és un K—espai vectorial equipat amb una forma
bilineal m : A x A — A, anomenada multiplicacio, i
un element 1 € A diferent de zero, anomenat
unitat, tals que m(1,a) = m(a,1) =a

No suposem les algebres associatives
Algebra de divisio: siab = 0, aleshoresa=00b =0
Si I'algebra és associativa equival a I'existéncia
d’inversos multiplicatius
Algebra de divisi6 normada és una R—algebra amb estructura
d’espai vectorial normat tal que ||ab|| = ||a||||b]|
Implica que 'algebra és de divisio i que ||1]| =1
R, C, H
(XZ+x3+- - +x)Y2+y3+- - +y2) =22+ 22+ + 22

n =1, 2 (Diofant), 4 (Fermat-Lagrange)
Teorema dels vuit quadrats (C.F. Degen, 1818)
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Algebra alternativa: qualsevol subalgebra generada per dos
elements és associativa

@ (Artin) A alternativa si, i nomeés si, peratota,b € A
(aa)b = a(ab) (ab)a = a(ba) (ba)a = b(aa)
@ Associador: Ax Ax A — A
[a,b,c] = (ab)c — a(bc)

és un forma trilineal. Es alternada si, i només si, I'algebra
és alternativa

Teorema R C C C H C O son les Unigques algebres de
divisi6 alternatives

Max Zorn
Theorie der alternativen Ringe
Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 8 (1930), 123— 147
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Els octonions O

@ Base: 17 €1,€2,€3,€4,€65,€6,€7
@ Taula del producte

€1 €2 €3 €4 €5 €6 €7
e -1 ey e; | —eo € | €5 | —e3
e || —ey -1 es e, | —es es | —eg
es3 || —e7 | —es -1 €6 € | —ey eq
ey e | —e1 | —€g -1 ey ez | —es
es || —€eg es3 | —ey | —ey -1 e, ey
€6 es | —ey e, | —e3 | —e1 -1 e-
ey es € | —€e; € | —e4 | —€s -1
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@ e1,e,,...e7s0n arrels quadrades de —1

@ anticommutativitat: eje; = —e;€; Sii # |

@ index cycling (mod 7): eje; = ex = €;11€j11 = €41
@ index doubling (mod 7): eje; = ey = €€ = €y

A partir d’'un producte no trivial, com ara e;e, = e,4, aquestes
propietats son suficients per recuperar tota la taula del producte

Anna Rio A000079

El pla de Fano

7 punts i 7 rectes. Cada parell de punts en una Gnica recta.
Cada recta té 3 punts ordenats ciclicament

€i€j — €k €j€j — —€
119 139
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El pla de Fano és el pla projectiu sobre F5

Les rectes per I'origen a I'espai Fg’ s’identifiguen amb els set
elements diferents de zero de Fg’

@ Els plans per I'origen donen subalgebres de O isomorfes
als quaternions (alternativitat)

@ Les rectes per I'origen donen subalgebres de O isomorfes
als complexos

@ Lorigen dona una subalgebra isomorfa als reals

Anna Rio A000079

Els octonions com a matrius

@:{(3‘ ;,) |, B ER, u,veR3}

@ Suma component a component

@ Producte
(Oél V1> <C¥2 V2> .
up B1/) \uz B
( 10 + Vp.Up Vo + Bov1 — (U X Uz))
aUg + Bruz + (V1 X V2) B1B2 + U1.Vo

Els octonions com a parells de quaternions
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Els octonions com a algebra de grup twistada

Podem usar qualsevol funcio o : G x G — {1} per twistar el
producte a I'algebra de grup R[G]:

g xh = a(g,h)gh

a és 2—cocicle & associativa
a és 2—cocicle estable & commutativa

@ C = R[F;] twistada amb un 2—cocicle estable
@ H = R[F5] twistada amb un 2—cocicle
e O = R[F3] twistada per una funcié que no és 2—cocicle

O és una algebra no associativa

Anna Rio A000079

1,2,4,8... What comes next?

A00007/9
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La construccié de Cayley-Dickson

Successio infinita d’algebres, cadascuna dobla la dimensi6 de
I'anterior i les quatre primeres son R, C, H, O

Si A és una algebra on hi ha definida una conjugacio a — a*,
aleshores definim una algebra A’

@ elements: parells d’elements de A

@ suma: component a component

@ producte: (a,b)(c,d) = (ac — db*,a*d + cb)
@ conjugacio: (a,b)* = (a*, —b)

Equivalentment: A’ ={a+bi | a,bc A} ambi’= -1

a(ib) = i(a*b) (ai)b = (ab*)i (ia)(bi 1) = (ab)* i* = —i

Anna Rio A000079

Algebres normades

Una x—algebra és una algebra A amb una conjugacio:
x: A — A R—lineal tal que a** = ai (ab)* = b*a*

Una algebra commutativa es pot considerar com a x—algebra
prenent x =identitat. Direm que I'algebra és real

Una x—algebra A és ben normada (nicely normed) si

at+a R i aa* >0 Va#0
a-+a* a—a*
Aleshores, Re(a) = > € R, Im(a) = 5

Norma: ||a|| = Vvaa*

Lalgebra té inversos multiplicatius: a—1 = a*/||a||?
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Si A és ben normada i alternativa, és una algebra de
divisié normada

a,b,a*, b* pertanyen a I'algebra associativa generada per
Im(a), Im(b)

@ ab=0= (ab)b=1=0
Sib #0, b1 =b*/||b]| i el producte anterior &s associatiu

® |lab||* = (ab)(ab)* = ab(b*a*) = a(bb*)a* = ||al|*||b||*

Anna Rio A000079

Efectes d’iterar la construccio de Cayley-Dickson

Proposicio 1 A’ mai és real
Proposicid 2 A ésreal < A’ és commutativa

Proposicio 3 A és commutativa i associativa < A’ és
associativa

Proposicid 4 A és associativa i ben normada < A’ és
alternativa i ben normada

Proposicio 5 A és ben normada < A’ és ben normada
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R és x—algebra real, commutativa, associativa i ben normada

4

C és x—algebra commutativa, associativa i ben normada

4

H és x—algebra associativa i ben normada

4

O és x—algebra alternativa i ben normada

Totes quatre son algebres de divisido normades

Anna Rio A000079

Els sedenions Q'

@ Successio de x—algebres A, de dimensi6 2"

@ Ben normades, pero no reals, ni commutatives, ni
alternatives

@ Tenen inversos multiplicatius pero no son algebres de
divisio
Ae = O (i, per tant, tota la resta) té divisors de zero

a= (e7,es) b = (es,eq)
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Algebres de Clifford

William Kingdom Clifford
Aplication’s of Grassman'’s extensive algebra. Amer. Jour. Math. 1 (1878), 350-358

@ V espai vectorial real amb un producte escalar
Cliff (V) és 'algebra associativa generada lliurement per V
modul les relacions v? = —||v||?
Equivalentment, modul les relacions vw +wv = —2(v,w)

@ V = R" amb el producte escalar usual, Cliff (n).

Algebra associativa lliurement generada per
n arrels quadrades de —1 que anticommuten

Cliff(0)=R  Cliff(l)=C  CIiff(2) = H

Anna Rio A000079

Algebres de Clifford Cliff (n)

Cliff (n)
R
C

IH Periodicitat de Bott
Hoe H . Y
Mo () Cliff (n + 8) = Cliff (n) © Mg (R)
M4 (C)
Mg(RR)
Mg(R) © Mg(RR)

~NOoO Olh WDNBEFE O S

Algebres de matrius sobre R, C, H = Es facil determinar les
seves representacions
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Algebres de Clifford Cliff (n): representacions

Tota representacio és suma d'irreductibles
Unica representacio irreductible de My (R), My (C), My (H)

n # 3,7 mod 8: Unica rep. irreductible de Cliff (n). Espai
dels pinors Py,

n=3,7 mod 8, Cliff(n) és & de dues algebres de matrius
reals o quaternioniques, té dues rep. irreductibles. Pinors
positius P, i pinors negatius P,

n | Cliff (n) || Representacions irreductibles
0 R PO =R

1 C P, =C

2 H P2 = H

4 MZ(H) Py = H?

> My (C) Ps = C*

6 Mg(R) Pg = R®

7 | Mg(R) @ Mg(R) || P/ =R® P77 =R8
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El teorema de Hurwitz

Suposem que K és una algebra de divisido normada

la: K — K
X — axX

Si ||a|| = 1, 'operador L, conserva la norma. Aplica S(K),
I'esfera unitat, sobre si mateixa

K és algebra de divisid = donats dos punts qualssevol de
S(K), hi ha un operador L, que envia un a l'altre

Tanta simetria a S(K) vol dir que la norma prové d’'un
producte escalar

_1 2 2 — 1l 2
(,y) =5 (Ix+yIE = 1IXI[2 = lIyl?)

a € K imaginari si &s ortogonal a 1. Im(K) és I'espai
tangent a S(K) en el punt 1
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El teorema de Hurwitz

a — La
S(K) — transformacions ortogonals de K
Im(K) —  transformacions antiadjuntes

a imaginari de norma 1 = L, ortogonal i antiadjunta
Ortogonal: es pot trobar una base ortonormal en la qual la
matriu és diagonal per blocs amb blocs 2 x 2

COSa Sina
—Sina  COS «

) | potser un bloc (1)

Ortogonal i antiadjunta = blocs 2 x 2 de la forma + <_01 é)

a imaginari de norma 1 = L2 = -1

L2=—]]al|*> VaeIm(K)
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El teorema de Hurwitz

L2=—jal|®> VaeIm(K)
a — L és una representacio de Cliff (Im(K)) en K

Una algebra de divisi6 normada de dimensio n proporciona una
representacio n—dimensional de Cliff (n — 1)

@ Taula anterior:n=1,2,4.8

@ Periodicitat de Bott: representacions irreductibles de
Cliff (n 4 8) s’obtenen tensorialitzant les de Cliff (n) per R®
|, per tant, la dimensi6 es multiplica per 16

Sin > 8, aleshores les representacions irreductibles de
Cliff (n — 1) tenen dimensio més gran que n
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El teorema de Hurwitz

@ Les algebres de divisido normades només son possibles en
dimensi6 1,2,4,8

@ R, C, H, O sbn algebres de divisido normades d’aquestes
dimensions

@ Unicitat? Aprofundir en la relacié amb la construccio de
Cayley-Dickson
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El teorema de Hurwitz. Unicitat

Suposem que K és una algebra de divisio normada

@ Existeix un Unic operador lineal x : K — Ktalque 1* =11
a* = —a per atot a € Im(K)

Es prova que K és una x—algebra ben normada

Ko subalgebra de K, és ben normada

Ko # K, element i € K ortogonal a K

Podem suposar ||i|]| = 1. Ortogonal a 1 € Kg =i € Im(K)
Per la definicid de x es té i* = —i

Com abans (ortogonal i antiadjunt), i = —1

Es prova

a(ia’) =i(a*a’) (ai)a’ = (aa™*)i (ia)(@i1) = (aa’)*
Subalgebra (Ko, i) isomorfa com a «—algebra a K,
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El teorema de Hurwitz. Unicitat

Podem trobar un cadena de subalgebres
Ko=RCK;C---CKy=K

tal que K, = K

Les Uniques algebres de divisio normades son R, C, H, O
Algebres de Hurwitz

Anna Rio A000079

Rellevancia dels octonions

Geometria: el 1925 Elie Cartan va descriure la trialitat, la
simetria entre vectors i espinors a I'espai euclidia
de dimensio 8

Fisica: On an algebraic generalization of the quantum
mechanical formalism Pascual Jordan, John von
Neumann, Eugene Wigner. Ann. Math. 35 (1934)

Els octonions expliqguen algunes caracteristiques
curioses de la teoria de cordes.

Supersymmetry and the division algebras.

T. Kugo, P.-K. Townsend. Nucl. Phys. B 221 (1983)
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Rellevancia dels octonions

Els octonions connecten estructures algebraiques que sind apareixen
com a excepcions aillades i inexplicables

Les algebres de Lie simples es presenten en 3 families infinites
d’algebres classiques, que provenen dels grups d’isometries
dels espais projectius P"(R), P"(C), P"(H)

A més hi ha 5 algebres de Lie simples excepcionals:

4 d’elles provenen dels grups d’'isometria dels plans projectius
sobre 0,0 C,0® H,O ® Q.

La que resta és el grup d’automorfismes de O
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Rellevancia dels octonions

Algebra de Jordan formalment real és una algebra
commutativa i de poténcies associatives tal que

a;+---far=0=>a;=---=a, =0

Les matrius hermitiques sobre les R, C, H tenen estructura
d’algebra de Jordan amb el producte x ©y = (xy + yx)/2

@ 3 families infites d’algebres simples: hn(R), hn(C), bhn(H)
@ La quarta familia és R" & R amb el producte
(V,a) ®(W,3) = (aw + v, < V,W > +af)
@ Lalgebra de Jordan excepcional és lI'algebra de matrius
3 x 3 octonidoniques hermitiques, també amb
XOY = (Xy +yx)/2
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Rellevancia dels octonions

Successio d’algebres de Jordan simples

b3(R) — h3(C) — b3(H) — h3(O)

de dimensions 6, 9, 15, 27.

En mecanica quantica els observables sovint es descriuen
mitjancant elements de h3(C)

Una projeccio en una algebra de Jordan formalment real és un
element p tal que p? = p. En el cas h3(C), corresponen a les
matrius amb valors propis 0, 1 i s'usen per descriure
observables que prenen només dos valors

Les projeccions de les algebres de Jordan es poden tractar
com a proposicions de “logica quantica”

p = g sig— p és unasuma de quadrats
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La construccio de Tits

A algebra de Hurwitz. J una de les 4 algebres de Jordan h3
Siguin Ag i Jg els respectius conjunts d’elements de traca zero

aob:ab—%t(ab) XoY:XY—%t(XY)

Definim
L = Der(A) & (Ao ® Jo) & Der(J)

amb la multiplicacié que coicideix amb els commutadors sobre
Der(A) i Der(J) i satisfa [Der(A),Der(J)] =0

[a®X,D]=aD®X [a®X,E]=a®XE

1 1
[A®X,beY]= Et(XY)Da,b + (aeb)® (X oY)+ zt(ab)Dx,v

on R, L indiquen la multiplicaci6 per la dreta,esquerra i

Dajb = Rjap] — L{a,0] — 3[La,Ro] Dx,y = [Rx,Ry]
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La construcci6 de Tits
L'algebra L aixi construida és una algebra de Lie

SIA=0iJ =R, h3(R), h3(C), h3(H), h3(0) s’obtenen les 5
algebres de Lie simples excepcionals

Gy, F4,E6,E7,Es

de dimensions 14, 52, 78, 133, 248
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Rellevancia dels octonions

Les projeccions de h,(C) corresponen a subspais de C"

Rang d’una projeccio: longitud de la cadena més llarga

O=po<pr<---<pPi=p

Construccio de I'espai projectiu: els punts son les projeccions
de rang 1, les rectes soOn les projeccions de rang 2, la
relacio d’incidencia donada per I'ordre de I'algebra de Jordan

@ Amb hy(R), hn(C), hn(H) i n > 2 s’obtenen els espais
projectius P"(R), P"(C), P"(H)

@ Amb R" ® R in > 2 s’obté una serie d’espais projectius
1-dimensionals relacionats amb la geometria Lorentziana

@ Jordan (1949): Amb h3(Q) s’obté un pla projectiu P?(Q)
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Rellevancia dels octonions

El pla projectiu sobre O no satisfa el teorema de Desargues

Ruth Moufang
Alternativ korper und der Satz vom vollstandigen Vierseit
Abh. Math. Sem. Hamburg 9 (1933)

Moufang loops, isotopies, geometria 8-dimensional, SQOg,
companys,. ..
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| I'aritmetica?

Que son els quaternions a + bi + c¢j + dk enters?

Enters de Lipschitz: a,b,c,d € Z

1
Enters de Hurwitz: a,b,c,d € Z o a,b,c,d € Z+ 5

Divisio euclidiana Z = Qz + R imitant la dels enters de Gauss:
@ g=Zzt=a+bi+cj+dk
@ A, B, C,D enters més propers
Q=A+Bi+Cj+Dk, R=Z-Qz
2
N(Rz7H)=(@a-A)P?+(b-B)?+(c-C)>+(d-D)*<4 (E) =1
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Enters quaternionics

S’obté N(R) < N(z) pero no la desigualtat estricta !
1
lgualtat: [a—A|=|b—-B|=|c—-C|=|d —D| ==

2
Llavors, g enteriZ =gz + 0
Unitats de Hurwitz: enters de norma 1. N'hi ha 24

+1, +i, £j, £K ililiil'ilk
Y Y J7 Y 2 2 2] 2

Primers: enters de norma un primer
Enters primitius: No divisibles per cap natural n > 1
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Factoritzacié quaternionica

Teorema (Cas primitiu). Per a cada factoritzacio de
N(Q) = pops1 - - - Pk, hi ha una factoritzacio

Q = PP ... Py

amb N(P;j) = p;. Factoritzacio modelada
Una altra factoritzaci6 modelada per la mateixa factoritzacié de
la norma sera de la forma

Q =PoU; - U7 'P1U;y. .. U TPy

Factoritzacio Unica llevat migracio d’unitats
Un quaternié de norma 60 té 165888 factoritzacions
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Factoritzacié quaternionica

Teorema (Cas no primitiu) Si Q té norma 2™pi*...p* i és
exactament divisible per ZSOpil e pik, el nombre de
factoritzacions de Q (comptades modul migracio d’unitats)
modelades per aquesta factoritzacié de la norma és

H Cni,si (pi)

i>1

on Cy, s, son els polinomis de Catalan truncats

Chs(P) = Cn_1s(P) + PCn_15-1(P)
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Que son els octonions enters?

Enter significa “pertanyent a un ordre maximal”. Arrel d’'un
polinomi monic a coeficients enters.
El polinomi minim d’un octonio ag + a;€1 + ...aze7 €s

X2 — 2apx + (a5 + af + ...a3)
La traca i la norma han d’ésser enteres

L'ordre de Coxeter R
Integral Cayley numbers. Duke Math. J. 13(1946) 567-578

R és un ordre maximal en la Q—algebra Og dels octonions,
unic a menys de Aut(Og) amb la propietat que R/pR és una
[Fp, —algebra octonionica per a tot primer p
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L'ordre R

1-conjunts
1672 1235 0467 5034
0713 1346 2570 6245
0124 1457 3602 7356
0 0561 4723 Q

. 1 , .
EntersR: {i|a € §Z — Z} és un 1—conjunt

Els enters de Graves M son els de coordenades enteres.
R/M ~ (Z/27)* amb base

(1+e;+ex+eq) 3(1+e+ez+er)

NI N

(1+e1+es+es) 5(e1+€+e3+es)
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Embeddings into the integral octonions
Noam Elkies, Benedict H. Gross
Pacific Journal of Mathematics, 181 (1997) 147-158

“Our interest in octonions dates from a lecture that Serre gave
at Harvard on the subject, in the fall of 1990

K cos quadratic imaginari, A anell d’enters, D discriminant,
e:(Z/DZ)" — {+1} caracter de Dirichlet de K

Teorema El nombre d'immersions de Aen R és —252L (e, —2)

2 proves: una usa series theta i séries d’Eisenstein de pes
semi-enter, la segona usa la teoria de mesures de Tamagawa
desenvolupada per Siegel i Well
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Embeddings into the integral octonions

K una Q—algebra de quaternions definida, A un ordre maximal,
S el conjunt de primers que ramifiquen en K (és a dir, K ® Qp
és algebra de divisio sobre Qp)

Teorema El nombre d’'immersions de A en R és

504 [ [(p* - 1)

peS

Generalitzen resultats de Hasse i Eichler sobre immersions
d’anells d’enters de cossos quadratics imaginaris en certs
ordres d’algebres de quaternions racionals
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DIVERTIMENTS ANALITICS-ARITMETICS

JOSEP GONZALEZ ROVIRA

REsuM

Sigui X (p) la corba modular X,(p)/(W,), on W, és la involucié
d’Atkin-Lehner i p is un nombre primer. Sigui g™ el genere de X (p).
Denotem per S el conjunt de primers racionals

{p: X (p)(Q)\{oo} conté almenys un punt sense CM} .

El conjunt S és la unié disjunta del conjunts finits S; :=={p € S : g7 =
i}. Perai <1,S; conté tots els primers p tal que g7 = i. Aixi,

So= {2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,41, 47,59, 71} ,
Sy = {37,43,53,61,79,83,89,101,131} .

For ¢ > 1, només cinc valors p € §; son coneguts (cf. [1], [2]):
{73,103,191} C S, i {137,311} C S,. Sabem que quan p # 3, els j-
invariants d’aquestes corbes el-liptiques (Q-corbes quadratiques de grau
p) sén quasi cubs (Proposicié 1.2 de [3]) i que aquesta propietat és una
conseqiiencia de propietats de I'extensié de cossos Q(Xo(p))/Q(X (p))-

En aquesta xerrada expliquem com s6n els bons factors R € Q(Xo(p))
tal que j/R € Q(Xy(p))? i com poden ser calculats quan g™ < 2.

Remarca. El contingut d’aquesta xerrada va ser preparat expressa-
ment pel STNB en ocasié del 60 aniversari de la Dra P. Bayer (febrer
2006) i dos messos després es va convertir en un article ([4]).
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Soluciones algebraicas de ecuaciones diferenciales
(o la cuarta sucesion de Sloane)
Teresa Crespo
jueves 2 de febrero de 2006
Seminari de Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC)
Facultat de Nautica

Consideramos el siguiente problema:

"Dada una ecuacion diferencial lineal con coeficientes en C(z), scdmo
reconocer si todas sus soluciones son funciones algebraicas sobre C(z)?”

Esta cuestion fué planteada por Fuchs y Schwarz y retomada por Klein
en su libro del icosaedro [K1]. En su articulo sobre las ecuaciones hiper-
geométricas de Gauss [S], Schwarz da una respuesta completa a esta pregunta
para este tipo de ecuaciones diferenciales.

1. Funcién hipergeométrica de Gauss
Para a,b,c € R, ¢ € Z<y, se define la funcion hipergeométrica de Gauss por

F(a,b,c;z) = ;:0 ] z (1)
donde el simbolo de Pochhammer (z),, se define por

()o =1

(@) =2x2(x+1)...(x+n-1).

El radio de convergencia de (1) es 1 salvo si a o b son enteros no positivos
y en este caso tenemos un polinomio. En particular

1 dr 1+
Pu() = (1= 2 = 2 F(nn 4 1,1 =)

son los polinomios de Legendre;

I 14z
7 g )
es el polinomio de Chebyshev definido por 7),(cos z) = cos(nz).

La funcién hipergeométrica de Gauss (1) admite prolongacién analitica
mediante su representacion por la integral de Euler

T(2) = (=1)"F(=n,n,

F(a,b,c;z) = %/0 #2711 — 1)L (1 — t2) .
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Las funciones hipergeométricas aparecen también en la determinacion
de los periodos de la red del plano complejo asociada a una curva eliptica.
Concretamente

0 dx , 11
wi(A) = =anF (=, =, 1;1—=\),
wQ)\ = 100 r =7F —,—,1;)\,
Wi ey et

son los periodos de la curva eliptica 4> = x(x — 1)(z — \), con A nimero
complejo cumpliendo |A| < 1, |\ — 1| < 1 (ver [H]).

Puede comprobarse facilmente que la funcién hipergeométrica de Gauss
F(a,b,c; z) es solucién de la ecuacién diferencial

(a+b+1)z—c_, ab
Y4+ —Y =0 2
z2(z—1) +z(z—1) 2)
Vemos ahora algunas cuestiones de ecuaciones diferenciales lineales defi-
nidas sobre el cuerpo C(z).

Y// +

2. Ecuaciones diferenciales fuchsianas
2.1 Singularidades regulares
Para una ecuacion diferencial

Y 4 a () YD 4o a1 (2) Y +an(2)Y =0 (3)

con a;(z) € C(z), un punto P de P*(C) se llama regular si las funciones a; no
tienen polo en P. Si P € C (resp. P = o0) es punto singular, consideramos
el limite lim, . p(z — P)'a;(2) (resp. lim, . 2'a;(2)). Si este limite existe y
es finito para ¢ = 1,...,n, el punto P es singularidad reqular.

La ecuacién (3) se llama Fuchsiana si todos los puntos de P!(C) son
regulares o singularidades regulares.

Suponemos ahora que 0 es un punto singular regular de la ecuacion

(3). Escribimos la ecuacién en términos del operador diferencial D = i

z
dr dr—l dr
A partir de la igualdad de operadores -z =r——+2z——, parar > 1,
. dz" dzr—1 dz"
puede probarse por recurrencia
zrd =D(D—-1)---(D—-r+1). (4)
ZT

Multiplicando (3) por 2" i usando (4), la ecuacién queda en la forma

F(D,2)(Y) :=D"Y 4+ by(2) D" 'Y + -+ b, 1 DY +b,(2)Y =0. (5)
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La condicién de singularidad regular implica que las funciones b;(z) son holo-
morfas en el entorno de z = 0.

2.2 Soluciones formales en series de potencias

Teorema 1 (de Cauchy). Supongamos que 0 es un punto regular de (3), en-

tonces existen n series de Taylor en z, fi1,..., fn , soluciones de (3), lineal-
mente independientes sobre C, con radio de convergencia positivo. Ademds,
toda serie de Taylor solucion de (3) es combinacion lineal de fi,..., f, con

coeficientes en C.

Prueba. Buscamos una solucién en serie de potencias y = ;- cr2®. Multi-
plicando (3) por 2™ i usando (4), obtenemos

D(D—1)---(D—n+1)Y+zn:ziai(z)D(D—1)---(D—(n—i)+1)Y:0.

i=1

Escribimos 2'a;(2) = Y772, a;;2’ y, para cada j > 1, ponemos P;(X) =
I agX (X —=1)--- (X — (n—1)+1). Sustituyendo y en la ecuacién, obte-
nemos la relacion de recurrencia

k
k(k—1)-(k—n+ ey + > Pi(k)ey—; = 0.
j=1
Como Pj(k —j) = 0, para 1 < j < k < n, la recurrencia es trivial para
k <n — 1. Por tanto podemos fijar cg, - - , ¢,_1 arbitrariamente y los coefi-
cientes ¢, con k > n quedan fijados por la relacion de recurrencia. Obtenemos
pues n soluciones linealmente independientes de (3) que son base del espacio
vectorial de soluciones.

Falta ver que cualquier solucién en serie de potencias tiene radio de con-
vergencia positivo. Para ello, elegimos C' > 1 tal que |P;(k)| < C7k"! para
todo par j, k, |¢;] < C¥*paraj=0,---n—1y (k(k—1)---(k—n+1))*
C/k™ para todo k > n. Probamos por induccién sobre k que |c| < C?FF1.
Para k < n, se cumple por la eleccién de C. De la relacién de recurrencia,
obtenemos la desigualdad

k

C |
lerl < > k" .
j=1

Usando la hipotesis de induccion,
C o 2(k—j)+1 2%k+1
lex] < —k” g CJ . QA= o 2R
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Por tanto, los coeficientes ¢, estan acotados exponencialmente y la serie de
Y
potencias tiene radio de convergencia positivo. []

2.3 Soluciones formales en puntos singulares regulares

Suponemos ahora que 0 es un punto singular regular de la ecuacién (3).
Buscamos soluciones de la forma

y =2z’ Z crz. (6)
k>0

Desarrollamos los coeficientes de (5) en serie de Taylor, bi(z) = > 77 b2’ y
ponemos

FO(D) Dn + bloDn_l + bQODn_2 + -+ bnO
FJ(D) = blan_l + ijDn—Q + -+ an para j > 0.

La ecuacién se escribe entonces

F(D,z)(Y) =) #F(D)(Y)=0

J=0

y sustituyendo y, obtenemos
PD.2)() = Y2 Y5 #F(D) ()
= Yo Z;io P E(p +i)e;

= Y Sl Filp+ )| = 0.

Esta expresion se anula idénticamente si los coeficientes ¢; cumplen las rela-
ciones

Z Foi(p+i)e; =0 (k>0). (7)

En particular, para obtener ¢y # 0, p debe ser raiz de la ecuacién polinomial

Fo(X) = X"+ b1o X" oo by = X"+ b1 (0) X" + - 4+ 5,(0) = 0.

Esta ecuacion se llama ecuacion indicial, sus raices se llaman exponentes
locales en el punto singular z = 0.

A partir de (4), se obtiene que la ecuacién indicial en un punto P € C,
regular o singularidad regular, en términos de los coeficientes de (3) es
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XX-1)--(X—-n+1)
+ > lim,p(z — P)fap(2)X - (X —n+k+1)
+ lim,_p(z — P)"a,(2) = 0.

Si oo es punto regular o singularidad regular, la ecuacién indicial en oo es

X(X+1)--(X+n-1)
+ ZZ:1<_1)klimZHoozkak(Z>X Tt (X +n— k — 1)
+ (=1)™lim,_sz"a,(2) = 0.

Los exponentes locales satisfacen la

Relacion de Fuchs. Si pi(P), p2(P), -+, pn(P) son los exponentes locales
en un punto P € P!, se cumple

S lP)+alP) o+ pulP) = (5 ) =-2(3):

PeP!

Teniendo en cuenta que en un punto regular, los exponentes locales son
0,1,--- ,n — 1, tenemos que la suma es de hecho finita.

Ahora, si dos soluciones independientes corresponden al mismo exponente
p, restandolas obtenemos otra solucion correspondiente a otro exponente
mayor p' que también debe cumplir la ecuacién indicial. Por tanto, cada
exponente local da lugar a lo sumo a una solucién en serie de potencias de
la forma (6) .

Si Fo(p) =0, Fo(p + k) # 0 para todo entero positivo k, podemos elegir
co # 0 y cada uno de los coeficientes ¢ siguientes queda univocamente de-
terminado por las relaciones (7). Pero, si p y p + k son ambos exponentes
locales, con k entero positivo, la relacion Zf:o Fr_i(p+ 1)c; = 0 puede ser
incompatible.

Siempre que no tengamos un sistema completo de soluciones de la forma
(6), por tener la ecuacion indicial raices miltiples o raices que difieren en un
entero, esta escasez puede suplirse con soluciones en que aparecen logaritmos.

Distribuimos los exponentes locales en conjuntos, cada uno de ellos for-
mado por exponentes locales que difieren en un entero. Vemos ahora como
calcular las soluciones correspondientes a uno de estos conjuntos, formado
por h exponentes locales distintos p; con multiplicidades r;, ordenados con
parte real ascendiente. Buscamos soluciones del tipo

k>0
donde los wu son polinomios en t := log z de grado menor que n. Teniendo

'Ll/.
en cuenta D(u;) = d_tl’ obtenemos
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F(D,2)(y) = 2202520 7 Fi(D)(z"wi)

= it 2o (D + p+i)u

k .
= Doaso g Fiei(D A+ p+i)ui| =0,
que se anula idénticamente si las u; cumplen las relaciones

k
Y Fi(D+p+i)u; =0 (k=>0).
i=0
Esto puede verse como un sistema de ecuaciones diferenciales lineales en la
variable t = log z, del cual nos interesa la soluciéon mas general en polinomios.
La primera ecuacién puede escribirse

Fo(D + p) o) = Fofphuo + 11 F3(p) Do + 5 (9) D + -+ = 0,

y es la ecuacién indicial generalizada. Si ug es un polinomio en ¢, no idéntica-
mente 0, esta expresién es un polinomio del mismo grado salvo si Fy(p) = 0.
Para obtener efectivamente una solucion, p debe pues satisfacer la ecuacion
indicial. Para p = py, tenemos Fy(D+p1)(ug) = G1(D)(D™ug) con G1(0) # 0,
y por tanto, ug debe cumplir la ecuacién D™ uy = 0.

Supongamos hallados los polinomios wug, uy, -+ ,ur_1. Si Fo(pr +k) # 0,
ug queda univocamente determinado como un polinomio cuyo grado no ex-
cede el de los anteriores por la férmula simbdlica

1 k-1 ,
Uk F()(D o+ ]{I) 27,70 k ( P1 Z)(“ )

= Lk(um Up,y - 7Uk71)~

Pero si k = p; — p1, tenemos Fo(D + py + k) = Fo(D + p;) = G;(D)D", con
G;(0) # 0 y por tanto, en vez de (9), tenemos la relacién

T _ N
D Up;—py = Lk(umula T ,kal), con k= p;—pi.

La estructura de la solucion queda completamente determinada por ug, - - - ,
Up,—py Ya que los uy, restantes quedan determinados por una relaciéon del tipo
(9). Podemos distinguir los h polinomios criticos U; := u,,_,, y expresar los
restantes explicitamente en la forma
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Ug = Ak(UI; U2, T 7Uh)

donde los U; satisfacen un sistema de ecuaciones de la forma

DU, 0
fgl(D)Ul +Dr2U2 - O
f51(D)Uy + f32(D)Us + D™3U; = 0 °

Obtenemos pues Z?:l r; soluciones linealmente independientes. Puede pro-
barse que tienen radio de convergencia positivo (ver [P]).

Observacién. Una ecuaciéon diferencial lineal homogénea que sea ecuacion
de Fuchs con tres puntos singulares queda determinada por sus puntos sin-
gulares y los exponentes locales en cada punto singular.

2.4 Grupo de monodromia
Toda solucién analitica de (3) en el entorno de un punto regular puede

prolongarse analiticamente a lo largo de todo camino en C que no pase por
ningtin punto singular. Sea S el conjunto de singularidades de (3), zo € P\ S.
Sean f1,..., f, soluciones analiticas independientes en el entorno de zy. Sea
v € m(P'\ S, 20). Por prolongacién analitica a lo largo de «, obtenemos
fi,--, fn que son de nuevo soluciones de (3). Se tiene por tanto una matriz
M (~) € GL(n,C) tal que

fi fi

C | =MO) |
fn fn
La aplicacion

p: m(P'\S) — GL(n,C)
v = M)

es un morfismo de grupos. Su imagen se llama grupo de monodromia de
(3). El grupo de monodromia proyectivo es el grupo de monodromia médulo
escalares, es decir la imagen del grupo de monodromia por el epimorfismo
GL(n,C) - PGL(n, C).

Para la ecuacién diferencial (3), una extensiéon de Picard-Vessiot es un
cuerpo diferencial K con cuerpo de constantes C, generado diferenciable-
mente sobre C(z) por un sistema fundamental de soluciones de (3). El grupo
de Galois diferencial de (3) es el grupo G de automorfismos diferenciales
de K sobre C(z). El grupo G es un grupo algebraico, subgrupo del grupo
lineal GL(n,C). Para una ecuacién diferencial fuchsiana, el grupo de Galois
diferencial G es la clausura de Zariski del grupo de monodromia. Por tanto,
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el tener un sistema fundamental de soluciones contenido en una extension
algebraica de C(z) equivale a la finitud del grupo de monodromia. Teniendo
en cuenta que el subcuerpo de K generado diferenciablemente sobre C(z)
por el determinante wronskiano de un sistema fundamental de soluciones es
el cuerpo fijo por el subgrupo del grupo de Galois diferencial G formado
por las matrices del grupo especial lineal SL(n,C), se tiene que el grupo de
monodromia es finito si y sélo si lo es el grupo de monodromia proyectivo y
el wronskiano es algebraico sobre C(z).

2.5 La ecuacién hipergeométrica

La ecuacién hipergeométrica (2) tiene tres puntos singulares 0, 1,00 que
son singularidades regulares. Escribimos los exponentes locales en el esquema
de Riemann:

0 1 00
0 0 a (10)
l—c c—a-—0» b

Sea P un punto regular de (2). Con origen en P, trazamos tres bucles
en el plano complejo go, 91, 9o, alrededor de 0,1, 00, respectivamente, con
90919 = 1. Las correspondientes matrices de monodromia My, My, M,
cumplen MMM, =1y My, M, generan el grupo de monodromia.

A partir de los valores de los exponentes locales dados en el esquema de
Riemann (10), tenemos que los valores propios de My son 1, €179 los de
Ml’ 1, 627ri(cfa7b) y los de ]\4007 e?ﬂ'ia’ e2mib

Observaciéon: Toda ecuacion fuchsiana de orden 2 con tres puntos singulares

puede transformarse en una ecuacion hipergeométrica mediante

b
-una transformacién de Mobius S(z) = azi— d,ad — be # 0 que envie los
cz

puntos singulares a 0, 1, co. Obtenemos entonces una ecuaciéon con esquema
de Riemann de la forma

0 1 00
o} 5] Y
O{I B/ ,y/

donde o+ B +~v+a' + '+~ =1 por la relacién de Fuchs.

-multiplicacién de las soluciones por z=%(1 — 2)7?. El esquema de Riemann
obtenido corresponde a una ecuacién hipergeométrica con parametros ade-
cuados.
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3. Soluciones algebraicas

Sean f, g dos soluciones independientes de la ecuacién hipergeométrica
en un entorno de zg. El cociente D(z) = f/g considerado como aplicacién
de H={z € C:Imz > 0} en P! se llama aplicacién de Schwarz y tenemos

Teorema 2 (de Schwarz). Sea A = |l —¢c|,up = |c—a—0bl,v = |a—1b| y
supongamos 0 < \, u,v < 1. Entonces D(z) aplica HUR biyectivamente en
un tridngulo curvilineo de vértices D(0), D(1), D(c0) con dngulos A\w, um, vr.

El grupo de monodromia proyectivo describe el comportamiento del co-
ciente f/g de las dos soluciones de la base cuando éstas se prolongan a lo largo
de un camino de 7(P'\ S). Se obtiene en la forma siguiente. Sea W el grupo
generado por las reflexiones respecto de una arista del tridangulo curvilineo.
El grupo de monodromia proyectivo es el subgrupo de W formado por los
elementos que son producto de un nimero par de reflexiones. A partir de
las triangulaciones de la esfera, se obtienen todos los posibles valores A, u, v
que corresponden a ecuaciones con todas las soluciones algebraicas. Estos
valores, junto con los correspondientes grupos de monodromia proyectivos,
son los que aparecen en la llamada Lista de Schwarz [S]. Posteriormente, ha-
ciendo cociente por la relacién de equivalencia proyectiva, Klein [K2] obtiene
la llamada Lista bdsica de Schwarz. Decimos que dos operadores diferen-
ciales L y L' son proyectivamente equivalentes si, en cualquier punto de P!,
todo cociente de dos soluciones independientes de L es tambien cociente de
soluciones independientes de L’. Reproducimos a continuacién la lista basica
de Schwarz.

A\ wp,v) = (1,1/n,1/n)  da grupo ciclico de orden n
(1/2,1/2,1/n) da grupo diedro de orden 2n

= (1/2,1/3,1/3) da grupo tetraédrico de orden 12
(1/2,1/3,1/4) da grupo octaédrico de orden 24
(1/2,1/3,1/5) da grupo icosaédrico de orden 60

En general, las ecuaciones diferenciales de orden 2 con grupo de mono-
dromia proyectivo finito quedan caracterizadas por el siguiente teorema de
Klein. Notemos que toda ecuacién diferencial lineal de orden 2 es proyecti-
vamente equivalente a una en forma normalizada: Y" + ay(z)Y = 0.

Teorema 3 (de Klein). Sea L(Y) = 0 una ecuacion diferencial lineal de
orden 2 en forma normalizada, con grupo de monodromia proyectivo G finito.
Entonces existe una tinica ecuacion hipergeométrica H(Y) =0, con grupo de
monodromia proyectivo G y una funcion racional f : P! — P! tal que para
todo cociente T(z) de soluciones independientes de H(Y) = 0, 7(f(2)) es
cociente de soluciones independientes de L(Y) = 0. Ademds, la funcion
f es unica modulo transformaciones de Mobius que dejen H invariante y
permuten sus puntos singulares.
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En el caso de la ecuacion de Lamé, con parametros n € Q, g2, 93, B € C:

P'(z) nin+1)z+ B
Y+ ——Y' — Y =0
T oPE) P(2)
donde P(z) := 423 — gy2 — g3 tiene tres ceros zi, 29, 23 distintos, Beukers-

van der Waall [B-W] y Litcanu [L1], completando trabajos de Baldassarri y
Chiarelotto, determinan en qué casos todas las soluciones son algebraicas.
En este caso, el esquema de Riemann es

21 29 z3 o
0 0 0 —n/2
/2 1/2  1/2 (n+1)/2

Teniendo en cuenta que el determinante wronskiano W de una base del
espacio de soluciones de una ecuacién diferencial lineal (3) cumple W' =
—a1W, obtenemos que para la ecuacién de Lamé, el wronskiano siempre
es una funcién algebraica. Beukers y van der Waall usan que el grupo de
monodromia de la ecuaciéon de Lamé es un grupo de reflexiones formado
por matrices con determinante +1. Litcanu usa el hecho que, para n ¢

Z 4+ — la funcién racional f en el teorema de Klein tiene a lo sumo tres

puntos de ramificacién y es por tanto una funcion de Belyi. Su método se
basa en el estudio del ”dessin d’enfant” asociado por la correspondencia de
Grothendieck a esta funcién de Belyi. Las cuestiones bésicas de ”dessins
d’enfants” pueden verse en [C-X]. Se tiene

1
Teorema 4. 1. Sin€Z+ o la ecuacion de Lamé tiene soluciones alge-
braicas si y solo si su grupo de monodromia proyectivo es el grupo de
Klein. (Brioschi, Halphen)

2. No hay ecuacion de Lamé con grupo de monodromia proyectivo ciclico.

3. No hay ecuacion de Lamé con grupo de monodromia proyectivo tetra-
édrico.
4. Si el grupo de monodromia proyectivo de la ecuacion de Lamé es octa-

1 1
édrico, entonces n € Z + {iZ’ ig}

5. Si el grupo de monodromia proyectivo de la ecuacion de Lamé es icosa-

1 1 3
dri t Z+A{+=-,£t—,£—1}.
édrico, entonces n € Z + { 6 T10° 10}

6. Si el grupo de monodromia proyectivo de la ecuacion de Lamé es diedro,

entoncesn € Z.. Sin € Z y el grupo de monodromia proyectivo es finito,
entonces es diedro de orden al menos 6.
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En sentido contrario a los enunciados del teorema anterior, se tienen los
resultados siguientes, obtenidos mediante ”dessins d’enfants”.
-Dados n € Z, N € N, Litcanu (para n = 1) y Dahmen (para n general) ob-
tienen una férmula explicita para el nimero de ecuaciones de Lamé, modulo

equivalencia proyectiva, con parametro n y grupo de monodromia proyectivo
el grupo diedro de orden 2N (cf. [L2], [D]).
1

1 1 1
-Para cada n en Z + {i +- } (resp. Z + {i ,i }) Nakanishi

construye una ecuacion de Lame con parametro n y monodromla proyectiva
octaédrica (resp. icosaédrica) (cf. [N]).

En el caso de las ecuaciones de orden 2 con 4 puntos singulares, la ecuacion
ya no queda determinada por los puntos singulares y los exponentes locales,
es decir por datos locales, como en el caso de tres puntos singulares. En el
caso de cuatro puntos, hay un parametro (B en el caso Lamé) no determinado
por datos locales. Este se llama pardametro accesorio de la ecuacién. Se sabe
poco de céomo depende el grupo de monodromia del parametro accesorio.
En el caso de la ecuacién de Lamé, pueden encontrarse condiciones sobre B
para que el grupo de monodromia sea un determinado grupo finito (fijando
n en el conjunto adecuado) a partir de productos simétricos de la ecuacién
y representaciones del grupo.

Beukers-Heckmann [B-H] determinan el grupo de monodromia para la
funcién hipergeométrica generalizada y en particular cuando ésta es alge-
braica sobre C(z). La funcién hipergeométrica generalizada se define por

o0

an)k k

nFn—l(alw"7O‘n;61w"7ﬁn—1| g .
l
—0 Bn 1)kk

Es solucién de una ecuacién diferencial lineal de orden n con singularidades
regulares en 0, 1, co.

4. La sucesién de Sloane A087659
A propésito de funciones hipergeométricas generalizadas, en la Enciclo-
pedia Digital de Sucesiones Enteras de Sloane [Sl], hallamos que

n+4 n+5
2 72
es la sucesion de Sloane A087659. Sus primeros valores son

a(n) = 3Fy(—n,

157



a(n)

1

6

57

701

10147
164317
2888282
54047434
1062530119
21739192762
10 459685114665
11 9993072855135
12 222421656113435
13 5052215132332492
14 116808526607319823
15 2742986603349411311
16 65306671610636210891

© 00 IO U W~ OB

y estd probado que es efectivamente una sucesion entera (ver [Sl]). En la
péagina de Sloane, pueden encontrarse otras nueve sucesiones dadas por valo-
res de funciones hipergeométricas generalizadas, aunque no para todas ellas
estd probado que sean efectivamente sucesiones enteras.

5. Una conjetura de Grothendieck
Consideramos ahora una ecuacién diferencial

L(Y) = Y(n) + al(’z) Y(n_l) +- CLn—l(z) Y/ + an(z) Y = 07

con a; € Q(z). Para casi todo primo p, podemos reducir las funciones
racionales a;(z) médulo p. Las reducciones a;, estan en F,(z) y podemos
considerar la ecuacion diferencial

L(Y)=Y" 4 a,,(2) YD 4 a1 ,(2) Y + a,,(2) Y = 0.

En los anos sesenta, A. Grothendieck formulé la conjetura siguiente.

Conjetura de Grothendieck. Los dos enunciados siguientes son equiva-
lentes.

1. La ecuacidon L(Y) = 0 tiene n soluciones, algebraicas sobre Q(z), li-
nealmente independientes sobre Q.
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2. Para casi todo p, la ecuacion L,(Y) = 0 tiene n soluciones en F,(z),
linealmente independientes sobre IF,(2).

Prueba de 1 = 2. Sea K una extensién finita de Q(z) que contiene una
base de soluciones y1,¥ys,...,y, de L(Y) = 0. Sea W el wronskiano de
Y1,Y2, - Y. Tenemos K = Q(2)[t] = Q(2)[T]/(F), con F(T) = T +
bg_1 T4 ! + -+ + by polinomio irreducible de Q(2)[T] y t = Tmod F. La
derivaciéon de Q(z) se extiende en forma tinica a K definiendo

A

Fr(t) 7
donde Fr indica derivada de F' respecto de T'. Invirtiendo Fr moédulo F'y
reduciendo médulo F', obtenemos una expresién de t' como polinomio en ¢

de grado < d con coeficientes en Q(z). Consideramos ahora primos p tales
que

,—_

bd Tye-ey b() € Z[Z]p,

Estas condiciones excluyen un niimero finito de primos. Como el discrimi-
nante de F' es invertible en Z[z],, Fr es invertible en Z[z],[T] y por tanto
t" € Z[z],[t], es decir Z|z],[t] es invariante por diferenciacién. El ideal (p) es
invariante por diferenciacién y por tanto Z[z],[t]/(p) es anillo diferenciable,
extensién de F,(z). Se tiene Z[2],[t]/(p) = F,(2)[T]/(F), para F la reduccién
de F médulo p. Por hipétesis, el discriminante de F es invertible y por tanto
Z[z],[t]/(p) es un producto M; x --- x M, de cuerpos M;, extensiones se-
parables de F,(z). Por la unicidad de la extensién de la derivacion, cada
M; es subcuerpo diferencial de Z[z],[t]/(p). Sean 7y, ..., 7,, W las imdgenes
de y1,...,yn, W en M = M,. Entonces W es el wronskiano de 7,,...,7,
y, renumerando si hace falta los M;, tenemos que ¥, ...,y, son linealmente
independientes sobre el cuerpo de constantes de M. Usando que M es se-
parable sobre F,(z), se puede probar que el cuerpo de constantes de M es
MP y que 1,z,...,2°71 es también base de M sobre MP. Tenemos pues
M = MP ®g,.») Fy(2). Por tanto los espacios de soluciones en F,(z) y en M
de la ecuacién diferencial L,(Y) = 0 tienen misma dimension. En M esta
dimensién es n y por tanto también lo es en Fy(z). O

La conjetura de Grothendieck puede verse como una generalizacién dife-
rencial de un corolario del teorema de densidad de Chebotarev: Un polinomio
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con coeficientes en QQ tiene todas sus raices en QQ si y sélo si las raices de su
reduccién médulo p estan en F,, para casi todo p.

En la conjetura de Grothendieck, el enunciado 1. es equivalente a que el
grupo de monodromia de la ecuacién sea finito. Puede darse una condicion
equivalente al enunciado 2. en términos de p-curvatura. Para definir la
p-curvatura es mas facil trabajar con operadores diferenciales en forma ma-
tricial.

5.1. Sistemas diferenciales y p-curvatura
Recordamos que la ecuacion

LY)=Y" 4 a,(2)Y "D 4o a, 1 (2)Y + a,(2)Y =0,

equivale al sistema Y’ = AY con matriz n x n

0 1 0 0
0 0 1 0
A= ..
0 0 e 0 1
—ap —Qp_1 —Qp_o ... —a

El paso de sistema matricial a ecuacién se hace mediante un vector ciclico
del médulo diferencial asociado al sistema . Recordemos que un mddulo di-
ferencial (o D-mdédulo) sobre un cuerpo diferencial K con derivacion d es un
K-espacio vectorial de dimensién finita, que es médulo por la izquierda para
el anillo D = K[d]. A un sistema diferencial Y’ = AY con A = (a;;)1<ij<n
definido sobre el cuerpo diferencial (K, d), podemos asociarle un médulo
diferencial, el K-espacio vectorial K" := K x - - - x K con la estructura de
D-moédulo dada por de; = — Zj aje;, para ej, ..., e, base candnica de K".
Un vector del médulo diferencial K™ tal que él y sus derivados forman base
se llama vector ciclico (ver [P-S]).

Consideramos un cuerpo K de caracteristica p tal que [K : K?|] = p
(donde K? := {aP|x € K}). Entonces K = KP(z) para algin z y definimos

la derivacién en K por z' = 1. Consideramos el operador diferencial 0 :=

d

pr A, para A matrix n X n con coeficientes en K. El operador 0 opera
2

sobre el espacio vectorial K™ y es KP-lineal. Su potencia p-ésima 0P es por

tanto también KP-lineal. Es facil ver que el operador 0P también es K-
lineal. En efecto, se tiene la igualdad de operadores 0.z = 1 4 2.0 y de aqui
OF 2 = koF ' + 2.0%, para k > 1, y por tanto .z = 2z.0P. El operador 0 se
llama la p-curvatura de 0.

d
Lema 1 (de Cartier). El operador diferencial O = d——A con A matriznxn,
z
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con coeficientes en K, tiene un espacio de soluciones en K de dimension n
sobre KP si y solo si su p-curvatura 0P es 0.

Prueba. El operador 0 : V := K" — K es KP-lineal. Supongamos que
existen eq,...,e, € V en el niucleo de 0, linealmente independientes sobre
KP?. Veamos que también son independientes sobre K. Sea

)\161+"'—|—)\n6n:0, A € K. (11)

Quitando denominadores, podemos suponer \; € K”[z]|, ponemos \; = b} +
biz+---+0b 2P~ con b, € KP. Tenemos d(bz%;) = baz* 'e; para b €
KP. Por tanto aplicando varias veces 0 a (11), obtenemos una relacién de
dependencia sobre KP. Entonces, 0P es cero en la K-base e1,...,e, de V' y
por tanto 0P = 0.

Reciprocamente, si 0P = 0, la aplicacién KP-lineal 0 sobre V es nilpotente
= de; #0 en V con de; = 0. Como Ke; es invariante por 0, d opera sobre
W = V/Ke;. Por induccién sobre n, W tiene una base fs,..., f, sobre K
con df; = 0y cogiendo representantes F; de los f;, obtenemos una K-base
e, Fo,...,F, de V con OF; € Key, i = 2,...,n. Ponemos 0F; = g;e;, con
g; € K. Ahora tenemos

d
d(gier) = E(giel) — Agier = gie1 + gi0eqr = gien.

Esto vale para todo g; € K y obtenemos 0°~1(gie;) = gf_lel y por tanto
0=0PF, =" Ygier) =g ey = g ' = 0= g, = G/, con G; € K. Sea
e; = F; — G;eq, entonces de; = OF; — 0(Ghe1) = OF; — gie; = 0 = el nicleo
de denV es KPe; + ---+ KPe,. [

Se tiene un algoritmo sencillo para calcular la p-curvatura: definimos la
sucesion de matrices A(k) por

A(1) = A, Ak +1) = %(A(k;)) +AA(K)

entonces A(p) médulo p es la matriz de la curvatura.

5.2 Casos probados

B. Dwork (hacia 1970) prueba la conjetura de Grothendieck para ecua-
ciones hipergeométricas, Beukers-Heckmann para las hipergeométricas ge-
neralizadas (1989), Chudnovsky-Chudnovsky en 1985 para la ecuacién de
Lamé. El trabajo de Honda (1974) publicado péstumamente en 1981 incluye
el caso de orden 1. De hecho lo prueba como consecuencia del caso poli-
nomial. Haraoka prueba la conjetura para las ecuaciones de Pochhammer
(1994). La ecuacién de Pochhammer es una ecuacién diferencial de orden
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n, generalizacién de la hipergeométrica de Gauss, en el sentido que sus solu-
ciones tienen una representacion integral del tipo de Euler. Es una ecuacién
libre de parametros accesorios.

En 1972, N. Katz prueba la conjetura para conexiones de Gauss-Manin.
En [Kal| propone una reformulacién muy general: Si consideramos el grupo
de Galois diferencial G de la ecuacién y el de monodromia M, tenemos
M C G C GL(n,C) y G coincide con la clausura de Zariski M de M
siempre que la ecuacion es fuchsiana. Por tanto la finitud del grupo de
monodromia equivale a la anulacién del algebra de Lie G del grupo G. El
enunciado de Katz es basicamente que el dlgebra de Lie G de G sobre C(z)
es la menor subélgebra de Lie algebraica del dlgebra de matrices M (n,C(2))
con la propiedad que su reduccion moédulo p contiene la p-curvatura para
casi todo primo p. De hecho en [Kal] Katz prueba que el enunciado de
Grothendieck implica su enunciado, aparentemente més general.

En [Ka2|, Katz prueba la conjetura para sistemas rigidos, englobando los
casos probados anteriormente. Un sistema rigido queda globalmente deter-
minado por datos locales, es decir por los puntos singulares y los exponentes
locales. En 1997, Y. André la prueba més en general para sistemas dife-
renciales ligados a conexiones de Gauss-Manin sobre grupos de cohomologia
de de Rham relativa (sistemas diferenciales ”que vienen de la geometria”)
(ver [A]). En particular, el trabajo de André incluye el caso de ecuaciones de
orden uno sobre cuerpos de funciones sobre un cuerpo de nimeros, caso del
que Chudnovsky-Chudnovsky habian dado una prueba incompleta en 1985.

El primer caso en que la conjetura estd totalmente abierta es el de ecua-
ciones diferenciales lineales sobre QQ(z) de orden 2 con cuatro puntos singu-
lares regulares, exponentes racionales y grupo de Galois SL(2,C). En este
caso habria que probar que el enunciado 2. de la conjetura no es cierto. La
dificultad principal esta en que los datos locales no determinan en este caso
la ecuacién diferencial.

De la misma forma en que una ecuacién diferencial lineal con tres pun-
tos singulares regulares se transforma en una ecuacién hipergeométrica, toda
ecuacion diferencial lineal con cuatro puntos singulares regulares puede trans-
formarse en una ecuacién de Heun

(a+b+1)22—(a+b—d+ 1+ (c+d)a)z + ac

2(z=1)(z —a) v

Y// _|_

ab(z — q) _
+z(z —1)(z—a) r=0

con puntos singularidades regulares en 0, 1, a, co (ver [E], [W-W]). El esquema
de Riemann es
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0 1 a 00
0 0 0 a
l—¢c 1—d 1—¢e b

cone=a+b+1—c—d. La constante q es el llamado parametro accesorio,
cuya presencia se debe al hecho mencionado anteriormente que una ecuacién
fuchsiana de segundo order con cuatro (o més) puntos singulares no queda
determinada por los puntos singulares y los exponentes locales.
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CONSTANTES LOCALES

Pilar Bayer & Artur Travesa
Universitat de Barcelona
o
Seminari de Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC), 20 anys
Barcelona, 3 de febrero de 2006

Funciones automorfas y trascendencia
Vilanova i la Geltrua, julio, 2005

e Pregunta 3

Estudiar la naturaleza aritmética de las constantes locales kp asocia-
das a las funciones automorfas que uniformizan Xp, D = 6, y sus
cocientes. jEs cierto que son trascendentes?

e Respuesta de F. Rodriguez-Villegas
Miren Chowla-Selberg.
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Contenido

1. Curvas de Shimura y puntos CM

2. Uniformizacion en el caso D = 6

3. Dependencia algebraica entre constantes locales

4. Trascendencia de las constantes locales en el caso D =1

5. Trascendencia de las constantes locales en el caso D = 6

1. Curvas de Shimura y puntos CM
H(a,b) = (1,i,j,k), i2=a, j°2=0b, ij=—-ji=k, a,becQ*
H indefinida, a > 0, ®: H— M(2,R)

Sz + yi+ 2 + tk) = bfzti*\/% ;f;fz‘

Dy =p1...p2r, p; Primos distintos
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Grupos aritméticos de unidades cuaternionicas
H®R~M(2,R), O(D,N) orden de Eichler
Fr(D,N) :=®d({x € O:Nr(z)=1}) <SL(2,R)
r(D,N) < PSL(2,R)

r(1,1) =SL(2,Z), T(1,N)=Tg(N)

X(1,N)/Q = Xo(N)/Q curva modular, D=1

X(D,N)/Q curva de Shimura, D >1

tipo PEL (Shimura): Q=(H, &, x;T, O; V)

e [ algebra de cuaterniones indefinida; & : H — M(2,R);
* anti-involucion positiva de H.

e O C H, estable por x; T : H x H — QQ forma alternada no degene-
rada tomando valores enteros sobre O.

o V= (v1,...,vs) estructura de nivel, v, e O Q/O = H/O.

P = polarizaciéon, @ E = endomorfismo, L = nivel (level)
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Curvas elipticas falsas: (A,:, £, W)/C, Q=(H, &, x; T, O; V)

(i) Superficie abeliana A/C. Un homomorfismo inyectivo ¢ : O —
End(A) tal que H1(A,Z) es un O-modulo isomorfo a O.

(ii) Una polarizacion principal £ de A tal que la anti-involucion de
Rosati asociada, ¢, : End®°(4) — End®(A), restringe a la anti-
involucion x en t(O).

(iii) Una estructura de nivel W C H1(A,Q) dada por la imagen de V
por el isomorfismo H ~ H1(A,Q) obtenido de (ii).

[A, ., L, W] clase de isomorfia

Curvas elipticas falsas con multiplicacion compleja
Q(V/d), d <0, R orden; supongamos que RC O C H

Definicion. Una curva eliptica falsa [A,t, £, N] admite multiplicacion
compleja por un orden R si

End[A, ., L, N] ~ R.
En este caso,

End®[A,., £,N] ~ Q(Vd), Q(Vd)®gH ~M(2,Q(Vd))

A~Ex E, E curva eliptica con MC por Q(vd)
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El modelo candnico de Shimura
Q: @:H< M(2,R), w2=-D, a—a* OD,1);
(X(D,N)/Q,jp,N)
m:H—T(D; N)\H, JD,N : r(D,N)\H — X(D,N)(C)
ip,N(m(2)) <= [Az, 2, L2, Ne]
reQNH MC <= [Ar,ur,Lr,N;] MC

e7cQNH MC = jD,N(T)EX(DaN)(@)
Kronecker, Shimura

e7€QnH, jpy(T) e X(D,N)(@Q = 1 MC
Schneider, P. Cohen

N

2. Uniformizacion en el caso D =6

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Xe Y algunas rectas hiperbdlicas
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Po P1 P2 P3 P4 P6

wo Pr | P3| Py | Ps| x | Ps
w3 Ps| x | P | Ps| x | P
wh * | % | x | Ps| Psa| Ps
we |Po| x |Psa|Ps| Px|Ps

’LU6’I72_1 x | Ps | Py | % * | Ps

Involuciones de Xg Yy sus acciones

X8 = Xg/(ws) X§P = X/ (ws)
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P6

PO

P2 P4
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Funciones uniformizadoras (Hauptmoduli) de Xg y de sus cocientes
C(Xg) = C(tg)

cx$ =cd?),  cxgH=ceg),  cxE) =cud)

C(Xe6) = C(te)

Cada funcion automorfa queda determinada por sus valores en tres
vértices.

téz),tg’),tg son funciones triangulares;

tg6),t6 son funciones cuadrangulares.

valores iniciales | Py | P> | P3| P4 | Ps | Py

te x | a| 0| 1]|oco| * |a®x01,c0(=a=-1)
£ « | % | 0] 1]oco]| % »
tg’) * | 0O x [ 1 |oo]| % *
£{® O * |+ |1]|oco|b| b#0,1,00(=b=2)

tg' O | | 1|00l % *
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Teorema. Se satisfacen las relaciones algebraicas siguientes:

(@) 4tFt® = 12 4 1)2, (b) tF = (2t —1)2.

(© 4P @t — 12 = 2 4 1)2 (d) 2 =182

(&) 4t6tlD) = (t6 + 1)2. () &+t _2)=o.
(9) 2t6ts> = i(te —i)>. (h) 42td = 12+ 1)2.

0 2 +1)24+ 42O _oy =0

0) @t —1)2440u® _2) =o.

3 _2ap2 2
Derivada de Schwarz Ds(f,z) = 2D(f,2)D°(},2) = 3D*(}, 2)

D(f,2)?
D
Derivada automorfa  Dq(f,z) = %
D (Zz_—:__z z) =0, para toda CCL Z € GL(2,0)

f~H(w) =2, Ds(f~1,w) = —Du(f, 2)

f(z) e Ag(lT) = Dg(f,z) € Apg(IN) Schwarz, 1873
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Ecuacion diferencial de tercer orden:

Da(t,z) + R(t(2)) = 0, R(t) € C(¢)

b
d

az + b

- GL 2,@
cz+d < ( )

Do(w,2) =0 <= w(z) =

a
para w = [
C

Si t(z) es una solucion particular, entonces t(w(z)) es una solucion
para todo w € GL(2,C).

Se tienen tres constantes de integracion.

Buscamos (nicamente soluciones M-automorfas. Estas admiten de-
sarrollos de la forma

tz)= S bm(kz_f)m, v EH,

con lo cual queda una sola constante de integracion, k.

Por cuestiones de isotropia local:

t(z) = Z an (k:z — U>evn, ey = iy,

La constante k£ queda determinada por condiciones de contorno.
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curva | funcion angulos —Da(t, z)

x . [P2, Ps, Ps, Ps] 271" + 7412 + 27
° ° | In/3,7/2,7/3,7/2] 36t2(t2 — 1)2
<@ | o [Ps, Pa, P 135t? — 142t + 135

6 6 [w/4,7/3,m/4] 144t2(t — 1)2
P%C) NE) [P>, Py, Ps] 27t2 — 27t + 35
6 6 [7/6,7/6,7/2] 36t2(t — 1)2
NG (6) [Po, Pa, Pr, Ps] 27t* — 1083 + 211¢2 — 206t + 108
6 6 [7/2,7/3,7/2,7/2] 36t2(12 — 3t + 2)2
pon o+ [Po, Pa, Ps] 135t2 — 103t + 108
6 6 [r/2,7/6,7/4] 14442(t — 1)

El caso clasico de la funcion j
(X0(1),4)

q(z) = 27z, 21€Q, wm=Tr(1/2)2
j(q) = 1728(q)

1
j(q) = = +7444196884¢+21493760¢2+864299970¢3+20245856256¢%+
q
333202640600¢° + 42520233000964° + O(q")

1728 factor de normalizacion

e AOOO0521 Coefficients of modular function j as power series in g = e>™%*
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Definicion. Un parametro de uniformizacion local en v € H por la
accion de I, es cualquier funcion

o) = (K=2)",

Z—

en donde e, = #il"y, es el orden del grupo de isotropia en vy k € C.

Diremos que un parametro ¢(z) es adaptado a una funcion IMy,-automorfa
no constante

t(z) = Y ang(2)"

n>ng

Si ar = 1 en el caso en que t —ag tenga un cero de orden eyr en z = v,
o bien a_, = 1 si t tiene un polo de orden eyr en z = v. La constante
k = k(v,[y,t) se denomina constante local en v adaptada a la funcion
t. Abreviadamente, hablaremos de constantes locales.

Factores de normalizacion en el caso r =1

Caso t(P) =0

t(z)= S oDy =l
n§=:1 (en)! !

Substiuir g por v~ 1g:

S //Q(Z)n

n=1

"
b7 = vel.

ng :=vel, t(Pgp;z):= nalt(z)

oo n e
. qp(z) 1 z— P\
t(P,qp;z) = ) cn = a=1 qp(z)=— (kP —)
=1 (en)! vp z—P
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Coeficientes cp (1 <n < 10) de tg(P3,qp;; 2):

1 1

0 = 0
—-48 = -2%.3
0 = 0
27504 = 2%.32.191
0 = 0
—64498392 = —23.32.7.127973
0 = 0
436272183216 = 2%.3%.23.229.63913
0 = 0

The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences:

I am sorry but the terms do not match anything in the table.

Caso t(P) # 0,00

t(2) = Z ’Cé(z); by = el.

Substituir ¢ por v 1g,

oo
) — Z b//q(z)n b// — I/el
n=0

" (en)!’
ny =ve!, v=1t(P), t(P,qp; z) == n;1t(2)
qgp(2)™ 1 z — P\€P
H(P.api2) = z s =1 ()= (k)

179 197




Coeficientes cp (0 < n < 10) de tg(Ps,qp,; 2):

1/2
1

20

1356

227040

74611380
42574294080
38683567274400
52554612744944640

101782604056899960000
270629344957362042528000

2—1
1
22.5
22.3.113

25.3.5.11-43

22.3.5.1243523
26.32.5.17.19-45767
25.32.52.5372717677
210.32.5.11.23.4507937111
26.34.5%.139.226002762361
28.34.53.29.16126171 - 223259851

The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences:

I am sorry but the terms do not match anything in the table.

Coeficientes

cn (0 <n < 10) de tg(P2,qp,; 2):

~-1/2
1

—-20

1356

—227040

74611380
—42574294080
38683567274400
—52554612744944640

101782604056899960000
—270629344957362042528000

_o-1

1

—22.5

22.3.113

—25.3.5.11-43
22.3.5.1243523
—26.32.5.17.19.-45767
25.32.52.5372717677
—210.32.5.11.23.4507937111
26.34.5%.139.226002762361
—28.34.53.20.16126171 - 223259851

The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences:

I am sorry but the terms do not match anything in the table.
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Coeficientes cp (0 < n < 10) de tg(Fo,qp,; 2):

i/12 = —i-(1+4)*.371
1 = 1

—-12i = i-(1449)*-3

—-226 = -—2-113

5664i = (141)19.3.59

160728 = 23.3.37.181
—54672967 = —(1+1i)0.3.56951
—211472208 = —2%4.35.109-499
9193300992 = —i-(1414)?0.32.571-1747
445513958784 = 27.33.128910289
—23734590202368; =

The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences:

I am sorry but the terms do not match anything in the table.

—(1+14)8.3%.15919 35951

Caso t(P) = oo

_ o / Q(Z)n
Hz) = nzz_l on et £+ 2091
Substituir ¢ por v 1g:
_ o 7 Q(Z)n
= 2 e+ 2y
oo = v(2e)! t(P,qp; z) := nzlt(z)
R qp(2)" _
t(quprZ) —ng_lcn(Qe(n‘l‘Q))I’ C_1 — 17

181 197

v 1 = (2e).
v 1 = v(2e)l.
qp(z) = * (kp
vp

z—P

z—P

e




Coeficientes

cn (=1 <n < 10) de t(Ps, qp,; 2):

1
0

18480

0

12803590800

0

—817993722627081000

0

—156078929845326558019950000

0

122859953407720110679241179380345000

The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences:

I am sorry but the terms do not match anything in the table.

0

Funciones automorfas normalizadas (P, qp; z) = n~1¢(2)

Moo 3870720 = | 30965760 = | 48 =2%.3 | 96=25.3 384 =27.3
212.33.5.7 | 215.3%3.5.7
t(P)y=oo | tF(Pe,ar) | & (Po,an) |t (Posar) | 1§ (Pe,ar) | te(Po,ar,)
1o 144 = 2% .32 %:2—1.33 10=2.5|72=23.32 g=2—1-3
t(P) =0 t& (Po,ar,) téz)(P&qu) téS)(Pz qp,) té6)(Po, qr,) te(P3, qp,)
ny 40=12%.5 4=2%2| 10=2-5 2 2
t(P)=1 td(Pa,ap,) téQ)(qup‘;) té3)(P47 qar.) téﬁ)(PA,, qar.) te(Ps, qp,)
n; * * * * 12=22.3
t(P) =i * * * * te(Po, qr,)
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(a)n(b)nw"

()n n!’
geomeétrica. Supongamos que c# 1. La funcion

wl = CFla—c+1,b—c+1,2—c w)
F(a,b,c,w)
aplica el w-semiplano 'H sobre el interior de un triangulo de vértices
s(0) =0,

Teorema. Sea F(a,b,c,w) =321 lw| < 1, la serie hiper-

z=s(a,b,c,w) :=

Fb)r(c—a)r(2--c
Fe)rb—c+ 11 —a)’

s(o0) =exp (mwi(1l —c))

Fr2—-colf(c—a)f(c—0»)
s(1) =
M) (1 —a)r(1-2=)
Los angulos internos en estos vértices son am, fm,ymw, en donde
a=1—-—c#0, B=b—a, ~y=c—a-—0.

t P ea | t(A) | va ka

V3 E V3 T(1/2A) (11/24)

T2 T(19/24)r(23/24)

R I 1 243 i [(1/6)(7/24)M(19/24)

6 | * 2.32 12 1(5/6)(11/24)r(23/24)

V2 + V3 (1/4)M(13/24)F(17/24)
4 [ (3/4)M(19/24)r(23/24)

tf | P 2| 0 |[23.32

tf |Ps| 4| o0 [2°:3

@ plal o |3 | a+v®aA+D ra/ares/12)
6 3 24 8 r(3/4)r(11/12)
243 —i [(1/3)2r(7/12)

@) 2
@ p 3| 1 |2
6 |°* 3 6 (2/3)2r(11/12)

@ V3 T(1/3)r(2/3)r(1/4)
o) | Fo| 4| 00 1253 | e @A M (11/12)

3) 1 (1+Vv3)(1+i) T(1/6)r(7/12)
te P> | 6 0
23.32 12 r(5/6)F(11/12)
t((f) Ple 1 1 243 i [(1/6)r(7/12)
23.32 1\2F r(5/6)r(11/12)
3) (1+v3)(Q+4) M(1/4)r(5/12)
te’ |Pe| 2| 2 |2 4 F(3/4)r(11/12)
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t P |ep t(P) vp kp
) 2 a2 | V2+V3T(7/24)M(11/24)
oo | Fol 2 0 2 3 F(19/24)T (23/24)
t(6) P 3 1 3-1 (1—|—\/§)(1+i) I_(l/6)|_(7/24)|_(19/24)
6 | % 12 F(5/6)(11/24)I (23/24)
(6) s oo | (V34 3V2)(V2+14) T(7/24)M(11/24)
O p 2| 2 [22.3
12 r(19/24)r (23/24)
(6) 5 V24 V3I(1/4)M(13/24)1(17/24)
o7 |Fo) 2] o0 )2 "4 T(3/4)r(19/24)1(23/24)
t P |ep|t(P)|vp kp
V243 [(7/24)M(11/24)
to| Po| 1| i 223 i F(19/24)(23/24)
- 14+ (24+/3)i [(1/3)2r(7/12)
to | P2 3| -1 137 672 r(2/3)2r(11/12)
| (W V3)(1+1i) T(1/4)r(5/12)
fo|Ps| 2| 0 |3:272 8 r(3/4)r(11/12)
B 2+ V34 [(1/3)2r(7/12)
to| | 3| 1 |37 672 T(2/3)2r(11/12)
P IS I B V3(1—i) T(1/3)r(2/3)r(1/4)
6" av2 T(3/H)(7/12)r(11/12)
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La formula de Chowla-Selberg (1967)

00 00
A(z) = 2Tz H (1-— 627Tm2)24 — Z T(n)qn, q= esz;
= n=1

. —bj + 1,/]d|
d<o0discr., H(d) = {(aj,bj,cj)}1<j<h, 7= J :

Ha ] m (R) .
H A = Grayer 1L r(m) /

6, sid= -3,
w =<4, sid=-—4,
2, en los otros casos.

3. Dependencia algebraica entre constantes locales

Definicion. (C*/K*) Sea K un subcuerpo de C. Dados a,b € C*,
escribiremos a ~j b para indicar que ab~! € K*; diremos que a,b
tienen la misma parte trascendente sobre K. Si K = Q, escribiremos
a~by diremos que a,b tienen la misma parte trascendente.

Proposicion. Sean I, [’ C SL(2,R) grupos fuchsianos conmensu-
rables, v € 'H, t una funcion I y-automorfa con constante local adap-
tada k(v,I",t), t' una funcion I} -automorfa con constante local adap-
tada k(v,I"t'). Sea F(X,Y) € K[X,Y]\{0} tal que F(t,t') = 0, siendo
K un subcuerpo de C que contenga los valores t(v),t'(v). Entonces

k(v,T,t) ~k k(o, T, 1).
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Lema. Seav € 'H un punto de orden e, > 1 por la acciondel , CI,y

t una funcion IM-automorfa no constante. Entonces, para toda matriz

__|la b
T= e d

relacionan por

€ I, las dos constantes locales adaptadas en v y ~(v) se

(oers’) =EE)

En particular, si v,c,d € Q, se tendra que k(y(v),I,t) ~ k(v,I,t).

4. Trascendencia de las constantes locales en el caso D =1

Teorema. (Takeuchi, 1977) Existen exactamente nueve tipos arit-
meéticos definidos por grupos triangulares con puntas, a saber:

(OO’ OO7 00)7 (007 OO7 3), (OO, OO7 2)7
(00,6,6),(00,6,2),(c0,4,4),
(00,4,2),(00,3,3), (0, 3,2).

V1
L‘/\Jb
v2 V4

Dominio fundamental de Mg(1), (o0, 3,2)
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Dominio fundamental de My(2), (o0, 00, 2)

Dominio fundamental de My(3), (o0, 00,3)

Dominio fundamental de My(4), (oo, 00, c0)

Dominio fundamental de F('j"(Q), (00,4,2)
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Dominio fundamental de I’j(S), (00,6,2)

Dominio fundamental de I’(')"(4), (00, 00, 2)

v5 V7 v20

Dominio fundamental de I'E)"(Q)*, (c0,4,4)
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V1

vé6 V8 v21

v17

Dominio fundamental de I’E)F(B)*, (00,6,6)

vl

vle v17 v22

Dominio fundamental de I'a"(4)*, (00, 00, 00)

Xo(4) xg(4)*

s

xt@* X2 xd@ xFa)r xo@ xFE)

N N T

xd(2) Xo(1) X (3)
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Constantes locales en puntos elipticos

t v e, | t(v) | a,c vy ky
M) )
+ 11 i 12/ \13
tl v3 2 0 13' 3 232 eXp( )2r( 1) (7)
12
()l—(g)
+ 11 i 8
ty | viz | 2 0 |55 23 exp(% )QF( o)
alolol o los | O
3 V14 6’2 exD(E)Er(é)r(g)
3
i iy i MY
t, | vis 2 0 75 2 exD(E 5@
4
NCOINC)
* 12 i\ 1 6 3
N R N R R e e))
3
* 4 0 1 3 1 e (?)2
t2 vr 407 D( 4[—( )2
1
N OINCS!
ts lve [ 6] 0 |2 |1 exp (% )6r( 1)
t v e, | t(v), | a,c vy | ko
7 1
+ 12 53 r(12)r(12)r()
tl V4 3 1 12°3 2 3
F(E)rSré)
+ 1 3 FEFEr @
TR EE T frerere
8 8 4
r(:)2r(2
e o] 1 || [aE
r(3)2re)
r(iHrek
qme| 3| 1 |33 |2 30802
rere)
r($)?
t 4 1 |3 |1 |12
2 | Y20 407 4r(%)2
r(Hrek
G o6 1|38 |1 [3hae)
rre
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t v €v t(’U), a, c Uy ky
1 7 1
t1 | v 3 0 1 2193 exp(Z lr(ﬁ)r(ﬁ)r(g)
1| v2 12'3 P(3 3P (2)r(2)
1271 \12/7 13
1 5
t 2 1 |a1|o.a2| K@)
1| vs3 1.3 e
(127 G3)
r()?
ta |v7 | 2 1 11 19 1. \2
v r(3)2
r(%)3
tz3 | vg | 3 1 2,2 2 1. \3
’e r(2)s

Ordenes de Q(i): dependencias algebraicas

@ (PCrenaani)t oy eeen
@) (AEHEebam )’ =3, o
@ (Ummmian)’ 1 s
(0 (fCmarmuan)’ -, e

@ (carapmgonn)’ s
(6) (WCISrQIRAXINT _o5e1 eme=1;
(1) (cereumepa)t = 2 €2 = eq = 1;
@ (WAzremaen)’ L aogs
@ (Hczronngon)’ —,, ep et
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Ordenes de Q(1/—3): dependencias algebraicas

k(o(=3.P(~1/2./3/2) Xo (1)) | >

(10) (k(v(—3,P(1/2,\/§/2),X0(1)),t1)) =1 e=3,;
ay (SreEmENMD) Ly oot
(2) (WEHOEEADLDIO) — 4 =e=
(09 (KNOREFRESE) =a  e=e=s
o) (HCaramspeann )’ _ g o—=3
+ 1\ 6
a9 (RSiEaies) =g c=ee=3
ae) (CarcyioN®W) - 4 o=
o0 (RESERSG) =e e =ese
_ + N 2 .
(18) (kk(:v(@as’,};j(%,ll//@)ﬁgii,fj))) :TI’ et =2,e=

Dependencias algebraicas deducidas por observacion de la tabla

Ordenes de Q(i):

4
k(v(=422,P(0,1/2) Xd @)tDH ) _ v
(19) (k’(v(—4,P(1/2,1/2)’){6"(2)*)7753) = —16, €4 — 2, €y = 4,

Ordenes de Q(1/—3):

I
N
@
w*
I
(@)

6
k(v(=322,P(0,1/v3).X5 3N:t3) | _ +
(20) (k(v(—3,P(1/2,\/5/2),X3r(3)*),téi,) = 129, “
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Representantes de las clases en C*/@*

e Para Q(v/-2), d = -8:
TEFE  TEME)

k(v(=8,P(0,1/v2), X3 (2)).13) = exP(3)3 1S58y ™ Fisyreny
8 8 8 8

e Para Q(v/-1), d = —4:

)2 ()2
2 TE)?

TG
K(o(=4, P(1/2,1/2), Xo(2)),12) = 53
4

e Para Q(v/-3), d = -3

r;)?
()3

O
B(0(=3, P(=1/2,V3/6), Xo(3)), t3) = 5 373
3

K=/§ dy | K/z/é dy K 4E2=1

0 \/1—k25in2<p 0 \/1—k:’25in2cp

iK/K'=7¢€Q(/d), d<O0, A(r;) ~ A(T))
L RSN OIS

K~ym I 3T (—) Chowla-Selberg

m=1 |d|

e Para d = —8:

2 1y-(3

K NEINE) 4+ +

— ] ~ =82 82 ~ k(P(0,1/V2), X7 (2),t3)

(ﬁ) rr) 0T

. r(®re)
IR N CINCY
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e Para d = —4:

2 142
<£> LG ~ k(P(1/2,1/2),X0(2),t2)

r3)3

2
(%) ~ r(%)3 ~ k(P(-=1/2,/3/6), X0(3),t3)

Definicion. Dado un discriminante d < 0, escribiremos

o 15’[1 r(@%) 2%.

m=

Definicion. Sea P € 'H un punto de multiplicacion compleja por un
orden de discriminante d < 0. Sea I' < SL(2,R) un subgrupo conmen-
surable con el grupo modular. Por definicion, un parametro aritmético
de uniformizacion local en P por la accion de [ p es cualquier funcion
z — P\°P
z) = | k — ,
ap(2) = (K5

Z_

en donde ep = #l p y la constante k es tal que k ~ T4

Definimos goo = exp(27iz).

194 197




Teorema. (Chudnovsky, 1970) Sea E/Q una curva eliptica de ecuacion
Y2 =4X3 - g5X — g3.

Si E tiene multiplicacion compleja, entonces para todo periodo w € N\,
w # 0, los numeros w, w son algebraicamente independientes sobre Q.

Corolario. (1/4), I'(1/3) € Q.

Corolario. (1/2),1(1/3),1r(1/4),r(2/3), r(3/4) son trascendentes.

Teorema. Para todo discriminante d < 0, w; es trascendente.

Demostracion. Sea 7 un punto de multiplicacion compleja por un
orden de discriminante d. Entonces, j(r) € Q. Puesto que

oy oa(R()* — k(1)? + 1)3
M) = 2 k(2= 12
se tendra que k(7) € Q. El modelo de Jacobi

EL:Y?=(1-X2)(1-k(r)X?)

estd definido sobre Q y su red de periodos es (4K(7),4K(r)7). EI
modelo de Weierstrass correspondiente a esta red esta definido so-
bre Q. Por el teorema de Chudnovsky, K(7),n son algebraicamente

independientes. Puesto que K(7) ~ /7 - /74, se deduce que 7w, es
trascendente.
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Definicion. Sean P € 'H un punto CM y ¢gp un parametro aritmético.
Sea ' < SL(2,R) un subgrupo conmensurable con el grupo modular.
Una funcion N'-modular f se denomina aritmética en P si su desarrollo
en serie de potencias de gp es de coeficientes algebraicos. Un funcion
modular respecto de I' se denomina aritmética en el infinito si su
desarrollo en serie de potencias de g~ €S de coeficientes algebraicos.

Teorema. Las condiciones siguientes son equivalentes:
(i) La funcion f es aritmética en el infinito.
(ii) La funcion f es aritmética en un punto CM.

(iii) La funcion f es aritmética en todo los puntos CM.

5. Trascendencia de las constantes locales en el caso D =6

Ordenes de Q(4):

k(P1, Xe6,t6) ~ k(P3,X6,t6) ~ k(P5, X6,t6) ~ k(Pe, X6,t6) ~ rr(gl//ztég)rr((151//1122))

j 2
Ordenes de Q(v—3):  k(P>, Xe,te) ~ k(Ps, Xe,t6) ~ rr(<21//33))2rr((171//1122))

Ordenes de Q(1/—6):

k(Po, Xe6,t6) ~ k(P7, Xe,t6) ~ k(Pg, X6,16) ~ rr((17£9//2242)rr((1213//2242)
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Teorema. Las constantes locales kp asociadas a las funciones au-
tomorfas que uniformizan Xg y sus cocientes son trascendentes. Mas
concretamente,

, r(r(s) r(3)?
(i) k(P3,Xe,t6) ~ Wr(lz) T_4, T_4= F(%)?
r(3)2r(%) _ @3

(i) k(Pa, Xg,t6) ~ r@erdd) ~ T3 T3 T R

1/2
(1) k(Po, Xe.tg) ~ "GOTGD W_6:<r<24>r<24>r<24>r< >> |

rGHrs) FGHOrGHrGHrzy)
Demostracion.

( T_4 )42—256 ( T_3 )122—531441 ( T_6 )22_4
k(P3,X6,.te) 3 " \k(FPs,Xe6,t6) 4 " \k(Py,Xe,t6) '

Definicion. Sea P € 'H un punto de multiplicacion compleja respecto
de ®: H(3,—1) — M(2,R) por un orden de discriminante d < 0. Sea
I < SL(2,R) un subgrupo conmensurable con I'(6,1). Por definicion,
un parametro aritmético de uniformizacion local en P por la accion
de I p es cualquier funcion

ap(z) = (K--2)

Z_

en donde ep =#lp y k ~ 7.

Definicion. Una funcion N-automorfa se denomina aritmética en P
Si posee un desarrollo en serie de potencias de gp de coeficientes

algebraicos.

Teorema. Una funcion IM-automorfa es aritmética en un punto CM
Si, y solo si, es aritmética en todo punto CM.
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Representacio (senior) del STNB

Trio per amenitzar la festa amb Marcel-li, Aleix i David
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El pastis d’aniversari

Representacio (jinior) del STNB
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