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4.3.1 Definició . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
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Presentació

Aquest volum conté les notes de les conferències sobre el tema Formes
Modulars de Siegel presentades en la 22a edició del Seminari de Teo-
ria de Nombres (UB-UAB-UPC), celebrat del 28 de gener a l’1 de
febrer de 2008, a Vilanova i la Geltrú, a l’Escola Politècnica Superior
d’Enginyeria.

El programa general fou elaborat per A. Arenas i J. Guàrdia i
les sessions foren dutes a terme per persones del seminari. La seva
col·laboració en redactar el contingut de les exposicions ha fet possible
l’edició d’aquest volum.

Les formes modulars de Siegel intervenen en la demostració de
molts resultats rellevants obtinguts els darrers anys en teoria de
nombres. En el seminari se’n tractaren diversos aspectes relatius
en primer lloc a aspectes bàsics, relatius als desenvolupaments de
Fourier de les formes modulars de Siegel, grup modular de Siegel i
domini fonamental, sèries de Dirichlet associades a formes modulars
de Siegel, àlgebra de Hecke; aix́ı com també aspectes aplicats, relatius
a l’estructura de l’anell de formes modulars de Siegel per a gèneres 2
i 3.

A. Arenas J. Guàrdia

Barcelona, 9 de Setembre de 2008



2 Presentació



Caṕıtol 1

Aspectes bàsics de les
formes modulars de Siegel

E. Torres
Dept. de Matemàtica Aplicada IV
Escola Politècnica Superior d’Enginyeria de Vilanova i la Geltrú
Av. Vı́ctor Balaguer s/n
08800 Vilanova i la Geltrú

Introducció

L’objectiu d’aquest caṕıtol es definir les formes modulars de Siegel,
tot remarcant el principi de Koecher i les seves conseqüències. S’intro-
dueixen els desenvolupaments de Fourier i el canvi de Siegel. A partir
de l’operador de Siegel, del que també s’estudien les seves propietats
bàsiques, es defineixen i s’aprofundeixen les formes parabòliques. Fi-
nalment es caracteritza l’anell graduat de formes modulars de Siegel
de pes parell en gènere 2 i es mostra un mètode per a calcular els
coeficients de les sèries d’Eisenstein de pes parell.

3



4 E. Torres

1.1 Formes modulars de Siegel

1.1.1 Definicions

Definició 1 Una forma modular de Siegel de pes k respecte del grup
Γn = Sp(n,Z) (gènere n) és una funció f : Hn −→ C que verifica:

(i) És holomorfa sobre Hn

(ii) Per a tota matriu M =
(
A B
C D

)
∈ Γn = Sp(n,Z) i per a tot

Z ∈ Hn, es té que f(M < Z >) = f((AZ +B)(CZ +D)−1) =
det(CZ +D)kf(Z)

(iii) Per a tot y0 > 0, f està acotada en el domini y ≥ y0

Com Γn =<
(

0 In
−In 0

)
,

(
In S
0 In

)
, S = St entera >, per a

veure (2) només cal comprovar-ho en aquests tipus de matrius.
Sigui f |k: Hn −→ C,M ∈ Γn i definim j(M,Z) := det(CZ +D) ∈
C∗. Aleshores,

(f |k M)(Z) : = f(M < Z >)j(M,Z)−k

= f((AZ +B)(CZ +D)−1)det(CZ +D)−k

Per tant la condició (2) de la definició es transforma en f |k M = f ,
amb M ∈ Γn, donant lloc a la següent definició equivalent:

Definició 2 (Notació de Petersson): Una forma modular de Siegel
de pes k respecte del grup Γn és una funció f : Hn −→ V que
verifica:

(i) És holomorfa sobre Hn

(ii) f |k M = f, M ∈ Γn

(iii) Per a tot y0 > 0, f està acotada en el domini y ≥ y0

Es pot comprovar sense dificultats que:
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1) j(MN,Z) = j(M,N < Z >)j(N,Z)

2) f |k (MN) = (f |k M) |k N

Finalment, generalitzar la noció de forma modular tal com la co-
neixem per a g = 1 suposa generalitzar el ”factor d’automorfia” (cz+
d)k. Considerem una representació ρ : GL(n,C) −→ GL(V ), on V és
un espai vectorial sobre C de dimensió finita.

Definició 3 (Van der Geer): Una forma modular de Siegel de pes
ρ respecte del grup Γn = Sp(n,Z) és una funció f : Hn −→ V que
verifica:

(i) És holomorfa sobre Hn

(ii) f(M < Z >) = ρ(CZ +D)f(Z) M ∈ Γn

(iii) Per a tot y0 > 0, f està acotada en el domini y ≥ y0

Mk(Γn) denotarà el conjunt de totes les formes modulars de pes k i
gènere n. És directe comprovar que:

- Mk(Γn) és un espai vectorial sobre C.

- Si kn és senar, Mk(Γn) = {0} ja que f |k (−M) = (−1)knf |k
(M)

-
Mk(Γn)× Mk′(Γn) −→ Mk+k′(Γn)

(f, g) −→ fg

- f(Z + S) = f(Z), per a tota S entera i simètrica

- f(−Z−1) = det(Z)kf(Z)

- f(Z[U ]) = f(U tZU) = det(U)kf(Z), per a tota U ∈ GL(n,Z)
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1.1.2 Exemples

Exemple 1.1 Siguin S ∈Mp(Z), T ∈Mq(Z) simètriques, 8 | p,
S > 0 parella (amb els elements de la diagonal principal parells),
unimodular i Z ∈ Hn. La funció θ generalitzada:

θ(S,Z) :=
∑

G∈Mp×q(Z)

eπiσ(S[G]Z) =
∑
T≥0

A(S, T )eπiσ(TZ)

on A(S, T ) := ]{G ∈Mp×q(Z) | S[G] = GtSG = T}

és una forma modular de pes p/2 sobre Γn, on σ designa la traça.

Recordem que aquesta sèrie convergeix absolutament i uniforme a les
regions Y ≥ Y0 > 0 i per tant defineix una funció holomorfa de Hn

en C.

Exemple 1.2 Sigui el Thetanullwerte

θ[m](Z) :=
∑
g∈Zn

eπiZ[g+a]+2πibtg

on m = (a b)t, amb a,b ∈ {0, 1
2}

n, Z ∈ Hn

Per a cada theta-caracteŕıstica m, θ[m](Z) és una funció parella o
senar segons la paritat de m, la qual ve definida per la paritat del
signe (−1)at.b. A més recordem que θ[m](Z) ≡ 0 si at.b és senar.
Qualsevol polinomi homogeni simètric en els {θ8

m}m parella és una for-
ma modular. Més concretament,

∆n(Z) :=
∏

m parella
θ[m]8(Z) ∈M(2n+1)2n+1(Γn)

Exemple 1.3 Si volem precisar més, sigui

kg =


8 si g = 1,
2 si g = 2,
1 si g ≥ 3.
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Aleshores la funció ∆g(Z) =
∏

m parella
θ[m]kg(Z) és una forma mo-

dular no nul·la de pes
12 si g = 1,
10 si g = 2,
(2g + 1)2g−2 si g ≥ 3.

Exemple 1.4 Per a tot enter k parell, k ≥ n+ 1 es defineix la sèrie
d’Eisenstein Ek com:

Ek(Z) :=
∑

 A B
C D

∈Γ0\ Sp(n,Z)

det(CZ +D)−k

on el subgrup Γ0 ve definit per Γ0 =
{(

A B
0 D

)
∈ Sp(n,Z)

}
.

Ek és una forma modular de pes k.

1.2 Desenvolupament de Fourier

Tota forma modular f : Hn −→ C verifica que f(Z + T ) = f(Z) per
a tota T entera i simètrica. Per tant admet un desenvolupament en
sèrie de Fourier de la forma:

f(Z) =
∑
T

a(T )eπiσ(TZ)

on T recorre totes les matrius enteres, simètriques i parelles.

a(T ) = eπσ(TY )

∫
−1≤xkl≤1

f(X + iY )eπiσ(TX) dX.

Aquest desenvolupament s’anomena desenvolupament de Fourier de
f i a(T ) coeficients de Fourier. f(Z) convergeix absolutament i uni-
forme a les regions Y ≥ Y0 > 0.
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Lema 1.5 Els coeficients de Fourier a(T ) d’una forma modular

f(Z) =
∑

T parella

a(T )eπiσ(TZ)

satisfan que a(T [U ]) = (detU)ka(T ) ∀ U ∈ GL(n,Z).
En particular, a(T [U ]) = a(T ) ∀U ∈ SL(n,Z).

Dem: Ja hav́ıem vist que (detU)kf(Z) = f(Z[U ]). Per una altra
banda:

f(Z[U ]) =
∑

T parella

a(T [U ])eπiσ(TUtZU) =
∑

UtTU parella

a(T [U ])eπiσ(UtTUZ)

Per la unicitat dels coeficients de Fourier, a(U tTU) = (detU)ka(T )2.

1.2.1 Principi de Koecher

Si f : Hn −→ C satisfà:
(1) f(Z + T ) = f(Z) ∀T simètrica i entera
(2) f(Z[U ]) = f(Z) ∀U ∈ SL(n,Z)
Aleshores en el cas n > 1, f(Z) =

∑
T≥0

a(T )eπiσ(TZ) i en particular

f(Z) està acotada a Y ≥ Y0 > 0.

Dem: En primer lloc veurem que les condicions (1) i (2) impliquen
que a(T ) = 0 si T < 0.
Considerem f(Z) =

∑
T

a(T )eπiσ(TZ) que convergeix absolutament

a Hn. En particular convergeix per a Z = iId. Per tant ∃α > 0:
| a(T ) |≤ αeπσ(T ) ∀T entera. Agafem T < 0 i ∃ v1 ∈ Zn tal que
T [v1] < 0. Completem v1 fins a una matriu unimodular v. Aplicant
el lema, podem reemplaçar T per T [v] i podem suposar que t11 < 0.

Agafem ara U =

 1 m
0 1

0

0 Id

 matriu unimodular:

| a(T ) |=| a(T [U ]) |≤ αeπσ(T [U ])
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on σ(T [U ]) = σ(T ) + t11m
2 + t12m. Com lim

m→∞
σ(T [U ]) = −∞,

aleshores | a(T ) |= 0.
En segon lloc veurem que a(T ) = 0 si T < 0 implica que f(Z) acota-
da en Y ≥ Y0 > 0. Ara podem considerar f(Z) =

∑
T≥0

a(T )eπiσ(TZ).

Com Y ≥ Y0 > 0, T ≥ 0, tenim que σ(TY ) ≥ σ(TY0) i

| f(Z) |≤
∑
T≥0

| a(T ) || eπiσ(TZ) | =
∑
T≥0

| a(T ) | e−πσ(TY ) | ≤∑
T≥0

| a(T ) | e−πσ(TY0) |, que convergeix.2

1.3 Canvi de variables de Siegel

Siegel va proposar un canvi variables que existeix per qualsevol di-
mensió i que permet expressar qualsevol forma modular com una sèrie
entera.

- Per a n = 1, q = eπiz

- Per a n = 2:

Sigui Z =
(
z1 z2
z2 z3

)
∈ H2 on y3 ≥ y1 ≥ 2y2 ≥ 0 (redüıda en

sentit Minkowski)

Considerem les matrius Q1 = Id,Q2 =
(

2 1
1 2

)
i Q3 =

(
0 0
0 1

)
que verifiquen les desigualtats. Tenim que Qk ≥ 0 (k = 1, 2, 3).
Y = v1Q1 +v2Q2 +v3Q3 on y1 = v1 +2v2, y2 = v2, y3 = v1 +2v2 +v3.
Els yk són funcions linealment independents dels vk. Definim zk com
aquestes mateixes funcions lineals de variables complexes wk, z1 =
w1 + 2w2, z2 = w2, z3 = w1 + 2w2 + w3. Z = w1Q1 + w2Q2 +
w3Q3 on w1 = z1 − 2z2, w2 = z2, w3 = z3 − z1. Per a tota

matriu T =
(
t1 t2
t2 t3

)
≥ 0 entera i simètrica, tenim que eπiσ(TZ) =

qt1+t3
1 q

2(t1+t2+t3)
2 qt3

3 , on qk = eπiwk . Es compleix que | qk |≤ 1 i els
exponents u1 = t1 + t3, u2 = 2(t1 + t2 + t3), u3 = t3 ∈ N.
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Aplicant aquest canvi de Siegel per a dimensió 2 tenim el resultat
següent:

Proposició 1.6 En dimensió 2 tota forma modular admet un desen-
volupament en sèrie de la forma següent:

f(Z) =
∑
u3≥0

∑
u1≥u3

∑
2(u1−

√
u3(u1−u3))≤u2≤2(u1+

√
u3(u1−u3)))

a(u1, u2, u3)qu1
1 qu2

2 qu3
3

de manera que si Z ∈ F2, aleshores | q1 |, | q2 |, | q3 |≤ 1.

- Per a n qualsevol:

Z ∈ Fn suposa que {L1 ≥ 0, · · · , Lµ ≥ 0} en les ν variables ykl

(1 ≤ k < l ≤ n). Busquem λ solucions Y = Q = (qkl), Y 6= 0
de un sistema format per ν − 1 equacions linealment independents
de les {Li}. Aquestes Q1, · · · , Qλ tindran un grau de llibertat.
Sigui R = {Y ≥ 0 | L1 ≥ 0, · · · , Lλ ≥ 0}. Y = v1Q1 + · · · + vλQλ.
Observem que en el cas n = 2 λ = ν; mentre que en el cas n > 2
λ > ν i les v1, · · · , vλ no estan uńıvocament determinades pels qkl.
Aleshores existeix un ck 6= 0 tal que c1Q1+· · ·+cλQλ = 0 ja que ν+1
Qk són linealment dependents. Podem canviar vk per vk + ckv,
k = 1, · · · , λ tot triant v de manera que vk + ckv ≥ 0 ∀ k i que
existeixi almenys un k tal que vk + ckv = 0. D’aquesta manera bai-
xem de λ a λ−ν els coeficients vi. Ens quedem amb ν matrius
Qi: S1, · · · , Sν . Y = v1S1 + · · · + vνSν vk ≥ 0 (abús de notació:
vk → vk +ckv). Observem que aquesta descomposició pot existir amb
varis sistemes de matrius {S1, · · · , Sν}. Els ykl són funcions lineal-
ment independents de v1, · · · , vλ amb coeficients enters. Definim
zkl com aquestes mateixes funcions lineals de variables complexes
w1, · · · , wλ, com a dimensió 2.
Z = w1S1 + · · · + wλSλ i la resta del raonament és anàleg al cas
n = 2: per a cada matriu T ≥ 0 σ(TSk) = gk ∈ N on k = 1, · · · , ν.
qk = eπiwk , eπiσ(TZ) = qg1

1 . · · · .q
gν
ν . A més, com Z ∈ Fn, | qk |≤ 1

amb k = 1, · · · , ν.

Observació: En el cas n = 2 del sistema d’inequacions y3 ≥ y1 ≥
2y2 ≥ 0 tenim que µ = 6 i ν = 3. Agafant sistemes de 3 equacions
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de totes les maneres possibles obtenim:

Q1 = Id,Q2 =
(

2 1
1 2

)
,Q3 =

(
0 0
0 1

)
,Q4 =

(
0 1
1 0

)
,Q5 =(

0 1
1 2

)
,Q6 =

(
1 0
0 0

)
i Q7 =

(
2 1
1 0

)
. Però Q4, Q5, Q7 < 0

i Q6 > 0 suposaria un canvi de variables totalment anàleg intercan-
viant els exponents de q1 i q3.

1.4 L’operador de Siegel

Si n ≥ 1, es defineix l’operador de Siegelφ : Mk(Γn)→Mk(Γn−1) de
manera que per

si f : Hn → C, φ.f(τ) = lim
t→∞

f

(
τ 0
0 it

)
,∀ τ ∈ Hn−1

Notació: φ.f(τ) = f |φ

Observem que si n = 1, φ.f(τ) = lim
t→∞

f(it).
Anem a veure ara que φ està ben definit. Com T ≥ 0 podem fixar
una regió Y ≥ Y0 > 0 on tenim convergència uniforme i per tant:

φ.f(τ) =
∑
T≥0

a(T )e
πi lim

t→∞
σ(T

(
τ 0
0 it

)
)

Tenim que:

lim
t→∞

e
πiσ(T

 τ 0
0 it

)

= lim
t→∞

eπi(σ(T1τ)+it.tnn) = c. lim
t→∞

e−πt.tnn

=
{

0 si tnn > 0
c si tnn = 0

Si T ≥ 0 i tnn = 0, aleshores tin = 0 ja que tii.tnn−t2in ≥ 0. Aleshores

T =
(
T1 0
0 0

)
on T1 = T (n−1) ≥ 0.
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Per tant el ĺımit existeix i l’acció sobre els coeficients de Fourier és:

(φ.f)(τ) =
∑

T=T (n−1)≥0

a(
(
T1 0
0 0

)
)eπiσ(T1τ)

Observem que per a n = 1 (φ.f)(τ) = a(0).

Proposició 1.7

φ : Mk(Γn) → Mk(Γn−1) defineix una aplicació lineal i φn−r, la
(n− r) iteració de φ, representa una forma modular de pes k i grau
r.

Dem: Sigui M1 =
(
A1 B1

C1 D1

)
∈ Γn−1, i considerem les matrius

M =
(
A B
C D

)
, A =

(
A1 0
0 Id

)
, B =

(
B1 0
0 0

)
,

C =
(
C1 0
0 0

)
i D =

(
D1 0
0 Id

)
∈ Γn.

Aleshores M <

(
τ1 0
0 it

)
>=

(
M1 < τ > 0

0 it

)
i det(Cτ +D) =

det(C1τ1 +D1).

Per tant, f
(
M1 < τ > 0

0 it

)
= j(M1, τ)k.f

(
τ1 0
0 it

)
= det(C1τ1+

D1).f
(
τ1 0
0 it

)
i quan t → ∞, tenim que f | φn−r(M1 < τ >) =

j(M1, τ)k.f | φn−r(τ)2.

1.5 Formes parabòliques

Definició 4 Una forma modular f ∈ Mk(Γn) s’anomena parabòlica
si pertany a kerφ.
Sk(Γn) := {f ∈ Mk(Γn) | f | φ = 0} denotarà l’espai de formes
parabòliques de pes k i gènere n.

Lema 1.8 Si f ∈Mk(Γn), f parabòlica ⇔ (a(T ) 6= 0⇒ T > 0)
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Dem: A partir de la definició de l’operador de Siegel, tenim que

(φ.f)(τ) =
∑
T1≥0

a

(
T1 0
0 0

)
eπiσ(T1τ). Per tant, dedüım que f és una

forma parabòlica si i només si a(T ) = 0 per a tota T =
(
T1 0
0 0

)
.

Si T ≥ 0 és una matriu singular, existeix una matriu unimodular U de

manera que T [U ] =
(
T1 0
0 0

)
i viceversa (a(T ) = ±a(T [U ])). Per

tant, f és parabòlica si i només si a(T ) = 0 per a qualsevol T singular.
Observació: Si a = (ã, an), b = (b̃, bn) són matrius enteres, aleshores:

θ(a,b) | φ =

{
(−1)

anbn
2 .θ(ã,b̃) si an parell

0 si an senar.

Per exemple θ(a,b) | φ = 0 per a,b = (1 0 · · · 0 1)t.

Corol·lari 1.9 La forma ∆n(Z) :=
∏

m parella
θ[m](Z)8 és parabòlica

i ∆n(Z) 6= 0.

Lema 1.10 Per a tota f ∈ Mk(Γn), g(Z) := det(Y )1/2. | f(Z) | és
Γn-invariant. A més, si f ∈ Sk(Γn), aleshores g(Z) té un màxim
absolut a Hn.

Dem: La invariància de g(Z) és directe a partir de les conegudes
fórmules de transformació pel grup modular. Si f ∈ Sk(Γn), per la
Γn-invariància de g(Z) és suficient demostrar que g(Z) té un màxim
a Fn. Però per a tota constant c > 0, Fn(c) := {Z ∈ Fn | detY ≤
c} és compacte. Aleshores, és suficient veure que lim

detY→∞
g(Z) = 0

si Z ∈ Fn. A partir de les desigualtats vistes per a la reducció

de Minkowski, tenim que: (detY )k/2.e−πσ(TY ) ≤ c

∞∏
ν=1

e−
ε
2
tνyν on c =

c(n), ε = ε(n) són constants.

També g(Z) ≤ c.
∑
T>0

e−
ε
2
σ(T Ỹ ) on Ỹ =


y1 0 · · · 0
0 y2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · yn

. A
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més, 1
2σ(T Ỹ ) ≥ σ(T Ỹ ). Però si Y és redüıda en sentit Minkowski,

quan detY → ∞ ⇒ yn → ∞ ⇒ σ(Y ) → ∞. Si detY → ∞ ⇒
σ(T Ỹ ) → ∞, g(Z) → 0 i la sèrie g(Z) convergeix uniformement a
Fn2.

Corol·lari 1.11 S0(Γn) = {0}, M0(Γn) = C, i k < 0 ⇒ Mk(Γn) =
{0}.

Dem: f ∈ S0(Γn) ⇒ g(Z) =| f(Z) | té un màxim absolut a Hn i
pel principi del màxim, f = c ⇒ f = 0.
f ∈M0(Γn) ⇒ f | φ = c perquè f | φ ∈M0(Γn−1) = C ⇒
f − c ∈ S0(Γn) ⇒ f = c.
Finalment, f ∈M−k(Γn) agafem fk0 .gk ∈M0(Γn) ∩ S0(Γn) on g =
∆(n) ⇒ fk0 ≡ 0 ⇒ f ≡ 0.

1.6 Teoremes de finitud

Lema 1.12 Sigui f ∈ Sk(Γn), f 6= 0 i z0 ∈ Fn un punt on det(y)k/2

pren el seu màxim absolut. Siguin N ≥ 1 enter i S ≥ 0 matriu entera
n× n, de manera que:

am :=
∑

σ(ST )=2m

a(T )eπiσ(TZ0) = 0 ∀m < N

Aleshores σ(SY −1
o ) ≥ 4πN

k on Z0 = X0 + iY0, amb f ,N ,S donades.

Proposició 1.13 A partir d’aquest lema:

(1) Sk(Γn) = {0} si


n = 1 i k < 1,
n = 2 i k < 9,
n = 3 i k < 8,
n = 4 i k < 6,
n = 5 i k < 5.

(2) f ∈ Sk(Γn) amb a(T ) = 0 ∀σ(T ) ≤ kn
2πεn

⇒ f ≡ 0

En particular, dimSk(Γn) < ]{T > 0 | σ(T ) ≤ kn
2πεn

= kµn}
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(3) dim Mk(Γn) ≤ An.k
n(n+1)

2 on An només depèn de n

(4) gr tr (⊕k≥0Mk(Γn)) ≤ n(n+ 1)
2

+ 1

(5) gr tr (K(Γn)) ≤ n(n+1)
2 on K(Γn) és el cos de funcions modulars

format per les ϕ : Hn → C meromorfa,Γn − invariant, ϕ =
f/g amb f, g formes modulars del mateix pes k, k 6= 0.

Dem:
(1) Veurem que si f ∈ Sk(Γn), f 6= 0, aleshores k ≥ 2π

√
3

( 4
3
)n−1 .

Apliquem el lema per a N = 1, S > 0 i recordem que si f ∈
Sk(Γn) ⇒ a(T ) = 0 si T ≤ 0 ⇒ a0 = 0. Per una altra ban-
da, si S = St ∃m(S) = min{S[g] : g ∈ Zn − {0}}; i si S, T > 0,
aleshores σ(ST ) > 0. Tenim que m(Y0)−1 = Y −1

0 [g] = σ(gtY −1
0 g) =

σ(gtgY −1
0 ) = σ(SY −1

0 ) ≥ 4π
k . A més, Z ∈ Fn ⇒ m(Y ) ≥

√
3

2 .
Aplicant la desigualtat de Hermite (m(Y ) ≤ (4

3)
n−1

2 .det(Y )1/n), ob-
tenim que 4π

k .
√

3
2 ≤ m(Y0)−1m(Y ) ≤ (4

3)n−1, d’on es dedueix que
k ≥ 2π

√
3

( 4
3
)n−1 .

D’aqúı obtenim (1) per a n = 1, 2, 3. Pels casos n = 4, 5 es coneixen
cotes millors que la de la desigualtat de Hermite, com per exemple:
m(Y ) ≤ hn.(detY )1/n h4 = 2

√
2, h5 = 5

√
8, a partir de les quals queda

demostrat (1).

(2) Sigui f ∈ Sk(Γn) i prenem N mı́nim tal que kn
2πεn

< 2NiS = Id. Si
m > N , σ(ST ) = σ(T ) = 2m⇒ σ(T ) ≤ kn

2πεn
⇒ a(T ) = 0⇒ am = 0.

Podem aplicar el lema per aquesta N mı́nima i S = Id, obtenint
σ(Y −1

0 ) ≥ 4kN
k . Per tant, Y0 ≥ εn.Id ⇔ Y −1

0 ≤ ε−1
n .Id ⇒ σ(Y −1

0 ) ≤
ε−1
n .n i 4kN

k ≤ σ(Y −1
0 ) ≤ n

εn
⇒ kn

2πεn
≥ 2N , que és una contradicció i

per tant f = 0.

A partir d’aqúı:
Sk (Γn) ↪→ C]{T>0 | σ(T )≤ kn

2πεn
}

f → (a(T ))σ(T )≤ kn
2πεn

A més, dimSk(Γn) < ]{T > 0 | σ(T ) ≤ kn
2πεn
}.

(3) A partir de φ : Mk(Γn)→Mk(Γn−1), tenim que la dimMk(Γn) ≤
dimSk(Γn) + dimMk(Γn−1). Cal veure que dimSk(Γn) = O(k

n(n+1)
2 )
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i dimMk(Γn−1) = O(k
n(n−1)

2 ), per la qual cosa és suficient demostrar
que ]{T > 0 | σ(T ) ≤ kn

2πεn
= k.µn} = O(k

n(n+1)
2 ). Per a construir

però T simètrica, només he d’omplir n(n+1)
2 entrades. T ha de veri-

ficar t2ij ≤ tii.tjj per 1 ≤ i < j ≤ n. Com 0 < tii ≤ σ(T )2 ≤ k2.µ2
n,

tenim que | tij |≤ k.µn i ]{T > 0 | σ(T ) ≤ k.µn} = (2kµn+1)
n(n+1)

2 .

Per tant, dimSk(Γn) = O(k
n(n+1)

2 ) quan k →∞. Anàlogament es de-
mostra que dim Mk(Γn−1) = O(k

n(n−1)
2 ).

(4) Siguin f0, f1, · · · , fm formes modulars que tenen de pesos respec-
tius k0, k1, · · · , km i són algebraicament independents. Agafem N =
k0k1 · · · km un enter, Fi = f

N/ki

i ∈MN (Γn). Aquestes F0, F1, · · · , Fm

també són algebraicament independents. Per a tot k = (n0 + n1 +
· · · + nm)N , ni ≥ 0, les {Fn0

0 Fn1
1 · · ·Fnm

m ∈ Mk(Γn)}(n0,n1,··· ,nm) són
linealment independents. El número de monomis d’aquest tipus serà
igual al número de solucions enteres positives de {n0+n1+· · ·+nm =
k/N} = O(( k

N )m). Quan k →∞, m ≤ n(n+1)
2 .

Per a obtenir les igualtats a (4) i (5), es fan servir sèries de Poincaré.

1.7 Sèries de Poincaré

Hem vist fins ara que només es poden construir formes modulars a
partir de sèries theta. A continuació definirem les sèries de Poincaré
que ens permetran construir formes modulars d’una altra manera.

Definició 5 Sigui f : Hn → C holomorfa, n > 1. Considerem:

F :=
∑

M∈Γn

f |k M =
∑

M∈Γn

f(M < Z >)det(CZ +D)−k

- F té pes k

- F |M0=
∑

M∈Γn

f |k MM0 =
∑

M∈Γn

f |k M ja que MM0 recorre

també tot Γn
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- Agafant M0 = 1√
2i

(
Id −iId
Id iId

)
, es passa al disc unitat

Dn on F convergeix absolutament i uniforme.

1.8 Sèries d’Eisenstein

Teorema 1.14 Si k parell, k > 2n, aleshores Mk(Γn)
φ
� Mk(Γn−1)

Dem: Es prova que φn−j és exhaustiu per inducció sobre j

Cal aplicar φ reiteradament l’operador de Siegel: f |φn−j (Z) =

lim
t→∞

f(
(
Z 0
0 itIdn−j

)
) i els dos lemes següents:

Lema 1.15 Sk(Γj) ⊆ φn−j(Mk(Γn)) 0 ≤ j < n

Dem: Es tracta d’associar a cada f ∈ Sk(Γj) una Ef ∈ Mk(Γn)
tal que f = Ef | φn−j . Per això definim F : Hn → C a par-

tir de f ∈ Sk(Γj) tal que F (Z) := f(Z1), amb Z =
(
Z1 ∗
∗ ∗

)
i

f = Ff | φn−j . Però F no serà modular (excepte en casos trivials).
Aleshores, considerem la sèrie de Poincaré

∑
M∈Γn

F |k M però no con-

vergeix ja que ∃Γn,j ⊆ Γn tal que F |k M = F ∀M ∈ Γn,j . Anem a
veure com és aquest subgrup Γn,j i com Siegel va ”retocarl.la sèrie de
Poincaré perquè convergeixi:

Lema 1.16 Sigui 0 ≤ j < n M =
(
A B
C D

)
∈ Sp(n,R), A =(

A1 A2

A3 A4

)
, B =

(
B1 B2

B3 B4

)
, C =

(
C1 C2

C3 C4

)
i D =

(
D1 D2

D3 D4

)
amb A1, B1, C1, D1 ∈Mj×j(R).
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Considerem Ωn,j := {M ∈ Sp(n,R) | M =


A1 0 B1 B2

A3 A4 B3 B4

C1 0 D1 D2

0 0 0 D4

}.
Aleshores:

(i) Ωn,j és un subgrup de Sp(n,R)
(ii) L’aplicació Ωn,j → Sp(j,R) que a cada M ∈ Ωn,j li fa correspon-

dre M1 :=
(
A1 B1

C1 D1

)
és exhaustiva.

(iii) M ∈ Ωn,j ⇒M < Z >=
(
M1 < Z1 > ∗

∗ ∗

)
,

on Z =
(
Z1 ∗
∗ ∗

)
Definició 6 Es defineix Γn,j := Ωn,j∩Γn on F |k M = F,∀M ∈ Γn,j

i la sèrie d’Eisenstein Ek(Z, f) :=
∑

M∈Γn,j\Γn

(F |k M).

Teorema 1.17 Sigui 0 ≤ j < n, k parell, k > n+ 1 + j f ∈ Sk(Γj).
Aleshores:

En,j(Z, f) :=
∑

M∈Γn,j\Γn

F (M < Z >).det(CZ +D)−k

convergeix absolutament i uniforme a les regions

ω(δ) = {Z ∈ Γn | σ(x2) ≤ δ−1, Y ≥ δId, δ > 0} i

En,j(−, f) | φn−j = f

Cas particular: Si j = 0, f ≡ 1

Ek(Z) :=
∑

M∈Γn,0\Γn

(CZ +D)−kon Γn,0 = {M ∈ Γn | C = 0}

Quan n = 1, En,j(Z, f) coincideix amb la forma modular d’Eisenstein
clàssica:

Ek(z) =
∑

(c,d)=1

(cz + d)−k
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(c, d) = 1 ⇒ ∃a, b tal que
(
a b
c d

)
∈ Sp(2,Z) = SL2(Z) = Γ1.

Existeix una bijecció entre Γ1,0\Γ1 i {(c, d) coprimers}. A més, Γ1,0 =

{
(

1 m
0 1

)
,

(
−1 m
0 −1

)
}m∈Z.

1.9 Formes modulars de gènere 2

Tenim 10 Thetanullwerte parells θ[m](Z) :=
∑
g∈Zn

eπiZ[g+a]+2πibtg, on

m = (a b)t, amb a,b ∈ {0, 1
2}

n, (−1)atb = 1.

[m] =
(
a
b

)
=


a1

a2

b1
b2

 =


0 0 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 0 1 0 1
0 0 1 1 0 1 0 0 0 1


Considerem ara Θ(Z) :=

∏
m parella

θ[m](Z). Aleshores,

Θ8 = ∆(2) ∈ S40(Γ2).

Lema 1.18 Existeix un caràcter no trivial v : Γ2 → ±1 tal que:

Θ(M < Z >) = v(M)j(M,Z)5Θ(Z) ∀Z ∈ H2,∀M ∈ Γ2

tot verificant que v =
(
U t 0
0 U−11

)
per a U =

(
1 0
0 −1

)
Notació:

Mk(Γ2, v) = {f : H2 → C holomorfa | f(M < Z >) = v(M)j(M,Z)kf(Z)}

Observem que Θ ∈M5(Γ2, v)⇒ Θ2 ∈ S10(Γ2).

Dem:

Si agafem M =
(

0 Id
−Id 0

)
, a partir de la relació
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θa,b(−Z−1) = (−1)
atb
2 det(−iZ)

1
2 θb,a(Z), es verifica que

Θ(−Z−1) = −det(−iZ)5 Θ(Z) = det(Z)5 Θ(Z) = j(M,Z)5 Θ(Z).

Amb un raonament anàleg, en el cas de M =
(
Id T
0 Id

)
, a partir

de θ2
ã,b̃

(Z + T ) = e
1
4
πiT [a] θa,b(Z), amb T =

(
1 0
0 0

)
,
(

0 0
0 1

)
,(

0 1
1 0

)
, on (ã, b̃) := M

{
a
b

}
= M−1

(
a
b

)
+
(

(CtD)0
(AtB)0

)
(mòd 2),

tenim que

Θ(Z + T ) =
∏

(a,b) parella

e
1
4
πa1 Θ(Z) = (e

1
4
πa1)4 Θ(Z) = −Θ(Z)2.

Observacions:

1. Si n = 1, Θ(z) 6= 0 ∀z ∈ H1

2. Si n > 2,∃Z ∈ H2 on Θ(Z) = 0. (Si Θ(Z) 6= 0∀Z ∈ H2 ⇒
1/Θ2holomorfa⇒ Θ−2 ∈ S−10(Γn) = {0} ⇒ Θ−2 ≡ 0).

3. En canvi, per a n = 1∆(z) 6= 0 i 1/∆(z) és holomorfa en H1,
però com ∆(∞) = 0, 1/∆(z) no està afitada en Y ≥ Y0 > 0.

Lema 1.19 Sigui N :=
{(

z1 0
0 z2

)
∈ H2

}
subvarietat anaĺıtica

de H2. Si f ∈ Mk(Γ2) o f ∈ Mk(Γ2, v) amb k senar, aleshores f
s’anul·la sobre N .

Dem:

Sigui U =
(

1 0
0 −1

)
M =

(
U t 0
0 U−1

)
=
(
U 0
0 U

)
∈ Γ2.

A partir deM <

(
z1 z3
z3 z2

)
>= UZU−1 =

(
z1 −z3
−z3 z2

)
, j(M,Z) =

detU = −1 i v(M) = 1, tenim que:

f(
(

z1 −z3
−z3 z2

)
) = v(M)j(M,Z)f

(
z1 z3
z3 z2

)
= −

(
z1 z3
z3 z2

)
.

En particular, si z3 = 0 f s’anul·la sobre N .2
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Proposició 1.20 El conjunt de zeros de Θ(Z) és
⋃

M∈Γ2

M(N ) i els

zeros són tots simples.

Corol·lari 1.21 (1) Si f ∈Mk(Γ2) o f ∈Mk(Γ2, v) amb k senar,
aleshores f/Θ és holomorfa i f/Θ ∈ Mk−5(Γ2, v)of ∈ Mk−5(Γ2)
respectivament.
(1’) Multiplicar per Θ dóna isomorfismes lineals de:

M2k(Γ2)→M2k+5(Γ2, v)

M2k(Γ2, v)→M2k+5(Γ2)

(2) f ∈M2k(Γn) tal que f(N ) = 0⇒ f/Θ ∈M2k−5(Γ2, v)
Rightarrowf/Θ2 ∈M2k−10(Γ2)⇒ f ∈ S2k(Γ2)

L’objectiu és descriure completament les aplicacions
F : H1 ×H1 → C que s’obtenen per restricció de f ∈Mk(Γ2):

F (z1, z2) = f

(
z1 0
0 z2

)

Lema 1.22 F (z1, z2) =
l∑

i=1

gi(z1)gj(z2) amb gi ∈ Mk(Γ2). Recor-

dem que:

- M4(Γ1) =< G4 >, M6(Γ1) =< G6 >

- ⊕k≥0Mk(Γ1) = C[G4, G6] on G4, G6 són linealment indepen-
dents

- Podem agafar G4 = E4 i G6 = E6, en canvi prenem
G4 = θ8

0,0 + θ8
0,1 + θ8

1,0, G6 = (θ4
0,0 + θ4

1,0)(θ
4
0,0 + θ4

0,1)(θ
4
1,0− θ4

1,0)

Lema 1.23 Sigui f ∈ Mk(Γ2)k ≡ 0 (mòd 2). La funció F (z1, z2) =

f

(
z1 0
0 z2

)
s’expressa com a un polinomi isobàric de pes k en:

F4 := G4(z1)G4(z2), F6 := G6(z1)G6(z2) i F12 := G3
4(z1)G

2
6(z2) +

G2
6(z1)G

3
4(z2).
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Corol·lari 1.24 ∀f ∈ Mk(Γ2),∃P (F4, F6, F12) un polinomi isobàric
de manera que (f − P (F4, F6, F12)) |N= 0.

Lema 1.25 Existeixen fk ∈Mk(Γ2) tals que Fk = fk |N , per a
k = 4, 6 i 12. Per exemple: f4 =

∑
mparella

θ[m]8, f6 = E6, f12 =∑
m parella

θ[m]24

Teorema 1.26 Existeixen fk ∈ Mk(Γ2), k = 4, 6, 10, 12 de manera
que ⊕k≥0M2k(Γ2) = C[f4, f6, f10, f12], on aquestes fi són algebraica-
ment independents i f10 := Θ2.

Dem: Sigui f ∈M2k(Γ2) i prenem F := f |N= P (F4, F6, F12) |N .
Aleshores (f − P ) |N= 0 i (f − P ) ∈M2k(Γ2). Per tant,
(f − P )Θ−1 ∈ M2k−5(Γ2, v) i (f − P )Θ−2 ∈ M2k−10(Γ2). Per a
2k − 10 = 0, (f − P )Θ−2 = ctt. ⇒ f = Q(F4, F6, F12,Θ2); mentre
que si 2k − 10 < 0, f − P = 0 ⇒ f = P . Per a k alts es fa per
inducció. Com sabem que el gr tr≤ 4 i F4, F6, F10, F12 són linealment
independents, ja tenim demostrat el teorema 2.

Teorema 1.27 El cos de funcions modulars K(Γ2) = C[f4f6

f10
,

f2
6

f12
,

f5
4

f2
10

].

Notem que tenim perfectament identificada la dimensió:

dimM2k(Γ2) = ]{(n1, n2, n3, n4) ∈ Z4
2k | 4n1+6n2+10n3+12n4 = 2k}.

Corol·lari 1.28 1. Si 2k < 10 dimM2k(Γ2) ≤ 1

2. dimM10(Γ2) = 2

3. M10(Γ2) =< Θ2, f4f6 >C

Igusa formula aquests mateixos teoremes en els següents termes:

Teorema 1.29 L’anell graduat ⊕k≥0M2k(Γ2) = C[E4, E6, E10, E12]
on les sèries d’Eisenstein Ei són linealment independents.

Teorema 1.30 K(Γ2) = C[E4E6
E10

,
E3

4
E12

,
E2

6
E12

].
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1.10 Els coeficients de Fourier de les Ei de
gènere 2

1.10.1 Mètode de càlcul (Maaβ)

Existeixen relacions lineals entre els coeficients de Fourier de les sèries
d’Eisenstein de gènere 2 i k ≤ 12, relacions que ens donen un algo-
ritme recursiu per a calcular aquests coeficients.

-Si detT = 0, mitjançant φ l’operador de Siegel, ens podem reduir
al cas de dimensió 1 calcular els coeficients de Fourier de la manera
següent:

a

(
t1 t2
t2 t3

)
= − 2k

Bk
σk−1(mcd(t1, t3))

-Si detT 6= 0:

Teorema 1.31 Sigui Ek la sèrie d’Eisenstein de gènere 2 i pes k i
a(T) el seu coeficient de Fourier, T ≥ 0 simètrica. Es defineixen els
racionals:

A0(Ek, h) = ak(1)(ak(h) + bk(h))

A2(Ek, h) =
ak(1)
k

[h(ak(h) + bk(h)) + dk(h)]onak(h) = − 2k
Bk

σk−1(h)

bk(h) =
{

210.35.52.72.131−1.593−1.691−1.τ(h) si k = 12,
0 si k 6= 12.

dk(h) =
{

210.35.19.43867−1.τ(h) si k = 10,
0 si k 6= 10.

on τ(h) és la funció de Ramanujan i σk−1(h) és la suma de potències
k-èssimes dels divisors de h.

Aqúı ak(h) = ak

(
h 0
0 0

)
i gk(z) =

∞∑
h=0

ak(h)e2πihz és la sèrie

d’Eisenstein normalitzada de gènere 1 i pes k.
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Es tenen les relacions:

A0(Ek, h) = a

(
1 0
0 h

)
+2

∑
0<t≤

√
h

(
1 0
0 h− t2

)
+2

∑
0≤t≤−1+

√
1+4h

2

(
1 1/2

1/2 h− t(t + 1)

)

A2(Ek, h) =
∑

0<t≤
√

h

(
1 0
0 h− t2

)
(2t)2+2

∑
0≤t≤−1+

√
1+4h

2

(
1 1/2

1/2 h− t(t + 1)

)
(2t+1)2

-A0(Ek, h), A2(Ek, h) es calculen fàcilment i a partir d’ells s’obte-
nen successivament tots els coeficients:

a

(
1 0
0 h

)
i a
(

1 1/2
1/2 h

)
amb h ≥ 0

Es poden obtenir la resta de coeficients en virtut del lema (ja vist) i
teorema següents:

Lema 1.32 a(T [U ]) = a(U tTU) = a(T )∀U ∈ SL(n,Z). És a dir,
a(T ) és una funció de la classe d’equivalència unimodular de T i
només depèn de 4 | t1t3 − t22 | i de e(T ) = mcd(t1, 2t2, t3).

-Es poden calcular els coeficients a(T ) per e(T ) = 1 i els que
falten mitjançant:

Teorema 1.33 ak

(
t1 t2
t2 t3

)
=

∑
d|e(T ), d>0

dk−1 ak

(
1 t2

d
t2
d

t1t3
d2

)
per

T > 0

Finalment veiem els primers coeficients dels desenvolupaments en
sèrie de les sèries d’Eisenstein de pesos parells, desenvolupaments
als que ja se’ls ha aplicat prèviament el canvi de Siegel:
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1.10.2 Exemples

E4(τ) = 1 + 240q1q22 + 240q1q22q3 + 240q21q
2
2q3 + 13440q21q

3
2q3 + 2160q21q

4
2+

30240q21q
4
2q3 + 2160q21q

4
2q3 + 13440q21q

5
2q3 + 30240q31q

4
2q3 + · · ·

E6(τ) = 1− 504q1q22 − 504q1q22q3 − 504q21q
2
2q3 + 4435q21q

3
2q3 − 16632q21q

4
2+

166320q21q
4
2q3 − 16632q21q

4
2q3 + 44352q21q

5
2q3 + 166320q31q

4
2q3 + · · ·

E8(τ) = 1 + 480q1q22 + 480q1q22q3 + 480q21q
2
2q3 + 26880q21q

3
2q3 + 61920q21q

4
2+

175680q21q
4
2q3 + 61920q21q

4
2q3 + 26880q21q

5
2q3 + 175680q31q

4
2q3 + · · ·

E10(τ) = 1− 264q1q22 − 264q1q22q3 − 264q21q
2
2q3 + 227244864

43867 q21q
3
2q3−

135432q21q
4
2 + 2626026480

43867 q21q
4
2q3 − 135432q21q

4
2q3 + · · ·

E12(τ) = 1 + 65520
691 q1q

2
2 + 65520

691 q1q
2
2q3 + 65520

691 q21q
2
2q3 + 22266840960

53678953 q21q
3
2q3−

+1342500480
691 q21q

4
2 + 456798756960

53678953 q21q
4
2q3 + 1342500480

691 q21q
4
2q3 + · · ·
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Caṕıtol 2
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Introducció

Les anomenades formes modulars de Siegel van ser investigades per
Carl Ludwig Siegel durant la dècada 1930-40 amb el propòsit d’estu-
diar formes quadràtiques de manera anaĺıtica. Les propietats de les
sèries theta de formes quadràtiques enteres definides positives porten
a considerar el conjunt de funcions que tenen propietats similars i
aix́ı s’arriba al conjunt de formes modulars. En aquest volum les pre-
sentarem com a generalització de les formes modulars clàssiques, que
constitueix el cas 1−dimensional. Aix́ı doncs, haurem de començar
per trobar generalitzacions adients tant per al grup modular SL(2,Z)
com per al semiplà superior H. La connexió entre ambdós objectes

29
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s’obté en considerar els elements del grup com a transformacions
anaĺıtiques del semiplà; és a dir, pel fet que el grup SL(2,R) opera
sobre el semiplà superior com a grup de transformacions biholomorfes

z −→ γ z =
az + b

cz + d
.

2.1 El grup simplèctic

El grup simplèctic sobre R és un subgrup del grup lineal definit per
unes equacions algebraiques, cosa que ens fa veure’l de manera nat-
ural com a grup algebraic.

2.1.1 Matrius simplèctiques

Una matriu M , de dimensió 2n× 2n, a coeficients en un anell unitari
commutatiu, és una matriu simplèctica si

MT ΩM = Ω

on Ω és una matriu antisimètrica invertible fixada.

A l’apartat següent veurem que ens podem restringir a la forma
estàndard

Ω =
(

0 In
−In 0

)
,

amb In la matriu identitat n × n. Aix́ı doncs, d’ara en endavant
considerarem fixada aquesta matriu Ω, que compleix detΩ = 1 i
Ω−1 = −Ω = ΩT .

Si considerem el cas n = 1, aleshores

M =
(
a b
c d

)
, Ω =

(
0 1
−1 0

)
i tenim

MT ΩM =
(

0 ad− bc
bc− ad 0

)
.

Per tant, les matrius 2× 2 simplèctiques són exactament les matrius
de determinant 1.
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Proposició. 2.1.1 Si M és una matriu simplèctica, aleshores

i) M és invertible i M−1 també és simplèctica.

ii) MT és simplèctica.

Si M i N són matrius simplèctiques, aleshores MN és simplèctica

Demostració: Es comprova de manera immediata que la matriu
M té inversa M−1 = Ω−1MT Ω. I, fent servir la notació M−T per
indicar la matriu (M−1)T = (MT )−1, tenim

M−T ΩM−1 = M−T Ω(Ω−1MT Ω) = Ω.

Per tant, la matriu M−1 és simplèctica. D’altra banda, la igualtat

MΩMT = MΩ(ΩM−1Ω−1) = −MM−1(−Ω) = Ω

prova que la transposada MT és també una matriu simplèctica. Fi-
nalment, si tant M com N són simplèctiques, aleshores

(MN)T ΩMN = NTMT ΩMN = Ω

i el seu producte és novament una matriu simplèctica. 2

Si considerem la descomposició de M en blocs

M =
(
A B
C D

)
amb A,B,C,D matrius n × n, aleshores obtenim la caracterització
següent:

M simplèctica ⇔M−1 =
(
DT −BT

−CT AT

)
⇔


ATD − CTB = In
ATC = CTA
DTB = BTD

Amb aquesta caracterització podem reconèixer fàcilment dues im-
portants famı́lies de matrius simplèctiques:
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Translacions: Si S és una matriu n×n simètrica, aleshores
(

In S
0 In

)
és simplèctica.

Rotacions: Si V és una matriu n×n invertible, aleshores
(
V 0
0 V −T

)
és simplèctica.

2.1.2 Espais vectorials simplèctics

Un espai vectorial simplèctic de dimensió finita és (E,ω), on E és
un espai vectorial de dimensió parell i ω és una forma bilineal anti-
simètrica no degenerada definida sobre E.

Un endomorfisme L : E → E és simplèctic si conserva la forma
bilineal ω:

ω(Lu,Lv) = ω(u, v) .

El conjunt de tots els endomorfismes simplèctics formen un grup de
Lie, anomenat grup simplèctic i denotat per Sp(E) o Sp(E,ω).

Fixant una base de E, la condició de preservació de la forma ω
s’expressa matricialment en la forma MT ΩM = Ω, amb Ω matriu
antisimètrica invertible. Una versió modificada del mètode de Gram-
Schmidt mostra que tot espai vectorial simplèctic de dimensió finita
té una base de Darboux (cf. [2], Teorema 8.22), és a dir, una base en
la qual la matriu associada a la forma ω és la estàndard

Ω =
(

0 In
−In 0

)
.

Aix́ı doncs, podem limitar-nos a l’estudi de les matrius simplèctiques
tal com les hem considerat a l’apartat anterior.

2.1.3 El grup simplèctic

SiguiR un anell commutatiu unitari. A la proposició 2.1.1 hem provat
que

Sp(n,R) =
{
M ∈M2n(R) |MT ΩM = Ω

}
⊆ GL(2n,R)
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és un grup tancat per transposició. El subgrup Sp(n,Z) s’anomena
grup modular de Siegel.

Ja hem observat que Sp(1, R) = SL(2, R) i, en conseqüència,
Sp(1,Z) coincideix amb el grup modular clàssic SL(2,Z). Aix́ı mateix,
si R és un cos, aleshores Sp(n,R) pot interpretar-se com el grup dels
endomorfismes simplèctics de R2n. En aquesta ĺınia podem esmen-
tar algun dels fets més rellevants relatius als grups de Lie Sp(n,R) i
Sp(n,C):

(i) Sp(n,R) és un grup de Lie real de dimensió n(2n+ 1).

(ii) Sp(n,C) és un grup de Lie complex de dimensió n(2n+ 1).

(iii) Ambdós grups són connexos però no compactes.

(iv) Sp(n,C) és simplement connex. Sp(n,R) té grup fonamental
isomorf a Z.

(v) L’àlgebra de Lie del grup Sp(n,R) està formada per les matrius
P ∈M2n(R) tals que P T Ω + ΩP = 0. És a dir, per les matrius
que s’expressen en blocs n× n en la forma

P =
(
A B
C −AT

)
amb B,C simètriques.

En particular, es tracta de matrius de traça zero i, per tant,
d’una subàlgebra de l’àlgebra de Lie del grup especial lineal.

2.1.4 Generadors

Teorema 2.1 El grup simplèctic Sp(n,R) està generat per les ma-
trius

- Ω =
(

0 In
−In 0

)
.

- T (S) =
(

In S
0 In

)
amb S ∈Mn(R) simètrica.
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- U(V ) =
(
V 0
0 V −T

)
amb V ∈ GLn(R).

Demostració: Considerem

M =
(
A B
C D

)
simplèctica.

Sabem que mitjançant transformacions elementals de files i columnes
podem trobar matrius V i V ′ tals que

V AV ′ =
(

Ir 0
0 0

)
,

on r és el rang de la matriu A. Les matrius V, V ′ són productes
de matrius elementals n × n, de manera que ambdues pertanyen a
GLn(R). Aix́ı, substituint M per U(V )M U(V ′) podem suposar

A =
(
Ir 0
0 0

)
.

Amb aquesta matriu A, la condició ATC = CTA implica que

C =
(
C1 0
C3 C4

)
amb C1 matriu r × r simètrica. A més, atès que les columnes de M
són linealment independents, detC4 6= 0.

Quan fem el producte T (λIn)M obtenim una matriu que té com
a primer bloc

A+ λC =
(
Ir + λC1 0
λC3 λC4

)
.

Podem triar λ ∈ R de manera que el rang d’aquesta matriu sigui n.
Aleshores, pel mateix raonament d’abans podem suposar A = In i,
llavors, C simètrica.

Finalment, considerem el producte

Ω−1 T (C) ΩM =
(

In B1

0 D1

)
.
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Atès que aquesta matriu ha d’ésser simplèctica, tindrem que B1 és
simètrica i D1 = In. Es tracta, doncs, del generador T (B1) i això
finalitza la demostració. Observem que aquesta demostració propor-
ciona un mètode efectiu per escriure qualsevol matriu simplèctica en
termes d’aquests generadors. 2

Observació 2.2 Si considerem coeficients enters en lloc de reals,
també {Ω, T (S), U(V )} és un conjunt de generadors per al grup
modular de Siegel Sp(n,Z).

Observem que totes les matrius de l’esmentat conjunt de gener-
adors de Sp(n,R) són matrius de determinant 1 i, per tant, dedüım:

Corol·lari 2.3
Sp(n,R) ⊆ SL2(R).

2.2 El semispai superior de Siegel

Si n és un enter positiu, el semispai superior de Siegel en dimensió
n és el conjunt de totes les matrius n × n a coeficients complexos,
simètriques i amb part imaginària definida positiva:

Hn = {Z ∈ Symn(C) | ImZ > 0}
= {X + iY | X,Y ∈ Symn(R), Y > 0} .

Per a n = 1, es tracta del semiplà superior complex

H1 = {τ ∈ C | Im τ > 0} .

Si considerem Z → (zjk)j≤k podem identificar Hn amb un obert
de Cn(n+1)/2, o bé amb Z → (xjk, yjk)j≤k identificar Hn amb un obert
de Rn(n+1).

Proposició. 2.2.1 Hn és un domini convex de Cn(n+1)/2.

Demostració: Si Z1 = X1 + iY1 i Z2 = X2 + iY2 pertanyen a Hn i
0 ≤ λ ≤ 1, aleshores λZ1 + (1 − λ)Z2 és una matriu simètrica. Per
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veure que la seva part imaginària és definida positiva considerem un
vector v ∈ Rn, v 6= 0. Llavors

vT (λY1 + (1− λ)Y2)v = λvTY1v + (1− λ)vTY2v > 0 .

2

2.2.1 Acció del grup simplèctic

L’acció del grup simplèctic real Sp(n,R) sobre el semispai superior
de Siegel es realitza mitjançant el que s’anomenen transformacions
de Möbius generalitzades:

Sp(n,R)×Hn −→ Hn

(M =
(
A B
C D

)
, Z) 7→ M〈Z〉 = (AZ +B)(CZ +D)−1

Clarament, I2n〈Z〉 = Z, i per provar que es tracta efectivament d’una
acció de grup haurem de provar que M〈Z〉 està ben definit, atès que
CZ +D és una matriu invertible, i pertany a Hn, i que es compleix
M1M2〈Z〉 = M1〈M2〈Z〉〉.

Lema 2.4 Siguin M =
(
A B
C D

)
∈ Sp(n,R) i Z ∈ Hn. Definim

E := AZ +B i F := CZ +D, de manera que M〈Z〉 = E F−1 i

M

(
Z
In

)
=
(
E
F

)
pot considerar-se com a “model projectiu de l’acció” anterior.

i) ET F = F T E.

ii) − 1
2i

(E∗ F − F ∗E) > 0, on ∗ indica la conjugada hermı́tica.

iii) F és invertible.

Demostració:
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i) ETF − F TE = (ET F T ) Ω
(
E
F

)
= (ZT In)MT ΩM

(
Z
In

)

= (ZT In) Ω
(
Z
In

)
= ZT − Z = 0.

ii) − 1
2i

(E∗ F − F ∗E) = − 1
2i

(Z∗ In)MT ΩM
(
Z
In

)

= − 1
2i

(Z∗ In) Ω
(
Z
In

)
=

1
2i

(Z − Z∗) > 0

iii) Si v ∈ Cn,

Fv = 0 ⇒ v∗F ∗ = 0 ⇒ v∗(E∗F − F ∗E)v = 0 ⇒ v = 0.

2

Amb els resultats d’aquest lema tenim que M〈Z〉 = EF−1 és una
matriu simètrica:

ET F = F T E ⇒ (E F−1)T = F−TET = F−T (F TE F−1) = E F−1 ,

i que la seva part imaginària és definida positiva:

− 1
2i

(E∗ F − F ∗E) > 0 ⇒ − 1
2i
F ∗((F−1)∗E∗ − EF−1)F > 0

⇒ 1
2i

(EF−1 − (EF−1)∗) > 0.

Observació 2.5 Si Y = ImZ, aleshores la part imaginària de M〈Z〉
és

Y ? = (CZ̄ +D)−T Y (CZ +D)−1

i es compleix
detY ? = |det(CZ +D)|−2 detY.
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Hem completat doncs la prova de M〈Z〉 ∈ Hn i només ens falta
veure que si M1,M2 ∈ Sp(n,R) i Z ∈ Hn, llavors

M1〈M2〈Z〉〉 = M1M2〈Z〉.

Això és fàcil de comprovar directament de la definició de M〈Z〉 i
immediat si utilitzem el model projectiu, atès que només es tracta de
l’associativitat del producte de matrius.

Proposició. 2.2.2 L’acció del grup simplèctic Sp(n,R) sobre Hn és
transitiva.

Demostració: Vegem que X + iY ∈ Hn està a l’òrbita de i In.

Considerem en primer lloc la translació M1 = T (X) =
(
Id X
0 Id

)
.

D’altra banda, atès que Y és una matriu simètrica real amb tots els
valors propis estrictament positius, existeix una matriu invertible P
tal que Y = P−1DP , on D és una matriu diagonal real amb tots els
elements diagonals estrictament positius. Definim

√
Y = P−1

√
DP .

Si considerem la rotació M2 = U(
√
Y ) =

(√
Y 0
0
√
Y −1

)
, tenim

M1M2

(
iIn
In

)
=
(
i
√
Y +X

√
Y −1

√
Y −1

)
i M1M2〈i In〉 = X + iY .

2

Com sempre que tenim una acció d’un grup sobre un conjunt,
fixar un element del grup proporciona una bijecció del conjunt. En
aquest cas, per a cada matriu simplèctica M tenim una bijecció

ϕM : Hn −→ Hn

Z → M〈Z〉 .

Aquestes transformacions simplèctiques són holomorfes, atès que són
racionals, i biholomorfes, atès que la transformació inversa de ϕM és
ϕM−1 .

Proposició. 2.2.3

Sp(n,R) −→ Bihol(Hn)
M → ϕM
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és morfisme de grups de nucli {± I2n}.

Demostració: Pel fet de tenir una acció, aquesta aplicació és un
morfisme de grups. Un element del nucli serà una matriu simplèctica

M =
(
A B
C D

)
que operi a Hn com la identitat. Aleshores, M〈iIn〉 = iIn i d’aqúı es
dedueix D = A, C = −B. Prenent per exemple Z = In + iIn com a
punt fix, dedüım que B = 0. Però la matriu

M =
(
A 0
0 A

)
opera com la identitat si, i només si, AX = XA per a tota matriu
simètrica real X. Aquesta condició ens dóna A = λIn amb λ ∈ R.
Atès que 1 = detM = (detA)2n = (λ)2n, ha d’ésser λ = ±1. És a
dir, M = ± I2n. 2

Observació 2.6 Siegel va demostrar (cf. [7]) que el grup projectiu
simplèctic és, de fet, isomorf al grup de biholomorfismes

Sp(n,R)/{±In} ' Bihol(Hn).

2.2.2 Model de Hn com a espai homogeni

Atès que l’acció de Sp(n,R) sobre Hn és transitiva, si fixem un punt,
aleshores Hn és la seva òrbita i, per tant, s’identifica amb el conjunt
de classes mòdul l’estabilitzador.

Fixem el punt Z = iIn ∈ Hn. Una matriu simplèctica M estabil-
itza iIn si, i només si,

M =
(
A B
−B A

)
amb ATA + BTB = In i ATB simètrica. És a dir, si, i només si, la
matriu simplèctica M és també ortogonal. Definim

Kn = Sp(n,R) ∩O(2n,R)
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i tenim, doncs, una estructura d’espai homogeni donada per

Hn ' Sp(n,R)/Kn.

Kn és un subgrup compacte maximal de Sp(n,R) (cf. [5]) i(
A B
−B A

)
→ A+ iB

estableix un isomorfisme amb el grup unitari

Kn
∼= Un = {M ∈ GL(n,C) |M∗M = In},

atès que (A− iB)T (A+ iB) = ATA+ i(ATB −BTA) +BTB = In.

D’aquesta interpretació (cf. [8]) també s’obté per a Hn una es-
tructura de varietat complexa de dimensió complexa n(n+ 1)/2.

2.2.3 Transformació de Cayley. Model de Hn com a
domini simètric fitat

Definim el disc unitat

Dn =
{
W ∈ Symn(C) | In −WW > 0

}
.

Observem que In −WW és una matriu hermı́tica i, d’acord amb la
notació anterior, In −WW > 0 indica que és definida positiva.

Aquest disc Dn ⊆ Cn(n+1)/2 és un domini simètric fitat. La pa-
raula simètric fa referència a la involució W → −W .

La transformació de Cayley generalitzada

Hn ←→ Dn

Z → (Z − iIn)(Z + iIn)−1

i(In +W )(In −W )−1 ← W

és biholomorfa. Estableix, doncs, l’equivalència anaĺıtica de Hn i Dn.

Si prenem

L =
(

In − i In
In i In

)
,
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el subgrup Φn = LSp(n,R)L−1 de GL(n,C) actua de la mateixa
manera al disc unitat Dn que el grup simplèctic al semispai superior
de Siegel. Considerant la involució W → −W i atesa la transitivitat
de l’acció, per a cada punt existeix una involució del grup d’automor-
fismes biholomorfs que té aquest punt com a únic punt fix.

2.2.4 Acció de Sp(n, Z)

Sp(n,Z) subgrup discret de Sp(n,R) i actua de manera pròpiament
discont́ınua en Hn, és a dir, per a cada Z ∈ Hn existeix un entorn
obert U de Z tal que el conjunt {M ∈ Sp(n,R) | M〈U〉 ∩ U 6= ∅} és
finit. En particular, els estabilitzadors són finits.

El quocient Sp(n,Z)\Hn parametritza classes d’isomorfisme de
varietats abelianes de dimensió n principalment polaritzades.

2.3 Domini fonamental de Siegel

Siegel va construir un domini fonamental per a l’acció de Sp(n,Z)
sobre Hn. Per analogia amb el cas n = 1, la noció d’altura d’un punt
Z = X + iY correspon a detY i es tracta de buscar en cada òrbita
punts d’altura maximal. Però ara, a més de les translacions T (S)
tenim les rotacions U(V ), amb V ∈ GL(n,Z), que deixen invariant
l’altura.

Si considerem l’espai de les matrius reals simètriques definides
positives:

Pn = {Y ∈ Symn(R) | Y > 0} ,

l’acció de Sp(n,R) sobre Hn restringida al subgrup de les rotacions
U(V ) indueix l’acció GL(n,R)× Pn → Pn donada per

(V, Y ) 7→ V Y V T .

La connexió entre ambdues accions també és vàlida per als subgrups
aritmètics: el grup modular de Siegel Sp(n,Z) i el grup unimodu-
lar GL(n,Z). Aix́ı doncs, podem fer ús de la teoria de reducció de
Minkowski.
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2.3.1 Domini redüıt de Minkowski

Hermann Minkowski va publicar l’any 1905 la seva teoria de reducció
de formes quadràtiques definides positives, que consisteix a determi-
nar un representant de cadascuna de les òrbites de l’acció del grup
unimodular imposant certes condicions de minimalització.

Si A és una matriu n×n amb coeficients enters i determinant 6= 0,
existeix una correspondència bijectiva entre les matrius unimodular-
ment equivalents a A (matrius B tals que A = UB amb U ∈ GLn(Z))
i les bases del Z−mòdul generat per les files de A. Aix́ı, la reduc-
ció equival a la selecció d’una base canònica per al mòdul de files de
A; mòdul que pot pensar-se com una xarxa de Rn. La idea bàsica
de Minkowski consisteix en triar una matriu de cada classe d’equiv-
alència, amb files el més curtes possible, segons una determinada
noció de longitud.

Sigui Rn el conjunt de les matrius Y ∈ Pn tals que

1. si g = (g1, . . . , gn) ∈ Zn satisfà gcd(gk, . . . , gn) = 1 ( 1 ≤ k ≤ n),
llavors

gTY g ≥ ykk

2. yk,k+1 ≥ 0 per a 1 ≤ k ≤ n− 1.

La demostració dels dos resultats que destaquem a continuació
es pot trobar a la secció 2 del primer caṕıtol de [6], dedicat a una
completa descripció de la teoria de reducció de Minkowski i de les
propietats del domini redüıt Rn.

Proposició. 2.3.1 (Desigualtat de Minkowski) Si Y = (yij) per-
tany al conjunt Rn, aleshores

y11y22 . . . ynn ≤ cn detY ,

on cn és una constant que només depèn de n. Per exemple, si n = 2
podem prendre c2 = 4/3 i aquest valor és minimal.

Teorema 2.7 El conjunt Rn és un domini fonamental per a l’acció
del grup GL(n,Z)/{±In} sobre Pn. És a dir, les imatges de Rn pels
elements de GL(n,Z)/{±In} recobreixen Pn sense solapaments.
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En la referència citada es prova també que Rn ⊆ Pn ⊆ Rn(n+1) és
una piràmide convexa fitada per un nombre finit d’hiperplans.

2.3.2 Domini fonamental per a Hn/Sp(n, Z)

Considerem el conjunt Fn format pels elements Z ∈ Hn tals que

(i) |det(CZ +D)| ≥ 1 per a tot C,D tal que
(
A B
C D

)
∈ Sp(n,Z)

(ii) Y = ImZ pertany al domini redüıt de Minkowski

(iii) X = (xij), |xij | ≤
1
2

Si acceptem la teoria de la reducció de Minkowski com a punt
de partida i observem que mitjançant translacions sempre podem
aconseguir la tercera condició, aleshores és clar que la primera és
la condició que cal investigar més detingudament. En primer lloc,
caracteritzem com són els parells (C,D) a que fa referència aquesta
condició.

Proposició. 2.3.2 Sigui (C,D) un parell de matrius n× n amb co-
eficients enters. Aleshores, les condicions següents són equivalents:

(i) Existeixen matrius A i B tals que M =
(
A B
−B A

)
∈ Sp(n,Z) ,

(ii) CTD = DTC i per a tota matriu n × n la condició GC i GD
matrius enteres implica G entera.

Direm que un parell en aquestes condicions és un parell simètric co-
primer.

Demostració: Si

M =
(
A B
C D

)
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és simplèctica, llavorsMT també ho és, d’on es dedueix CTD = DTC.
D’altra banda, tenim que ADT − CBT = In i

G = G(ADT−CBT )T = ((ADT−CBT )GT )T = (GD)AT−(GB)CT .

Per tant, si GC i GD són matrius enteres, aleshores també ho és G.

Suposem ara certa la segona condició de l’enunciat per a (C,D).
Observem en primer lloc que llavors per a tota

M ′ =
(
A′ B′

C ′ D′

)
∈ Sp(n,Z)

el parell
(C,D)M ′ = (CA′ +DC ′, CB′ +DD′)

també compleix aquesta condició.

Si calculem (CA′+DC ′)(CB′+DD′)T , de la simetria de A′B′T i
C ′D′T dedüım que els sumands CA′B′TCT i DC ′D′TDT són matrius
simètriques. D’altra banda,

DC ′B′TCT + CA′D′TDT = D(D′A′T − In)CT + CA′D′TDT

= DD′A′TCT + CA′D′TDT −DCT .

En primer terme tenim una matriu de la forma X + XT , i DCT és
simètrica per hipòtesi.

Si suposem que GCA′ + GDC ′ i GCB′ + GDD′ són enteres,
aleshores

(GCA′ +GDC ′)D′T − (GCB′ +GDD′)C ′T = GC · In +GD · 0

i

(GCB′ +GDD′)A′T − (GCA′ +GDC ′)B′T = GC · 0 +GD · In

també són enteres, d’on dedüım que G és entera.

Fet això, ara provem que existeix M ′ ∈ Sp(n,Z) de manera que

(C,D)M ′ = (In, 0) .
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Considerem f1 la primera fila de (C,D). Atès que les matrius són
coprimeres, no pot ser la fila zero, i existirà M0 ∈ Sp(n,Z) tal
que M0f

T
1 = (α, 0, · · · , 0) (cf. lema 2.9). Aleshores, (C,D)MT

0 =
(C ′, D′), amb

C ′ =


α 0 . . . 0
c′21
... C ′′

c′n1

 D′ =


0 0 . . . 0
d′21
... D′′

d′n1


De la simetria de C ′TD′ es dedueix c′21 = · · · = c′n1 = d′21 = · · · =
d′n1 = 0 i CT

1 D1 simètrica. Atès que (C ′, D′) és coprimer, es dedueix
α = 1 i (C ′′, D′′) coprimer.

Per inducció, podem suposar que existeix

M1 =
(
A1 B1

C1 D1

)
∈ Sp(n− 1,Z)

tal que (C ′′, D′′)M1 = (In−1, 0). Sigui

M̂1 =


(

1 0
0 A1

) (
0 0
0 B1

)
(

0 0
0 C1

) (
1 0
0 D1

)


Aleshores, (C,D)MT
0 M̂1 = (In, 0) i

(C,D) = (In, 0)M̂−1
1 M−T

0 = (0, In)ΩM̂−1
1 M−T

0 .

Aix́ı hem constrüıt la matriu simplèctica de la qual C,D és segona
fila: M = ΩM̂−1

1 M−T
0 . 2

Lema 2.8 Si n ≥ 2 i t1, . . . , tn són enters, existeix V ∈ SL(n,Z) tal
que

V


t1
t2
...
tn

 =


d
0
...
0


amb d = gcd(t1, . . . , tn).
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Demostració: Usar la identitat de Bézout per al cas n = 2 i la
inducció per al cas general. 2

Lema 2.9 Si n ≥ 1 i t1, . . . , t2n són enters, existeix M ∈ Sp(n,Z)
tal que

M


t1
t2
...
t2n

 =


d
0
...
0


amb d = gcd(t1, . . . , t2n).

Demostració: Volem veure en primer lloc que hi ha algun transfor-
mat (t′1, . . . , t

′
2n) tal que o bé les n primeres components són nul.les

o bé ho són les n segones. (De fet, n’hi ha prou amb una condi-
ció, perquè Ω intercanvia aquests conjunts de components). Si no
fós aix́ı, podŕıem triar a′ i c′ de manera que a′ = gcd(t′1, . . . , t

′
n),

c′ = gcd(t′n+1, . . . , t
′
2n) amb la condició a′c′ minimal i a′ ≥ c′ (si

cal, multipliquem per Ω la matriu de transformació). Segons el lema
anterior, usant una rotació U(V ) podem suposar (t′n+1, . . . , t

′
2n) =

(c′, 0, . . . , 0). Aleshores, usant una translació T (S) tindrem el trans-
format (t′1 + c′s11, . . . , t

′
n + c′sn1, c

′, 0, . . . , 0) i podem aconseguir que
les n primeres components siguin < c′. Però això contradiu la mini-
malitat de l’elecció de a′, c′.

Aix́ı doncs, hi haurà un transformat que tindrà les segones n
components nul.les. Aleshores, apliquem un altre cop el lema anterior
i amb una rotació adient tindrem el transformat (d, 0, . . . , 0). 2

Dos parells (C,D) i (C ′, D′) simètrics coprimers són equivalents
si existeix una matriu U ∈ GL(n,Z) tal que

(C ′, D′) = (UC,UD).

Usant la proposició anterior es comprova que

(C,D), (C ′, D′) equivalents ⇐⇒ CD′T = DC ′T .

El lema següent proporciona bons representants per a les classes
d’equivalència del conjunt de parells simètrics coprimers.
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Lema 2.10 Si (C,D) és simètric coprimer amb rangC = r, aleshores
és equivalent a un parell de la forma((

C1 0
0 0

)
UT

1 ,

(
D1 0
0 In−r

)
U−1

1

)
,

on U1 ∈ GL(n,Z) i (C1, D1) és un parell simètric coprimer de matrius
r × r amb rangC1 = r.

Dos parells d’aquesta forma, associats a C1, D1, U1 i C2, D2, U2

respectivament, són equivalents si, i només si,

U2 = U1

(
V B
0 V ′

)
,

amb V ∈ GL(n,Z), i els parells (C1, D1) i (C2V
T , D2V

−1) són equiv-
alents.

Demostració: Atès que C té rang r, existeixen matrius unimodu-
lars U ′, U1 tals que

U ′C =
(
C1 0
0 0

)
UT

1

on C1 és una matriu r × r de rang r. Sigui(
D1 D2

D3 D4

)
= U ′DU1 ,

amb D1 matriu r× r. El parell (U ′C,U ′D) és simètric i coprimer. El

parell
((

C1 0
0 0

)
,

(
D1 D2

D3 D4

))
també ho és. Per tant, (C1, D1) és

un parell simètric, D3 = 0 i D4 ∈ GL(n− r,Z). Definim

U =
(

Ir −D2D
−1
4

0 D−1
4

)
U ′ ∈ GL(n,Z)

i tenim

UC =
(
C1 0
0 0

)
UT

1 , UD =
(
D1 0
0 In−r

)
U−1

1 .

D’aqúı es dedueix que (C1, D1) és coprimer.
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Per provar la segona part, farem només una implicació perquè
l’altra es comprova fàcilment. Suposem que els parells associats a
C1, D1, U1 i C2, D2, U2 són equivalents. Aleshores(

C1 0
0 0

)
UT

1 U
−T
2

(
DT

2 0
0 In−r

)
=
(
D1 0
0 In−r

)
U−1

1 U2

(
CT

2 0
0 0

)
.

Posem

UT
1 U

−T
2 =

(
W H ′

H W ′

)
, U−1

1 U2 =
(
V B
B′ V ′

)
,

amb W i V matrius r × r. La igualtat anterior s’escriu(
C1WDT

2 C1H
′

0 0

)
=
(
D1V C

T
2 0

B′CT
2 V ′

)
,

de manera que C1WDT
2 = D1V C

T
2 i B′ = 0, atès que C2 és no

singular. En particular,

U2 = U1

(
V B
0 V ′

)
A més W = V −T i C1(D2V

−1)T = D1(C2V
T )T . Per tant, el parell

(C2V
T , D2V

−1) és equivalent a (C1, D1). 2

Un cop tenim ben descrit el conjunt de parells (C,D) que apareix-
en en la primera condició de definició del conjunt Fn, ens ocupem de
la condició en śı, és a dir, |det(CZ +D)| ≥ 1, que s’interpreta com
una condició d’altura maximal dins de l’òrbita.

Per a Z = X + iY ∈ Hn, definim l’altura

h(Z) = detY.

Com hem vist anteriorment, si M =
(
A B
C D

)
∈ Sp(n,Z), aleshores

h(M〈Z〉) = |det(CZ +D)|−2 h(Z).



2.3. Domini fonamental de Siegel 49

Proposició. 2.3.3 Cada òrbita de l’acció de Sp(nZ) sobre Hn conté
punts Z d’altura maximal. Aquests punts són els que satisfan

|det(CZ +D)| ≥ 1

per a tot parell (C,D) simètric coprimer.

Demostració: La fórmula de transformació i la proposició 2.3.2,
ens diuen que si h(M〈Z〉) ≤ h(Z) per a tot M ∈ Sp(n,Z), aleshores
|det(CZ + D)| ≥ 1 per a tot parell (C,D) simètric coprimer, i
rećıprocament. Per tant, només hem de veure que en cada òrbita hi ha
algun punt d’altura maximal i per fer-ho és suficient veure que si fix-
em Z = X+iY ∈ Hn, llavors la desigualtat |det(CZ+D)| < 1 només
té un nombre finit de solucions en el conjunt de parells simètrics co-
primers, mòdul equivalència.

Sigui r = rangC. Considerem el parell equivalent del lema ante-
rior i escrivim U1 = (Q,Q′), amb Q matriu n× r. Aleshores,

CZ +D =
((

C1 0
0 0

)(
QT

Q′T

)
Z
(
Q Q′

)
+
(
D1 0
0 In−r

))
U−1

1

És a dir,

CZ +D =
(
C1Q

TZQ+D1 C1Q
TZQ′

0 In−r

)
U−1

1

i
|det(CZ +D)| = |detC1||det(QTZQ+ P )| ,

amb P = C−1
1 D1. Aquesta matriu P és una matriu simètrica r × r

amb coeficients racionals que determina la classe d’equivalència del
parell (C1, D1):

C−1
1 D1 = C−1

2 D2 ⇐⇒ C−1
1 D1 = (C−1

2 D2)T ⇐⇒ C1D
T
2 = D1C

T
2 .

Substituint Q per QV amb V ∈ GL(n,Z), podem suposar que
QTY Q pertany al domini redüıt de Minkowski. Posem T = QTY Q i
S = QTXQ+ P . Són matrius reals r × r i tenim

det(QTZQ+ P ) = det(S + iT ).
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Atès que S és simètrica i T és definida positiva, existeix una matriu
F ∈ GL(r,R) tal que F TTF = Ir i F TSF = H = diag(h1, . . . , hr).
Aleshores,

det(S + iT ) = det(F−T (H + iIr)F−1) =
1

(detF )2
det(H + iIr)

= detT ·
r∏

α=1
(hα + i)

i hem de considerar, doncs, la desigualtat

|detC1| · detT ·
r∏

α=1

(1 + h2
α)1/2 < 1.

D’aqúı es dedueix detT < 1. Atès que la matriu T = (qT
αY qβ),

on q1, · · · , qr indiquen les columnes de Q, és redüıda en el sentit de
Minkowski, existeix una constant c tal que

r∏
α=1

qT
αY qα ≤ cdetT < c

D’altra banda, per a tot α,

qT
αY qα ≥ λ qT

α qα ≥ λ ,

on λ és el menor dels valors propis de Y . Aix́ı doncs, qT
αY qα < λ1−rc

per a tot α i, en conseqüència, totes les columnes de les possibles
Q estan contingudes en un conjunt finit de columnes enteres. Aix́ı
hem provat que hi ha un nombre finit de matrius Q en les condi-
cions anteriors. Per tant, detT = detQTY Q també està limitat a un
conjunt finit de valors. Però llavors, els valors |detC1| i h1, . . . , hr

estan fitats. Aleshores, atès que T = F−TF−1, els coeficients de F−1

han d’estar fitats. I el mateix passa per a S = F−THF−1 i per a
P = S − QTXQ. Observem que els denominadors dels elements de
P divideixen detC1 i, per tant, estan fitats. Aix́ı, P és una matriu
racional fitada i amb els denominadors dels seus coeficients també fi-
tats. Dedüım que hi ha un nombre finit de possibles matrius P , cosa
que ens dóna un nombre finit de parells (C1, D1). Tenint present el
lema anterior, això completa la demostració. 2
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Teorema 2.11 Fn és un domini fonamental per a l’acció del grup
modular de Siegel Sp(n,Z)/{±I} sobre el semispai superior de Siegel
Hn. És a dir, les imatges de Fn pels elements de Sp(n,Z)/{±I}
recobreixen Hn sense solapaments essencials.

Demostració: Amb una rotació(
V T 0
0 V −1

)
〈Z〉 = V TZV = V TXV + iV TY V

l’altura no canvia i podem aconseguir situar la part imaginària al
domini fonamental de Minkowski.

Amb una translació(
In S
0 In

)
〈Z〉 = Z + S = (X + S) + iY

l’altura no canvia i podem aconseguir |xij | ≤ 1/2.

Atès que en cada òrbita hi ha algun punt d’altura maximal, hem
provat que en cada òrbita hi ha algun punt de Fn.

Suposem ara que Z,Z ′ són punts de Fn tals que

Z ′ = M〈Z〉 amb M =
(
A B
C D

)
∈ Sp(n,Z) .

Aleshores, h(Z ′) = h(Z) i |det(CZ +D)| = 1 = |det(−CTZ ′ +AT )|.
Si C 6= 0, aquestes equacions són no trivials i Z,Z ′ estan a la frontera
de Fn. Si C = 0, aleshores

M = T (S)U(V T ) i Z ′ = X ′ + iY ′ = V TXV + S + iV TY V.

Atès que Y i Y ′ estan al domini redüıt de Minkowski i Y ′ = V TY V ,
o bé Y, Y estan a la frontera de Rn o bé V = ± In. En aquest darrer
cas, X ′ = X + S. Llavors, o bé |xij | = |x′ij | = 1/2 o bé S = 0.
En resum, hem obtingut que si Z,Z ′ no estan a la frontera de Fn,
aleshores M = ±I2n. 2

Per finalitzar aquest caṕıtol, recopilem en el teorema següent al-
guns resultats addicionals relatius al domini fonamental Fn, per a la
demostració dels dos primers ens referim novament al primer caṕıtol
de [6], i per al càlcul del volum al llibre de Siegel [7].
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Teorema 2.12 (i) Fn no és compacte .

(ii) Fn és un tancat de Hn fitat per un nombre finit de superf́ıcies
algebraiques.

(iii) La mètrica de Poincaré del semiplà superior també es general-
itza a Hn. La corresponent forma de volum ve donada per

(detY )−(n+1)
∏
i≤j

dXijdYij .

El volum del domini fonamental és

Vol(Fn) = 2π−n(n+1)/2
n∏

k=1

(k − 1)!ζ(2k) .
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Caṕıtol 3

Operadors de Hecke

E. Nart
Departament de Matemàtiques
Universitat Autònoma de Barcelona
Edifici C
E-08193 Bellaterra

El contingut d’aquesta part del seminari s’ha extret ı́ntegrament
del Caṕıtol IV del llibre de E. Freitag Siegelsche Modulfunktionen,
publicat per Springer-Verlag el 1983.

3.1 Àlgebra de Hecke

Continuem denotant Γ = Γg = Sp(g,Z). Submergim el grup Γ = Γg

dins d’un grup ∆ = ∆g de matrius racionals similars a les sim-
plèctiques:

∆ := ∆g :=
⋃

m∈Q+

∆(m), ∆(m) := {M ∈ GL2g(Q) |J [M ] = mJ}.

Direm que els elements de ∆(m) tenen grau m. El grau d’un
producte és el producte dels graus, de manera que ∆ és un grup
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graduat. Si M ∈ ∆(m) tenim

detM = mg, m−1/2M ∈ Sp(g,R).

La segona propietat ens fa veure que M opera sobre Hg i sobre les
funcions de Hg (amb un pes k prefixat) per les fórmules usuals

M
〈
Z
〉

= (AZ +B)(CZ +D)−1, M =
(
A B
C D

)
,

(f |k M)(Z) = f(M
〈
Z
〉
) det(CZ +D)−k.

De fet, si denotem per M̃ = m−1/2M la transformació simplèctica
naturalment associada a M tenim:

M
〈
Z
〉

= M̃
〈
Z
〉
, f |k M = mgk/2(f |k M̃).

Quin interès tenen aquestes matrius, si donen lloc a les mateixes
transformacions biholomorfes de Hg? Resposta: la seva acció sobre
les formes modulars!

Si f és una forma modular de pes k, la funció f |k M depèn només
de la classe per l’esquerra ΓgM ; per tant, si m ⊆ ∆ és unió finita de
classes per l’esquerra respecte de Γ, posem m = ∪i ΓMi, aleshores
podem definir un operador Tm via

f |k Tm :=
∑

i

f |k Mi.

Si a més a més, mΓ = m, aleshores f |k Tm torna a ser una forma
modular. En efecte, per a qualsevol N ∈ Γ tenim m = ∪i ΓMiN ,
de manera que el conjunt de classes per l’esquerra ΓMiN és una
permutació del conjunt de classes per l’esquerra ΓMi.

Aix́ı doncs, podem fabricar operadors a partir de famı́lies m ⊆ ∆
que descomponguin com unió finita de classes per l’esquerra i que
siguin invariants per la multiplicació per la dreta per Γ. Els candidats
naturals són les dobles classes m = ΓMΓ d’elements M ∈ ∆.

Lema 3.1 Sigui m un enter positiu. El conjunt ∆(m)Z := ∆(m) ∩
M2g(Z) és reunió d’un nombre finit de classes per l’esquerra, para-
metritzades per:

∆(m)Z =
⋃
A,B

Γ
(
A B
0 D

)
,
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on A = (aij) recorre totes les matrius triangulars superiors enteres
satisfent

aii > 0, 0 ≤ aij < ajj , 1 ≤ i ≤ j ≤ g, mA−1 entera;

per a cada A fixada, D està determinada per A′D = m1 i B recorre
un sistema de representants de

{B ∈Mg(Z) |AB′ simètrica} (mod D),

on B ≡ B∗ (mod D) vol dir que (B −B∗)D−1 és entera.

Teorema 3.1 (Divisors elementals simplèctics) Sigui m un en-
ter positiu i M ∈ ∆(m)Z. A la doble classe ΓMΓ hi ha una única
matriu de la forma diag(a1, . . . , ag, d1, . . . , dg) tal, que

aj > 0, ajdj = m, 1 ≤ j ≤ g; aj |aj+1, 1 ≤ j < g; ag|dg.

Definició 3.2 Definim l’ àlgebra de Hecke H(Γ,∆) = H(Γg,∆g) com
el C-espai vectorial que té per base els śımbols ΓMΓ amb M ∈ ∆. Els
seus elements els anomenem operadors de Hecke.

Notació. Sigui m un enter positiu. Si a1| · · · |ag és una successió
d’enters positius tals que a2

g|m, denotem

Tm(a1, . . . , ag) := Γ diag(a1, . . . , ag,
m

a1
, . . . ,

m

ag
) Γ.

Denotem per Tm l’operador de Hecke suma de totes les dobles
classes contingudes a ∆(m)Z, i.e.

Tm :=
∑

a1|···|ag , a2
g |m

Tm(a1, . . . , ag),

amb els ai enters positius.

Pel teorema dels divisors elementals simplèctics tenim clarament:

Tp = Tp(1, . . . , 1) = Γ
(
1 0
0 p1

)
Γ.
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Mentre que Tp2 = T
(0)
p2 + T

(1)
p2 + · · ·+ T

(g)
p2 , amb

T
(i)
p2 := Tp2( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

i

, p, . . . , p) = Γ diag(1i, p1g−i, p
21i, p1g−i) Γ.

Per descomptat, aquesta àlgebra de Hecke que acabem d’introduir
admet un producte. Per definir-lo és convenient submergir l’àlgebra
de Hecke dins de l’espai vectorial L(Γ,∆) que té per base les classes
per l’esquerra ΓM amb M ∈ ∆. Definim

j : H(Γ,∆) −→ L(Γ,∆), ΓMΓ = ∪i ΓMi 7→
∑

i

ΓMi.

A l’espai L(Γ,∆) tenim una acció de Γ per la dreta, que consisteix
simplement en multiplicar: (ΓM) ·N := ΓMN .

Lema 3.2 L’aplicació j és injectiva i la seva imatge són precisament
els vectors invariants per l’acció de Γ per la dreta.

Identificarem H(Γ,∆) amb la seva imatge per j sense fer-ne es-
ment. Podem definir ja el producte de dues dobles classes ΓMΓ =
∪i ΓMi, ΓMΓ = ∪j ΓNj com:

(ΓMΓ) · (ΓNΓ) :=
∑
i,j

ΓMiNj .

Es comprova ràpidament que aquest element de L(Γ,∆) és invariant
per la dreta per Γ, i per tant és una combinació lineal de dobles
classes:

(ΓMΓ) · (ΓNΓ) =
∑
i,j

ΓMiNj =
∑

ΓPΓ⊆ΓMΓNΓ

cP ΓPΓ.

Exemples.

(i) (ΓMΓ) · (Γa1Γ) = ΓaMΓ, per a tot a ∈ Q+.

(ii) Si N, M ∈ ∆ són enteres i gcd(detN,detM) = 1, aleshores

(ΓMΓ) · (ΓNΓ) = ΓMNΓ.
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(iii) Si g = 1,

Tp2(1) = (Tp)2 − (p+ 1)Tp2(p),

Tpn(1) = Tp · Tpn−1(1)− pTp2(p) · Tpn−2(1), si n > 2.

Proposició 3.3 Aquest producte dota H(Γ,∆) d’una estructura de
C-àlgebra commutativa, amb unitat Γ = Γ1Γ. L’aplicació natural

H(Γ,∆) −→ EndC(Mk(Γ))

és un homomorfisme de C-àlgebres per a tot k.

3.2 Estructura de H(Γ, ∆)

Per a cada nombre primer p considerem

∆p := ∆g,p := ∆ ∩GL2g(Z[1/p])

el subgrup format per les matrius de ∆ amb entrades que tenen de-
nominador una potència de p, i el determinant és també una potència
de p (amb exponent enter).

La subàlgebra H(Γ,∆p) ⊆ H(Γ,∆) és anomenada la p-component
local de l’àlgebra de Hecke.

Proposició 3.4 H(Γ,∆) =
⊗

pH(Γ,∆p).

Dem. Per l’exemple 2 i el teorema dels divisors elementals, cada ele-
ment de la base de H(Γ,∆) descompon de manera única en producte
d’un nombre finit d’elements, cadascun de la base d’un H(Γ,∆pi) per
a primers pi diferents.

Tm(a1, . . . , ag) = T(m)p1
((a1)p1 , . . . , (ag)p1) · · ·T(m)pr

((a1)pr , . . . , (ag)pr),

on (a)p denota pvp(a) per a qualsevol nombre racional a. 2

L’objectiu és, doncs, determinar l’estructura de les p-components
locals H(Γ,∆p). Veiem que ens podem limitar a treballar amb ma-
trius enteres.



60 E. Nart

Lema 3.5 Sigui Ȟ(Γ,∆p) la subàlgebra de H(Γ,∆p) generada per
les dobles classes de matrius enteres de ∆p. Denotem per simplicitat:

T := Tp2(p, . . . , p) = T
(0)
p2 = Γ(p1)Γ ∈ Ȟ(Γ,∆p).

Aleshores, H(Γ,∆p) = Ȟ(Γ,∆p)[T−1].

Dem. Per a qualsevol element de la base deH(Γ,∆p) tenim (exemple
1)

Tpr(pr1 , . . . , prg)T e = Tpr+2e(pr1+e, . . . , prg+e),

i aquest element caurà dins Ȟ(Γ,∆p) per a e prou gran. 2

Determinarem l’estructura de Ȟ(Γ,∆p) per un argument d’induc-
ció sobre g. A tal fi, considerem l’aplicació lineal

ϕ : Ȟ(Γg,∆g,p) −→ Ȟ(Γg−1,∆g−1,p)

determinada per

Tpr(pr1 , . . . , prg) 7→
{
Tpr(pr2 , . . . , prg), si r1 = 0,
0, si r1 > 0.

Es comprova fàcilment que aquesta aplicació ϕ determina un epi-
morfisme de C-àlgebres amb nucli l’ideal principal generat per l’op-
erador T = T

(0)
p2 del lema anterior.

Teorema 3.3 L’àlgebra Ȟ(Γ,∆p) està generada pels g+1 operadors

Tp, T
(0)
p2 , . . . , T

(g−1)
p2 ,

i aquests operadors són algebraicament independents.

El fet que aquests operadors generen l’àlgebra es comprova molt
fàcilment per inducció. Per a g = 1 és conseqüència de l’exemple 3.
Si suposem el resultat cert per a g − 1, es dedueix automàticament
per a g, ja que
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(i) ϕ és epimorfisme,

(ii) Els generadors de Ȟ(Γg−1,∆g−1,p) són la imatge per ϕ de g dels
nostres pretesos generadors:

Tp 7→ Tp, T
(1)
p2 7→ T

(0)
p2 , . . . , T

(g−1)
p2 7→ T

(g−2)
p2 ,

(iii) L’altre operador, T = T
(0)
p2 , genera el nucli de ϕ.

En canvi, la demostració de que aquests operadors són algebraica-
ment independents ocupa deu pàgines del llibre de Freitag.

3.3 Commutació d’operadors de Hecke amb
l’operador de Siegel

Fixem un pes k i considerem l’aplicació a nivell de classes per l’es-
querra,

( )∗ : L(Γg,∆g) −→ L(Γg−1,∆g−1),

determinada per:

L = ΓgM, M ∈ ∆g 7→ L∗ := d−k Γg−1M1, M1 ∈ ∆g−1,

on (recordeu el Lemma 3.1)

M =
(
A B
0 D

)
, A =

(
a ∗
0 A1

)
, B =

(
∗ ∗
∗ B1

)
, D =

(
d 0
∗ D1

)
.

(3.3.1)

Es comprova fàcilment que en aquesta situació, M1 :=
(
A1 B1

0 D1

)
pertany a ∆g−1 i té el mateix grau que M .

Teorema 3.4 Aquesta aplicació indueix un epimorfisme de C-àlgebres

( )∗ : H(Γg,∆g) −→ H(Γg−1,∆g−1)

amb la propietat

(f |k T ) |φ = (f |φ) |k T ∗, ∀f ∈Mk(Γ), ∀T ∈ H(Γg,∆g).



62 E. Nart

Corol·lari 3.6 (i) Els espais de formes parabòliques Sk(Γ) són es-
tables per l’acció de l’àlgebra de Hecke.

(ii) Si f ∈ Mk(Γ) és forma pròpia de tots els T ∈ H(Γg,∆g),
aleshores f |φ és també forma pròpia de tots els H(Γg−1,∆g−1).

Càlcul de T ∗
p

Acabem aquest paràgraf amb un càlcul expĺıcit de T ∗p . Aquest càlcul
és essencialment equivalent a un recompte del nombre de classes per
l’esquerra contingudes a Tp = Γdiag(1g, p1g)Γ.

Sigui M =
(
A B
0 D

)
un representant d’una classe per l’esquerra

de Tp satisfent les condicions del Lemma 3.1. La matriu A = (aij)
tindrà n 1’s i g−n p’s a la diagonal, per a algun 0 ≤ n ≤ g. Recordem
que per a tot parell i < j tenim

aij = 0, si ajj = 1; 0 ≤ aij < p, si ajj = p.

Siguin 1 ≤ i1 < · · · < in ≤ g les posicions amb 1’s a la diagonal i con-
siderem la matriu P ∈ GLg(Z) que té les files i1, . . . , in de la matriu
identitat com a primeres n files, i les restants files de la identitat com
a darreres g − n files, respectant els seu ordre. Sigui Q ∈ GLg(Z) la
matriu obtinguda de manera anàloga permutant les columnes de la
matriu identitat. Tenim

PAQ =
(
1n ∗
0 X

)
,

on X ∈ Mg−n(Z) és una matriu triangular superior, amb p’s a la
diagonal i enters positius menors que p per damunt de la diagonal .
Ara, pA−1 és una matriu entera; per tant, p(PAQ)−1 és una matriu
entera, i per tant, pX−1 és una matriu entera. Això obliga a que
X = p1g−n (exercici); hem vist doncs que aij = 0 sempre que aii =
ajj = p.

Lema 3.7 Les matrius B = (bij) ∈ Mg(Z) que són simètriques i
satisfan

bij = 0 si {i, j} * {i1, . . . , in}, 0 ≤ bij < p si {i, j} ⊆ {i1, . . . , in}
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són un sistema de representants del conjunt de classes d’equivalència
de
{B ∈ Mg(Z) |AB′ simètrica} per la relació d’equivalència d’esser
congruents mòdul D.

Dem. Denotem B(A) = {B ∈Mg(Z) |AB′ simètrica} (mod D), per
a qualsevol matriu entera A. Es comprova fàcilment que les matrius

B =
(
B1 0
0 0

)
amb B1 = (bij) simètrica tal que 0 ≤ bij < p per a

tot i, j, són un sistema de representants de B(PAQ) per a la matriu

PAQ =
(
1n ∗
0 p1g−n

)
.

D’altra banda, tenim una bijecció evident

B(A) −→ B(PAQ), B 7→ PB(Q′)−1 = PBQ,

ja que Q′ = Q−1. Això prova el lemma. 2

Corol·lari 3.8 Sigui L(g) el conjunt de classes per l’esquerra de Tp

en gènere g. Considerem la partició L(g) = L1 ∪ Lp determinada
pel fet que una classe L = ΓgM ∈ L, amb M ∈ ∆g satisfent (3.3.1)
tingui a = 1 o a = p. Aleshores, la correspondència L = ΓgM 7→
Γg−1M1 = dkL∗ estableix una bijecció entre Lp i L(g−1), i determina
una aplicació exhaustiva entre L1 i L(g − 1), on cada element de
L(g − 1) té pg antiimages.

Dem. Si a = a11 = p tenim A =
(
p 0
0 A1

)
, B =

(
0 0
0 B1

)
. Clara-

ment A1 recorre totes les possibles submatrius superiors esquerra de
les classes de L(g − 1) i B1 recorre tot B(A1).

Si a = a11 = 1 tenim A =
(

1 A0

0 A1

)
, B =

(
b B0

B′
0 B1

)
. Com

abans, A1, B1 recorren totes les possiblitats d’objectes semblants en
gènere g − 1, però A0 té g − n entrades “lliures” (allà on hi ha p a
la diagonal de A), B0 té n − 1 entrades lliures (allà on hi ha 1 a la
diagonal de A), i tenim encara llibertat per al valor de b. En total,
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tenim pg parelles (A,B) que donen lloc a la mateixa parella (A1, B1).
2

Corol·lari 3.9 El nombre de classes per l’esquerra de Tp és

(pg + 1)(pg−1 + 1) · · · (p+ 1).

Dem. Per a g = 1 tenim p + 1 classes per l’esquerra representades
per les matrius (

p 0
0 1

)
,

(
1 a
0 p

)
, 0 ≤ a < p. (3.3.2)

D’altra banda, pel corol.lari anterior tenim |L(g)| = (pg +1)|L(g−1)|.
2

Corol·lari 3.10 T ∗p = (1 + pg−k)Tp

Dem. Retoquem la demostració del Corol.lari 3.8. Si a = p tenim
d = 1 i la correspondència L 7→ L∗ transforma la suma de les classes
per l’esquerra de Lp en Tp. Si a = 1 tenim d = p i la correspondència
L 7→ L∗ transforma la suma de les classes per l’esquerra de L1 en
pg−kTp. 2

3.4 Formes pròpies de l’àlgebra de Hecke

Com a exemple més significatiu d’una tal forma pròpia tenim les
sèries d’Eisenstein.

Proposició 3.11 Si k és un enter parell, k > g+1, la sèrie d’Eisen-
stein Ek és foma pròpia de tots els operadors de Hecke.
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La demostració és un joc directe (i senzill) amb els coeficients de
la sèrie d’Eisenstein.

Lema 3.12 Siguin m un enter positiu i m ⊆ ∆(m)Z una unió finita
de dobles classes. Suposem que 0 6= f ∈ Mk(Γ) és forma pròpia de
Tm amb valor propi λ ∈ C. Aleshores,

(i) Si el coeficient 0-èsim de Fourier de f és no nul, tenim forçosament

λ =
∑

(
A B
0 D

)
∈Γ\m

det(D)−k.

En particular, per a m = Tp tenim λ =
∏g

n=1(1 + pn−k).

(ii) Si f és parabòlica, tenim |λ| ≤ m−gk/2|Γ\m|.

Dem. Posem m = ∪i ΓMi, amb Mi =
(
Ai Bi

0 Ci

)
satisfent les condi-

cions del Lemma 3.1.

Sigui a0 6= 0 el coeficient 0-èsim de Fourier de f . El coeficient
0-èsim de Fourier de f |k Tm = λf és doncs λa0. Comprovem amb un
càlcul directe que és a0

∑
i det(Di)−k:

lim
t→∞

(f |k Tm)(it1) =
∑

i

det(Di)−k lim
t→∞

f(Mi

〈
it1
〉
)

=
∑

i

det(Di)−k lim
t→∞

f(m−1(it1)[A′i] +BiA
′
i)

=a0

∑
i

det(Di)−k.

Suposem ara m = Γdiag(1g, p1g)Γ. Denotem per λg el valor propi
de Tp en gènere g. Si g = 1 deduim de (3.3.2) que λ1 = 1 + p · p−k =
1 + p1−k. Si g > 1, el Teorema 3.4 i el Corol.lari 3.10 mostren que
λg = (1 + pg−k)λg−1. Això acaba de provar l’́ıtem 1.

Si f és parabòlica la funció f(Z) det(Y )k/2 té un màxim absolut
Z0 a Hg:

|f(Z)| ≤
(

det(Y0)
det(Y )

)k/2

|f(Z0)|, ∀Z ∈ Hg.
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Prenem M =
(
A B
0 D

)
∈ m qualsevol i denotem M̃ = m−1/2M ∈

Sp(n,R). Apliquem la desigualtat anterior a Z = M
〈
Z0

〉
= M̃

〈
Z0

〉
;

com que

det(Y ) = det(Y0)|j(M̃, Z0)|−2 = det(Y0)mg det(D)−2,

la desigualtat queda:

|f(M
〈
Z0

〉
)| ≤ m−gk/2 det(D)k|f(Z0)|.

Finalment,

|λf(Z0)| = |(f |k Tm)(Z0)| ≤
∑

i det(Di)−k|f(Mi

〈
Z0

〉
|

≤ m−gk/2|Γ\m||f(Z0)|.
2

Lema 3.13 Sigui p un nombre primer. Hi ha com a molt una forma
modular f ∈Mk(Γ) que és forma pròpia de Tp i satisfà a0(f) = 1.

En particular, si k parell, k > g + 1, i f és una forma modular
satisfent aquestes condicions, aleshores f = Ek.

Dem. Suposem que f, g ∈ Mk(Γ) són dues formes pròpies de Tp i
a0(f) = a0(g) = 1. Pel lema anterior, són formes pròpies del mateix
valor propi λ =

∏g
n=1(1 + pn−k).

A la força tenim f − g ∈ Sk(Γ). En efecte, si g = 1 és evident; si
g > 1 les formes f |φ, g |φ tornen a satisfer les mateixes condicions,
i per un argument d’inducció tindrem f |φ = g |φ i per tant f − g és
parabòlica. Si fos f 6= g, pel lema anterior tindŕıem

g∏
n=1

(1 + pn−k) ≤ p−gk/2
g∏

n=1

(1 + pn),

i obtenim una contradicció. 2

Corol·lari 3.14 Ek |φ = Ek.
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Producte escalar de Petersson

Aquesta part imita amb tot detall el cas de gènere 1. Per completitud
repetim els arguments.

Si f, g ∈ Mk(Γ) i una almenys de les dues és parabòlica obtenim
un aparellament 〈

f, g
〉

:= I(f(Z)g(Z) det(Y )k),

on I denota (ambiguament) una certa integral respecte de la forma de
volum simplèctica. Aquest aparellament és hermı́tic, definit positiu,
i els operadors de Hecke són tots autoadjunts:〈

f |k T, g
〉

=
〈
f, g |k T

〉
, ∀T ∈ H(Γ,∆).

Proposició 3.15 (i) Sk(Γ) admet una base de formes pròpies re-
specte de tota l’àlgebra de Hecke.

(ii) Ek(Γ) := Sk(Γ)⊥ ⊆Mk(Γ) és un subespai estable per l’acció de
l’àlgebra de Hecke.

(iii) Ek ∈ Ek(Γ).

(iv) Mk(Γ) = Ek(Γ)⊕ Sk(Γ).

(v) L’operador de Siegel determina una immersió φ : Ek ↪→Mk(Γg−1).

Dem. Els ı́tems 1 i 2 són conseqüència immedita del fet que l’a-
parellament és hermı́tic, definit positiu, i els operadors de Hecke són
autoadjunts.

Posem Ek |k T = λTEk per a tot T ∈ H(Γ,∆). Considerem una
forma pròpia simultània 0 6= g ∈ Sk(Γ) i posem g |k T = µT g per a
tot T ∈ H(Γ,∆). Tenim

λT

〈
Ek, g

〉
=
〈
Ek |k T, g

〉
=
〈
Ek, g |k T

〉
= µT

〈
Ek, g

〉
.

Si λTp = µTp , el Lemma 3.13 mostra que Ek − g = Ek, d’on g = 0.
Per tant, λTp 6= µTp i necessàriament

〈
Ek, g

〉
= 0. Com que g pot

recorrer una base de Sk(Γ) tenim Ek ∈ Ek(Γ). Això prova l’́ıtem 3.
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En ser l’aparellament definit positiu tenim forçosament Ek(Γ) ∩
Sk(Γ) = {0}. D’altra banda, l’aparellament defineix un isomorfisme
canònic entre Sk(Γ) i el seu espai dual; per tant, per a qualsevol
f ∈ Mk(Γ) la forma lineal

〈
−, f

〉
coincidirà amb la forma lineal〈

−, g
〉

per a alguna g ∈ Sk(Γ). Aix́ı doncs, f − g ∈ Ek(Γ), de
manera que Mk(Γ) = Ek(Γ) + Sk(Γ). Això prova l’́ıtem 4.

L’́ıtem 5 és clar perquè el nucli de φ restringit a Ek(Γ) és Ek(Γ)∩
Sk(Γ) = {0}. 2

Teorema 3.5 Mk(Γ) admet una base de formes pròpies de tota l’àl-
gebra de Hecke.

Dem. És suficient provar-ho per a Ek(Γ). Per un argument d’induc-
ció sabem que és cert per al subespai φ(Ek(Γ)) ⊆Mk(Γg−1); per tant,
podem trobar una base Ei de Ek(Γ) tal, que (aplicant el Teorema 3.4)

(Ei|T ) |φ = (Ei |φ) |k T ∗ = λT ∗,i(Ei |φ) = (λT ∗,iEi) |φ,

per a tot T ∈ H(Γ,∆). Com que φ és injectiu, deduim que Ei|T =
λT ∗,iEi per a tot T ∈ H(Γ,∆). 2

3.5 Formes singulars

Una forma modular f ∈ Mk(Γ) diem que és singular si els seus coe-
ficients de Fourier satisfan

a(T ) 6= 0 =⇒ det(T ) = 0,

per a tota T ≥ 0 parella (no confongueu la T amb un operador de
Hecke ara).

En certa manera són l’ant́ıtesi de les formes parabòliques, que
satisfan

a(T ) 6= 0 =⇒ det(T ) 6= 0.
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Si g = 1 les úniques formes singulars són les constants de pes zero,
però per a g > 1 hi ha exemples no trivials.

Exemple. Sigui 1 ≤ m < g i considerem una matriu S > 0 uni-
modular i parella. Aleshores θS ∈ Mm/2(Γ) és una forma modular
singular.

En efecte, a(T ) = A(S, T ) = ]{G ∈ Mm×n(Z) |S[G] = T}. Per
tant, a(T ) 6= 0 implica que G′SG = T per a alguna G i per tant
det(T ) = 0, ja que rang(T ) ≤ rang(S) = m.

En certa manera, aquest és l’únic exemple possible.

Definició. Denotem per Mk(Γ)θ el subespai de formes modulars que
són combinació lineal de formes θS amb S > 0 unimodular i parella,
de mida 2k.

Teorema 3.6 Sigui 0 6= f ∈ Mk(Γ) una forma singular. Aleshores,
g > 2k, k és múltiple de 4 i f ∈Mk(Γ)θ

Definició. Una forma modular f ∈ Mk(Γ) diem que és estable
si existeixen g̃ > g i F ∈ Mk(Γg̃) singular tals, que f = F |φg̃−g.
Denotem per Mk(Γ)st el subespai de formes modulars estables.

Teorema 3.7 Mk(Γ)θ = Mk(Γ)st.

Dem. Les θS satisfan θS |φ = θS i per a g̃ > 2k són singulars. Per
tant, les θS són totes estables.

Rećıprocament, suposem f = F |φg̃−g amb F singular; pel teore-
ma anterior F és combinació lineal de θS ’s i per tant f també. 2

Corol·lari 3.16 El subespai Mk(Γ)θ és estable per l’acció de l’àlgebra
de Hecke.

Recordeu que això implica que m és múltiple de 8.
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La representació de les formes singulars com a combinació lineal
de θS ’s és constructiva (demostració del Teorema 3.6, que hem omès).
Això permet especificar l’acció del operadors de Hecke sobre les θS .
Els resultats són molt farragosos; a tall d’exemple veiem únicament
el cas de l’operador Tp.

Teorema 3.8 Siguin g,m enters positius, m múltiple de 8. Sigui
S1, . . . , Sh un sistema de representants de les classes de matrius S ∈
GLm(Z) simètriques, definides positives i parelles, sota la relació d’e-
quivalència S ∼ S[U ] per a U ∈ GLm(Z). Aleshores,

θSi |Tp = β(p,m, n)
h∑

j=1

A(Si, pSj)
A(Sj , Sj)

θSj ,

on

β(p,m, n) = pg(g+1−m)/2


∏(m/2)−g

j=1 (1 + pj−1)−1, si g ≤ m/2,∏g−(m/2)
j=1 (1 + p−j), si g ≥ m/2.
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4.1 Introducció

El que ens proposem en aquest caṕıtol és associar sèries de Dirichlet a
formes modulars de Siegel de gènere més gran que 1 que generalitzin
la noció de L−sèrie d’una forma modular clàssica. Abans, però, fem
un breu resum de les propietats més importants que tenim en gènere
1 per tal de remarcar quines d’elles admetran generalització i quines,
no.

Sigui f(z) =
∑

n≥0 ane
2πinz una forma modular de pes k per

71



72 F. Fité

a SL2(Z) (és a dir, de nivell 1) que és funció pròpia per tots els
operadors de Hecke (Tnf = λf (n)f). Aleshores és un fet conegut que
els seus coeficients satisfan la relació an = λf (n)a1. Utilitzarem la
notació f∗(z) =

∑
n≥1 ane

2πinz.

A f li podem associar la L−sèrie

L(f, s) :=
∑
n≥1

ann
−s.

Aquesta L−sèrie convergeix per Re(s) > k + 1 i satisfà les tres pro-
pietats següents fonamentals

(i) Admet un producte d’Euler

L(f, s) = a1

∏
p

(1− λf (p)p−s + pk−1−2s)−1.

Aquest fet es deu a la següent relació entre els valors propis dels
operadors de Hecke

λf (p)λf (pi) = λf (pi+1) + pk−1λf (pi−1), i ≥ 1.

En efecte,

L(f, s) = a1

∑
n≥1

λf (n)n−s = a1

∏
p

∑
i≥0

λf (pi)p−is.

Si anomenem Lp(f, s) =
∑

i≥0 λf (pi)p−is, gràcies a la relació
de més amunt, és fàcil comprovar que se satisfà

λf (p)Lp(f, s) = λf (p)+ps(Lp(f, s)−1−λf (p)p−s)+pk−1−sLp(f, s),

d’on äıllant s’obté fàcilment que

Lp(f, s) = (1− λf (p)p−s + pk−1−2s)−1.

(ii) Admet prolongació meromorfa al pla complex. Es segueix del
fet que la transformada de Mellin de f , definida com

Λ(f, s) :=
∫ ∞

0
f∗(it)ts−1dt,
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és tal que la funció

Λ(f, s) +
a0

s
+

(−1)
k
2 a0

k − s

és holomorfa a C i per Re(s) > k + 1 tenim la igualtat

Λ(f, s) = (2π)−sΓ(s)L(f, s),

on Γ(s) =
∫∞
0 e−tts−1dt és la funció gamma. Aleshores utilit-

zem aquesta darrera igualtat per prolongar L(f, s) a una funció
meromorfa a tot el pla complex.

(iii) Λ(f, s) compleix l’equació funcional

Λ(s, f) = (−1)k/2Λ(k − s, f).

Observació 4.1 Si f és una forma modular parabòlica, aleshores
L(f, s) convergeix absolutament per Re(s) > k

2 + 1 i com que a0 = 0,
Λ(f, s) és una funció entera.

El que succeeix per formes modulars de gènere més gran que 1
és el reflex d’una situació més general en què a una mateixa forma
automorfa se li pot associar tant una sèrie de Dirichlet per la qual la
prolongació anaĺıtica es pot provar, però que no admet una expansió
en producte d’Euler, com un producte d’Euler, pel qual no és clar
com provar la prolongació anaĺıtica.

Aix́ı com en formes modulars de gènere 1 les dues sèries de Dirich-
let esmentades es confonen en la noció habitual de L−sèrie, per a
gèneres superiors les diferències es fan evidents i és per aquest motiu
que a una forma modular de Siegel li associarem dues sèries de Dirich-
let diferents.

En primer lloc, introduirem les sèries de Dirichlet de Maass, per
les quals es pot provar la prolongació anaĺıtica a tot el pla complex
i l’existència d’una equació funcional, però no tenen una expansió en
producte d’Euler.

En segon lloc, presentarem les L−sèries d’Andrianov que tenen
sempre producte d’Euler (de fet, per definició), i prolongació anaĺıtica
i equació funcional almenys per gèneres 1 i 2.
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Al llarg del caṕıtol farem servir les notacions següents

- Si A és una matriu, A′ indica la seva transposada i σ(A), la
seva traça.

- Γn := Sp(n,Z) = {M ∈M2n(Z)|M ′JM = J , on J =
(

0 In
−In 0

)
}

- Hn = {Z ∈Mn(C)|Z ′ = Z, Im(Z) > 0}

- Pn = {Y ∈Mn(R)|Y ′ = Y, Y > 0}

- Rn = {Y ∈ Pn|Y és redüıda Minkowski}

- Mk(Γn) denota el C-espai vectorial de les formes modulars de
pes k i gènere n.

- Sk(Γn) denota el C-espai vectorial de les formes modulars parabòliques
de pes k i gènere n.

- Φ : Mk(Γn)→Mk(Γn−1) denota l’operador de Siegel.

4.2 Sèries de Dirichlet de Maass

4.2.1 Definició

Sigui f ∈ Mk(Γn) una forma modular de gènere n i pes parell k.
Tenim un desenvolupament de Fourier

f(Z) =
∑
T≥0

a(T )e2πiσ(TZ),

on el sumatori recorre les matrius semienteres simètriques semidefinides
positives de dimensió n, Z = X + iY ∈ Hn i

a(T ) =
∫ 1

0
. . .

∫ 1

0
f(Z)e−2πiσ(TZ)dX

amb dX =
∏

k≤l dxkl.
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Per T una matriu simètrica i definida positiva, definim

ε(T ) := |{U ∈ GLn(Z)|U ′TU = T}|.

Es demostra que ε(T ) és un nombre finit. Aleshores a f ∈ Mk(Γn),
li associem la sèrie de Dirichlet

Dn(f, s) :=
∑
{T}>0

a(T )
ε(T )

(det(T ))−s,

on el sumatori recorre un sistema de representants de les classes de
matrius simètriques semienteres definides positives mòdul l’acció de
GLn(Z). Recordem que l’acció de U ∈ GLn(Z) sobre una matriu T
és U ′TU .

Notem que per a n = 1, obtenim la relació D1(f, s) = 1
2L(f, s).

4.2.2 Convergència

Per a estudiar la convergència de Dn(f, s) ens bastaran els dos resul-
tats de continuació.

Lema 4.2 El nombre µ(d) de classes mòdul l’acció de GLn(Z) de
matrius semienteres simètriques i definides positives i de determinant
d és finit i polinòmic en d.

Demostració: Vegeu [Fre83, Cap. 2, 2.7, pàg. 33]. El fet que µ(d)
sigui polinòmic en d es deriva directament de la demostració. 2

Aquest lema és conseqüència de la reducció de Minkowski i fita
el nombre classes de matrius de determinant fixat que apareixen a la
definició de Dn(f, s). El següent resultat controla el creixement dels
coeficients de Fourier de f .

Lema 4.3 Si f ∈Mk(Γn), aleshores existeix una constant C tal que
per a tota T semientera simètrica i definida positiva se satisfà

|a(T )| ≤ C(det(T ))k.
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Demostració: Vegeu [Kli90, Cap. VI, lemma 1, pàg. 143]. 2

D’aquests dos resultats s’obté fàcilment la convergència deDn(f, s).

Proposició 4.4 Dn(f, s) és absolutament convergent per a Re(s) >
σ, on σ és suficientment gran, i és una funció holomorfa en aquesta
regió.

Demostració:

|Dn(f, s)| ≤
∑
{T}>0

|a(T )|
ε(T )

|det(T )|−Re(s) ≤

≤
∑
{T}>0

C|det(T )|k−Re(s) = C
∑
d>0

µ(d)dk−Re(s) <∞

Notem que en el sumatori d recorre els valors dels determinants de
matrius semienteres (no necessàriament enters). En qualsevol cas, és
clar que per Re(s) suficientment gran la sèrie de Dirichlet convergeix
absolutament. 2

4.2.3 Prolongació anaĺıtica i equació funcional

Tal i com es fa en gènere 1, obtindrem la prolongació anaĺıtica de
Dn(f, s), definint la transformada de Mellin de f , trobant l’equació
que la lliga ambDn(f, s) i estenentDn(f, s) a través d’aquesta equació.

Donada f ∈Mk(Γn) denotem

f∗(Z) =
∑
T>0

a(T )e2πiσ(TZ)

la part del seu desenvolupament de Fourier, on el sumatori recorre
només les matrius semienteres simètriques definides positives.

Definim la transformada de Mellin de f com

∆n(f, s) :=
∫

Rn

(det(Y ))sf∗(iY )dV,
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on dV = (det(y))−
n+1

2 dY és l’element de volum de Pn, que és inva-
riant respecte l’acció de GLn(Z).

Es té que ∆1(f, s) = Λ(f, s).

Proposició 4.5 La transformada de Mellin existeix si Re(s) > k +
n+1

2 i és una funció holomorfa en aquesta regió.

Demostració: Vegeu [Kli90, Cap. VI, Proposition 1, pàg. 146]. 2

En la demostració de l’anterior proposició només s’utilitza que f
admet un desenvolupament de Fourier i la fita |a(T )| ≤ C(det(T ))k

dels seus coeficients. És d’esperar, doncs, que utilitzant la modulari-
tat de f , s’obtinguin resultats més precisos sobre la seva transformada
de Mellin. En particular, si f és forma modular parabòlica tenim la
següent

Proposició 4.6 Si f ∈ Sk(Γn), aleshores la funció ∆n(f, s) és holo-
morfa a C i satisfà l’equació funcional

∆n(f, s) = (−1)
nk
2 ∆n(f, k − s).

Demostració: Sigui f ∈ Sk(Γn). Aleshores es té que f = f∗ i per
tant

∆n(f, s) =
∫

Rn

(det(Y ))sf(iY )dV =

=
∫

Rn, det(Y )≤1
(det(Y ))sf(iY )dV +

∫
Rn, det(Y )≥1

(det(Y ))sf(iY )dV

Si en la igualtat

f(−Z−1) = f(
(

0 −1n

1n 0

)
〈Z〉) = (det(Z))kf(Z),

prenem Z = iY , obtenim f(iY −1) = ink(det(Y ))kf(iY ). Per tant, el
canvi de variable de Y per Y −1 en la primera de les dues integrals
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dóna lloc a

∆n(f, s) = ink

∫
Rn, det(Y )≥1

(det(Y ))k−sf(iY )dV+

∫
Rn, det(Y )≥1

(det(Y ))sf(iY )dV.

Finalment, es pot veure aquestes integrals representen funcions
enteres de s, ja que es redueixen a integrals Eulerianes de segon tipus
esteses de 1 fins a ∞, que són holomorfes en tot C.

L’equació funcional és una conseqüència immediata de la darrera
ĺınia d’igualtats escrita per ∆n(f, s). 2

Per a formes modulars no necessàriament parabòliques també
tenim un resultat que assegura que la transformada de Mellin és
meromorfa a tot C i que disposa d’una equació funcional. Abans
d’enunciar-lo, introdüım la següent notació

q(n) =

{
π

1
2
−n(n+1)

4
∏n

i=2 ζ(i)Γ( i
2) si n ≥ 2

1 si n = 1

Teorema 4.7 Sigui f ∈ Mk(Γn) amb k > 2n i k parell. Aleshores
∆n(f, s) és una funció meromorfa a C donada per

∆n(f, s) =
∫

Rn, det(Y )≥1
((det(Y ))s + (−1)

nk
2 (det(Y ))k−s)f∗(iY )dV+

+q(n)(f |Φn)

(
(−1)

nk
2

s− k
− 1
s

)
+

+
1
2

n−1∑
i=1

q(n− i)∆i(f |Φn−i,
n

2
) ·

(
(−1)

nk
2

s− k + i
2

− 1
s− i

2

)

I per tant es té l’equació funcional

∆n(f, s) = (−1)
nk
2 ∆n(f, k − s).
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Demostració: Vegeu [Kli90, Cap. VI, pàg. 156]. 2

La primera demostració d’aquest teorema es deu a H. Maass. Pos-
teriorment, T. Arakawa va proporcionar-ne una de més senzilla, de-
mostrant el resultat per a sèries d’Eisenstein i deduint-ne la validesa
per a formes modulars en general. En qualsevol cas, continua sent
una demostració llarga i plena de càlculs.

Notem que per formes parabòliques, f |Φ = 0 i recuperem el re-
sultat que hem vist més amunt. Fent n = 1, retrobem els resultats
que anunciàvem a la introducció.

Per acabar la secció, establim la igualtat que ens permet prolongar
anaĺıticament Dn(f, s).

Proposició 4.8 Sigui f ∈Mk(Γn), amb k parell. Per tot s ∈ C amb
part real suficientment gran es compleix

∆n(f, s) = 2(2π)−ns
n∏

r=1

π
r−1
2 Γ(s− r − 1

2
)Dn(s, f).

Demostració:

∆(f, s) =
∫

Rn

(det(Y ))s
∑
T>0

a(T )e−2πσ(TY )dV =

=
∑
T>0

a(T )
∫

Rn

(det(Y ))se−2πσ(TY )dV =

=
∑
{T}>0

a(T )
ε(T )

∑
U∈GLn(Z)

∫
Rn

(det(Y ))se−2πσ(U ′TUY )dV =

= 2
∑
{T}>0

a(T )
ε(T )

∫
Pn

(det(Y ))se−2πσ(TY )dV.

Per acabar, es calcula per inducció sobre n que∫
Pn

(det(Y ))se−2πσ(TY )dV = (2π)−ns
n∏

r=1

π
r−1
2 Γ(s− r − 1

2
)(det(T ))s.

Observem la importància del factor ε(T ), que fins ara podia haver
passat desapercebuda. 2
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Particularitzant per a n = 1, retrobem la fórmula esperada

∆1(f, s) = (2π)−sΓ(s)2D1(f, s).

4.3 L-sèries d’Andrianov

4.3.1 Definició

Recordem que hav́ıem definit

∆n(λ) := {M ∈ GL2n(Q)|M ′JM = λJ}, ∆n := ∪λ∈Q+∆n(λ).

Al C−espai vectorialH(Γn,∆n) = 〈ΓnMΓn, M ∈ ∆n〉C se li dóna
una estructura d’àlgebra commutativa tot definint un producte entre
classes laterals dobles.

Si l ∈ Z+ i M ∈ ∆n(l)Z := ∆n(l) ∩M2n(Z), aleshores la classe
lateral doble ΓnMΓn conté un únic representant de la forma

M = diag(a1, · · · , an, d1, · · · , dn),

on aj > 0, ajdj = l per 1 ≤ j ≤ n, aj |aj+1 per 1 ≤ j < n i an|dn.
Denotem T (a1, · · · , an, d1, · · · , dn) la classe corresponent.

Denotem per T (l) la suma de totes les classes laterals dobles
ΓnMΓn amb M ∈ ∆n(l)Z, que per la caracterització que acabem
de veure són un número finit.

Es pot veure que la classe ΓnMΓn, amb M ∈ ∆n(l)Z, descompon
en un número finit de classes laterals per l’esquerra

ΓnMΓn = ∪µ
i=1ΓnMi

i per cada k li podem associar un operador Tk(ΓnMΓn) : Mk(Γn)→
Mk(Γn) definit de la següent manera

Tk(ΓnMΓn)f = lnk−n(n+1)
2

µ∑
i=1

f |kMi,
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on recordem que

f |kMi(Z) = f(Mi〈Z〉) det(CiZ +Di)−k si Mi =
(
Ai Bi

Ci Di

)
.

Per cada k, per linealitat, associem a T (l) un operador que actua
sobre l’espai Mk(Γn). Els operadors Tk(l) coincideixen amb els ope-
radors de Hecke clàssics per n = 1. Es té la propietat

T (n)T (m) = T (mn) per (m,n) = 1.

Sigui f ∈ Mk(Γn) una funció pròpia dels operadors de Hecke
Tk(m) amb m ≥ 1

Tk(m)f = λf (m)f.

Li associem la sèrie de Dirichlet

D̃(f, s) :=
∑
m≥1

λf (m)
ms

.

A [And74] trobem la següent caracterització de la sèrie de Dirichlet
definida.

Teorema 4.9 Sigui f ∈Mk(Γn) una funció pròpia dels operadors de
Hecke. Aleshores D̃(f, s) és absolutament convergent per Re(s) > σ,
amb σ suficientment gran i té una expansió en producte d’Euler

D̃(f, s) =
∏
p

(
∑
i≥0

λf (pi)p−is) =
∏
p

D̃p(f, s).

Cadascun dels factors locals D̃p(f, s) és una fracció racional de p−s

D̃p(f, s) =
Pp(f, p−s)
Qp(f, p−s)

,

on Pp(f, t) i Qp(f, t) són polinomis amb coeficients racionals de graus
2n − 2 i 2n respectivament. El polinomi Qp(f, t) és de la forma

Qp(f, t) = 1− λf (p)t+ · · ·+ p2n−1(nk−n(n+1)
2

)t2
n

i tots els seus coeficients són reals.
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Demostració: Vegeu [And74, theorem 1.3.2, pàg. 62]. 2

Donada f ∈Mk(Γn) funció pròpia dels operadors de Hecke definim

Z(f, s) :=
∏
p

1
Qp(f, p−s)

i l’anomenem L−sèrie d’Andrianov de f .

Es pot veure que Z(f, s) és absolutament convergent per Re(s)
prou gran i que és una funció holomorfa en aquest semiplà. És clar
que per n = 1 tenim D̃(f, s) = Z(f, s) i L(f, s) = a1Z(f, s), on a1 és
el corresponent coeficient de Fourier de f . L’estudi detallat del cas
n = 2 ens mostra que Z(f, s) és la bona generalització (en el sentit
que tenim prolongació anaĺıtica i equació funcional).

El següent teorema de Zharkovskaya dóna la relació existent entre
la L−sèrie d’Andrianov associada a una forma modular de Siegel f i
l’associada a la seva imatge per l’operador de Siegel f |Φ.

Teorema 4.10 Sigui f ∈ Mk(Γn), amb n > 1 i k > 0, una funció
pròpia dels operadors de Hecke. Aleshores f |Φ ∈Mk(Γn−1) és funció
pròpia dels operadors de Hecke i si no és parabòlica (i.e., f |Φ 6= 0),
aleshores sobre el domini de convergència absoluta es té la relació

Z(f, s) = Z(f |Φ, s)Z(f |Φ, s− k + n).

Demostració: Vegeu [Zha74]. 2

A diferència del cas d’una variable, destaquem la manca de con-
nexió entre els valors propis dels operadors de Hecke i els coeficients
de Fourier de les seves funcions pròpies. Notem que una manera de
donar aquest tipus de relacions seria donar relacions entre les sèries
de Dirichlet de Maass i les L−sèries d’Andrianov.

Per n = 2, Andrianov troba relacions expĺıcites entre uns coefi-
cients i altres, encara que força més complicades que en el cas clàssic.
Vegeu [And74, theorem 2.4.1, pàg. 84].
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4.3.2 Prolongació anaĺıtica i equació funcional

En el que ve a continuació ens centrarem en el cas n = 2. La finalitat
és obtenir la prolongació anaĺıtica de Z(f, s) i una equació funcional
associada.

El següent teorema de Shimura determina tots els coeficients de
Qp(f, t) quan n = 2.

Teorema 4.11 Sigui p un primer i f ∈ Mk(Γ2) una funció pròpia
dels operadors de Hecke. Aleshores tenim la igualtat

D̃p(f, t) =
∑
i≥0

λf (pi)ti =
1− p2k−4t2

Qp(f, t)
,

on

Qp(f, t) = 1−λf (p)t+(λf (p)2−λf (p2)−p2k−4)t2−λf (p)p2k−3t3+p4k−6t4.

Demostració: Vegeu [Shi63]. 2

Corol·lari 4.12 Si f ∈Mk(Γ2) és una funció pròpia dels operadors
de Hecke, aleshores en el domini de convergència es té la següent
relació entre les sèries Z(f, s) i D̃(f, s)

D̃(f, s) = ζ(2s− 2k + 4)−1Z(f, s),

on ζ és la funció zeta de Riemann.

Demostració:∏
p

(1− p2k−4p−2s) =
∏
p

(1− p−(2s−2k+4)) = ζ(2s− 2k + 4)−1

2

Teorema 4.13 Sigui f ∈ Mk(Γ2), amb k ≥ 0, una funció pròpia
dels operadors de Hecke. Considerem Ψ(f, s) := (2π)−2sΓ(s)Γ(s −
k + 2)Z(f, s). Aleshores es tenen les següents afirmacions
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(i) La funció Ψ(f, s) s’estén a tot el pla complex a una funció mero-
morfa (amb un nombre finit de pols).

(ii) Ψ(f, s) satisfà l’equació funcional Ψ(f, 2k−2−s) = (−1)kΨ(f, s).

(iii) Si f |Φ 6= 0, aleshores Ψ(f, s) = cΛ(f |Φ, s)Λ(f |Φ, s − k + 2),
on Λ(f |Φ, ·) és la transformada de Mellin de la forma modular
f |Φ ∈ Mk(Γ1) i c és una constant. En particular, Ψ(f, s) té
quatre pols simples als punts 0, k, k − 2, 2k − 2 si f |Φ no és
parabòlica i és una funció entera si f |Φ és parabòlica.

(iv) Si f |Φ = 0, aleshores Ψ(f, s) té com a molt dos pols simples als
punts k, k − 2. Si k és senar, aleshores Ψ(f, s) és una funció
holomorfa.

Demostració: Per al cas f |Φ 6= 0 tot se segueix del teorema de
Zharkovskaya i dels resultats clàssics en gènere 1 que hem vist reca-
pitulats a la Introducció. Per al cas f |Φ = 0 vegeu [And74, theorem
3.1.1, pàg. 87]. 2

4.4 Conjectura de Yoshida

Com en gènere 1, es poden definir subgrups Γ de congruència de
Γn = Sp(n,Z) i considerar els espais de formes modulars Mk(Γ). Per
exemple, per n ≥ 1

Γn(N) := {A ∈ Γn|A ∼= 12n mod (N)}.

Yoshida [Yos80] desenvolupa un mètode per obtenir una forma
modular de pes 2 i gènere 2 per Γ2(N), a partir de dues certes formes
modulars parabòliques de pes 2 i gènere 1 per Γ0(N) (notació clàssica
pel sub́ındex). Les dues formes modulars de partida no són arbitràries
i, en particular, perquè el mètode doni lloc a una forma modular no
nul·la cal que tinguin el mateix signe a l’equació funcional. A més,
obté una relació entre les corresponents L−sèries.

En particular, en un exemple numèric a f1, f2 ∈ S2(Γ0(31)) els
associa F ∈ S2(Γ2(31)). A més, comprova la relació

Z(F, s) = L(f1, s)L(f2, s).
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Aleshores considera el model canònic C definit sobre Q de la corba
modular Γ0(31)\H∗, on H∗ denota el semiplà de Poincaré havent-l’hi
afegit les puntes. Com que dimS2(Γ0(31)) = 2, la Jacobiana J(C)
de C és una varietat abeliana de dimensió 2. Yoshida observa que
Z(F, s) és igual (llevat dels factors locals 2 i 31) a la L−sèrie de
J(C)/Q.

A partir d’aquest exemple, proposa la Conjectura de Yoshida, que
generalitza d’alguna manera la Conjectura de Shimura-Taniyama-
Weil.

Conjectura 4.4.1 La L−sèrie L(A, s) d’una varietat abeliana A de
dimensió 2 definida sobre Q coincideix (llevat de en un nombre finit
de factors locals) amb la L−sèrie d’Andrianov d’una forma modular
de Siegel de gènere 2 i pes 2 per a algun subgrup de congruència de
Sp(2,Z), suposant que L(A, s) té continuació anaĺıtica i satisfà una
equació funcional amb signe +1.

Per acabar presentem algunes observacions al voltant d’aquesta
conjectura

Observació 4.14 La condició del signe +1 en l’equació funcional
prové del fet que en el procediment de Yoshida s’obté la relació Z(F, s) =
L(f1, s)L(f2, s) amb f1 i f2 del mateix signe. Se’n segueix que Z(F, s)
té signe +1.

Observació 4.15 Aquesta condició ha estat vista per alguns com a
poc essencial. De tota manera, no s’ha trobat una forma modular de
Siegel, la L-sèrie d’Andrianov de la qual (llevat de en un nombre finit
de factors) coincideixi amb la L−sèrie d’una superf́ıcie abeliana que
admeti prolongació anaĺıtica i tingui signe −1 en l’equació funcional.

Observació 4.16 Les conjectures de Salvati-Manni i Top, demostrades
recentment per Okazaki [Oka06], proporcionen candidats per a formes
modulars de Siegel i superf́ıcies abelianes per a alguns casos concrets.
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Caṕıtol 5

Estructura de l’anell de
formes modulars de Siegel
per a gèneres 2 i 3

J. Nualart
Facultat de Matemàtiques
Universitat de Barcelona
Gran Via de les Corts Catalanes 585. E-08007, Barcelona
joan.nualart@ub.edu

En aquest caṕıtol explicarem alguns resultats sobre l’estructura
dels anells de formes modulars de gèneres 2 i 3. En primer lloc, co-
mentarem els treballs d’Igusa [Igu62, Igu64b] per al cas de gènere 2 i
donarem exemples expĺıcits de formes, amb els corresponents desen-
volupaments de Fourier. En segon lloc, veurem els resultats d’Igusa
[Igu67] que relacionen l’anell de formes modulars de gènere g amb
l’anell d’invariants projectius de formes binàries de grau 2g+2. Final-
ment, explicarem els resultats de Tsuyumine [Tsu86a, Tsu86b, Tsu87]
per al cas de gènere 3.

Amb finançament parcial d’una beca FPU del Ministerio de Educación y
Ciencia i de MEC MTM2006-04895.
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Notacions

Siguin g i l enters positius.

- Γg = Sp(g,Z), grup simplèctic enter;

- Γg(l) = {M ∈ Γg : M ≡ 12g (mod l)} ⊂ Γg, subgrup principal
de congruència mòdul l;

- Γ ⊂ Γg subgrup de congruència. A(Γ) l’anell graduat de formes
modulars respecte Γ;

- Hg semiespai superior de Siegel amb l’acció natural de Γg;

- Γg/Γg(l) actua en l’espai de formes modulars per a Γg(l) de
pes k: donada una forma modular f de pes k per a Γg(l) i
un element M ∈ Γg/Γg(l) l’acció de M sobre f és donada per
f |kM . En general no utilitzarem que aquesta correspondència
defineix una acció i, per a abreujar, escriurem Mf = f |kM ;

- Per a un enter positiu parell k > g + 1 i τ ∈ Hg considerem la
sèrie d’Eisenstein de pes k respecte Γg:

ψk(τ) =
∑

(
A B
C D

)
∈Γg,0\Γg

det(Cτ +D)−k ∈ A(Γg),

on Γg,0 = {( ∗ ∗0 ∗ )} ⊂ Γg.

- Siguin τ ∈ Hg i tm =
(

m′

m′′

)
∈ Z2g, que en general tindrà

entrades 0 i 1. Considerem la funció

θm(τ) =
∑
n∈Zg

eπi(t(n+ 1
2
m′)τ(n+ 1

2
m′)+m′′tn),

que anomenarem Thetanullwerte (o constant theta) de carac-
teŕıstica (semientera) m. Direm que la caracteŕıstica m és pa-
rella (resp. senar) si tm′m′′ és un enter parell (resp. senar).

- Donada una C-àlgebra graduada finitament generada

A =
⊕
k≥0

Ak,



5.1. El cas clàssic 91

que en aquest caṕıtol serà sempre un anell de formes modulars,
anomenarem funció generatriu1 de A a:∑

k≥0

dimC(Ak)T k.

Finalment, pel que fa als Thetanullwerte, convé recordar-ne la fórmula
de transformació i l’acció de Γg sobre aquests, ja que juguen un paper
central en la construcció de formes modulars per a g = 3.

Teorema 5.1 (Fórmula de transformació de Thetanullwerte)

Siguin M =
(
A B
C D

)
∈ Γg, τ ∈ Hg, m = t

(
m′

m′′

)
. Aleshores,

θMm(Mτ) = v(M)e2πiφm(M)|Cτ +D|1/2θm(τ),

on t(Mm) =
(
D −C
−B A

)
tm +

(
(CtD)∆
(AtB)∆

)
, v(M)8 = 1, φm(M) =

−1
8(tm′tBDm′+tm′′tACm′′−2tm′tBCm′′−2t(AtB)∆(Dm′−Cm′′))

i (·)∆ designa la diagonal de la matriu escrita com a vector columna.

�

5.1 El cas clàssic

Començarem recordant molt breument alguns resultats sobre l’estruc-
tura de l’anell de formes modulars clàssiques (gènere 1), A(Γ1), i els
seus generadors.

En primer lloc, l’anell A(Γ1) està generat per dues sèries d’Eisen-
stein algebraicament independents de pesos 4 i 6, ψ4 i ψ6; això és,
A(Γ1) = C[ψ4, ψ6].

Per tant, tenint en compte les descripcions expĺıcites dels desen-
volupaments de Fourier de les sèries d’Eisenstein clàssiques,

ψ2k(w) = 1 + (2πi)2k

Γ(2k)ζ(2k)

∑∞
t=1(

∑
d|t d

2k−1)e2πitw

= 1− 4k
B2k

∑∞
t=1 σ2k−1(t)qt,

1 Sovint aquesta funció també s’anomena sèrie de Hilbert o de Poincaré de A.
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podem obtenir el desenvolupament de Fourier de qualsevol element
de A(Γ1) a partir de la seva expressió com a polinomi en ψ4 i ψ6.

A més a més, aquestes dues funcions també tenen una inter-
pretació mitjançant Thetanullwerte de caracteŕıstica semientera:

2ψ4 =
∑

m parell θ
8
m,

2ψ6 =
∑

M∈Γ1/Γ1(2)M(θ8
00θ

4
01) = (θ4

00 + θ4
01)(θ

4
00 + θ4

10)(θ
4
01 − θ4

10).

Finalment, recordem que la forma parabòlica (no nul·la) de pes
més baix és el discriminant modular ∆,

22

33
∆ =

22

33
(ψ3

4 − ψ2
6) =

∏
k

θ8
k,

que té pes 12, i que el cos de funcions modulars és C(j), on

j = 1728
ψ3

4

∆
.

Per altra banda, donada una forma de grau 4, a0X
4+· · ·+a4, amb

arrels ξ1, . . . , ξ4, podem considerar els invariants projectius donats per
les expressions irracionals:

I2 = a2
0

∑
(12)2(34)2,

I3 = a4
0

∑
(12)2(34)2(13)(24),

I6 = a6
0

∏
i<j(ij)

2,

on (ij) = ξi − ξj i les sumes recorren totes les permutacions de les
arrels que donen sumands diferents.

L’anell d’invariants projectius d’una forma quàrtica és C[I2, I3] i
l’anell d’invariants absoluts, C(I3

2/I
2
3 ) = C(I3

2/I6).

Finalment, tenim la següent interpretació expĺıcita de la funció j
com un invariant absolut j = 1728ψ3

4/∆ = 25I3
2/I6, amb la correspo-

nent identificació entre z ∈ H1 i el polinomi de grau 4 que dóna un
model de Weierstrass de la corba el·ĺıptica associada.

El problema bàsic que tractarem en aquest caṕıtol serà veure com
aquesta relació entre funcions modulars i invariants absoluts s’estén
a una relació entre formes modulars i invariants projectius.
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5.2 Estructura de l’anell de formes modulars
de gènere 2

A continuació comentarem els resultats d’estructura per a l’anell de
formes modulars de gènere 2. Donarem generadors expĺıcits d’aquest
anell aix́ı com també del cos de funcions modulars i veurem la inter-
pretació d’aquests últims com a invariants de corbes de gènere 2.

Teorema 5.1 (Igusa, 1961) Siguin ψ4, ψ6, χ10 i χ12 formes modu-
lars no nul·les en els espais 1-dimensionals M4(Γ2), M6(Γ2), S10(Γ2)
i S12(Γ2), respectivament. Aleshores,⊕

k∈Z
M2k(Γ2) = C[ψ4, ψ6, χ10, χ12],

és a dir, les formes modulars ψ4, ψ6, χ10 i χ12 són algebraicament
independents i generen l’anell graduat de formes modulars de Siegel
de gènere 2 i pes parell. �

En el teorema anterior està clar que podem prendre ψ4 i ψ6 les
sèries d’Eisenstein de pesos 4 i 6, tal com indica la notació. També
podem definir formes parabòliques χ10 i χ12 a partir de sèries d’Eisen-
stein, com

χ10 = −43867 · 2−123−55−27−153−1(ψ4ψ6 − ψ10)

i

χ12 = 131 · 593 · 2−133−75−37−2337−1(3272ψ3
4 + 2 · 53ψ2

6 − 691ψ12).

A partir d’ara suposarem fixades aquestes funcions.

En particular, com en el cas de gènere 1, l’anell de formes mo-
dulars de Siegel de gènere 2 (i pes parell) està generat per sèries
d’Eisenstein.

Corol·lari 5.2 (Igusa, 1961) L’anell graduat de formes modulars
de pes parell està generat sobre C per les sèries d’Eisenstein ψ4, ψ6,
ψ10 i ψ12, que són algebraicament independents. �
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En particular, com a conseqüència del fet que les sèries d’Eisen-
stein s’apliquen a sèries d’Eisenstein mitjançant l’operador de Siegel,
aquest operador defineix un morfisme exhaustiu Φ : A(Γ2)→ A(Γ1).

A més, de manera immediata a partir del teorema d’estructura,
s’obté la funció generatriu de l’anell graduat de formes modulars i
l’estructura i generadors del cos de funcions modulars.

Corol·lari 5.3 La dimensió de l’espai de formes modulars de gènere
2 i pes 2k és

dimM2k(Γ2) = #{(p, q, s, t) ∈ Z4
≥0 : 2k = 4p+ 6q + 10s+ 12t}.

La funció generatriu de l’anell graduat de formes modulars de
gènere 2 i pes parell és

∞∑
k=0

dimM2k(Γ2)T 2k =
1

(1− T 4)(1− T 6)(1− T 10)(1− T 12)
. �

Corol·lari 5.4 El cos de funcions modulars de gènere 2 és C(g1, g2, g3),
on

g1 = ψ4ψ6ψ
−1
10 , g2 = ψ3

4ψ
−1
12 , g3 = ψ2

6ψ
−1
12 . �

En conseqüència, per a obtenir desenvolupaments de Fourier de
qualsevol forma modular, basta conèixer els desenvolupaments de
Fourier de les sèries d’Eisenstein de pesos 4, 6, 10 i 12. En el cas
de gènere 1 tenim una fórmula expĺıcita per a aquests coeficients; en
el cas de gènere 2, utilitzant les fórmules recursives de Maass [Maa78],
també podem calcular-los, vegeu [Tor08]. Aix́ı, per exemple, vistos
com a elements de C[[q1, q2, q3]] mitjançant el canvi de variables de
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Siegel (cf. [Gau00], [Tor08]), obtenim que

ψ4 = 1 + 240q1q22 + 240q1q22q3 + 240q21q
2
2q3 + 13440q21q

3
2q3

+2160q21q
4
2 + 30240q21q

4
2q3 + 2160q21q

4
2q

2
3 + 13440q21q

5
2q3

+30240q31q
4
2q3 + 240q21q

6
2q3 + 30240q31q

4
2q

2
3 + 138240q31q

5
2q3

+6720q31q
6
2 + 138240q31q

5
2q

2
3 + 181440q31q

6
2q3 + 2160q41q

4
2q

2
3

+13440q41q
5
2q3 + ...

ψ6 = 1− 504q1q22 − 504q1q22q3 − 504q21q
2
2q3 + 44352q21q

3
2q3

−16632q21q
4
2 + 166320q21q

4
2q3 − 16632q21q

4
2q

2
3 + 44352q21q

5
2q3

+166320q31q
4
2q3 − 504q21q

6
2q3 + 166320q31q

4
2q

2
3 + 2128896q31q

5
2q3

−122976q31q
6
2 + 2128896q31q

5
2q

2
3 + 3792096q31q

6
2q3 − 16632q41q

4
2q

2
3

+44352q41q
5
2q3 + ...

ψ10 = 1− 264q1q22 − 264q1q22q3 − 264q21q
2
2q3 + 227244864

43867 q21q
3
2q3

−135432q21q
4
2 + 2626026480

43867 q21q
4
2q3 − 135432q21q

4
2q

2
3

+ 227244864
43867 q21q

5
2q3 + 2626026480

43867 q31q
4
2q3 − 264q21q

6
2q3

+ 2626026480
43867 q31q

4
2q

2
3 + 306175997952

43867 q31q
5
2q3 − 5196576q31q

6
2

+ 306175997952
43867 q31q

5
2q

2
3 + 950818774752

43867 q31q
6
2q3 − 135432q41q

4
2q

2
3

+ 227244864
43867 q41q

5
2q3 + ...

ψ12 = 1 + 65520
691 q1q

2
2 + 65520

691 q1q
2
2q3 + 65520

691 q21q
2
2q3 + 22266840960

53678953 q21q
3
2q3

+ 134250480
691 q21q

4
2 + 456798756960

53678953 q21q
4
2q3 + 134250480

691 q21q
4
2q

2
3

+ 22266840960
53678953 q21q

5
2q3 + 456798756960

53678953 q31q
4
2q3 + 65520

691 q21q
6
2q3

+ 456798756960
53678953 q31q

4
2q

2
3 + 162868282536960

53678953 q31q
5
2q3 + 11606736960

691 q31q
6
2

+ 162868282536960
53678953 q31q

5
2q

2
3 + 661522702800960

53678953 q31q
6
2q3 + 134250480

691 q41q
4
2q

2
3

+ 22266840960
53678953 q41q

5
2q3 + ...

on els monomis en vermell corresponen a matrius definides positives.

A partir d’aquests desenvolupaments es poden calcular, per exem-
ple, els desenvolupaments de χ10 i χ12:

χ10 = − 1
4
q2
1q3

2q3 + 1
2
q2
1q4

2q3 − 1
4
q2
1q5

2q3 + 1
2
q3
1q4

2q3 + 1
2
q3
1q4

2q2
3

+4q3
1q5

2q3 + 4q3
1q5

2q2
3 − 9q3

1q6
2q3 − 1

4
q4
1q5

2q3 + ...

χ12 = 1
12

q2
1q3

2q3 + 5
6
q2
1q4

2q3 + 1
12

q2
1q5

2q3 + 5
6
q3
1q4

2q3 + 5
6
q3
1q4

2q2
3

− 22
3

q3
1q5

2q3 − 22
3

q3
1q5

2q2
3 − 11q3

1q6
2q3 + 1

12
q4
1q5

2q3 + ...

Observació 5.2.1 En general, el producte de sèries en tres indeter-
minades és costós de realitzar i per això convé trobar altres mètodes
per al càlcul dels desenvolupaments de Fourier, vegeu [Sko92].

Abans de veure la relació de les funcions anteriors amb Theta-
nullwerte estudiarem el cos de funcions modulars. Per a això, tal
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com hem fet en el cas clàssic, introduirem els invariants projectius de
formes sèxtiques.

Sigui u la forma sèxtica u0X
6 + u1X

5 + · · · + u6, ξ1, . . . , ξ6 les
seves arrels i escrivim (ij) = ξi − ξj . Definim els invariants projec-
tius A,B,C,D d’aquesta forma sèxtica a partir de les expressions
irracionals

A(u) = u2
0

∑
quinze(12)2(34)2(56)2,

B(u) = u4
0

∑
deu(12)2(23)2(31)2(45)2(56)2(64)2,

C(u) = u6
0

∑
seixanta(12)2(23)2(31)2(45)2(56)2(64)2(14)2(25)2(36)2,

D(u) = u10
0

∏
j<k(jk)

2,

on les sumes recorren totes les permutacions de les arrels que donen
sumands diferents i els sub́ındexs indiquen el nombre de sumands que
té el sumatori. A partir d’aquests invariants projectius es defineixen
els invariants absoluts:

j1 = 2432B/A2, j2 = 2633(3C −AB)/A3, j3 = 2 · 35D/A5.

L’expressió dels invariants absoluts anteriors mitjançant formes
modulars, o equivalentment, la seva descripció expĺıcita com a fun-
cions modulars es troba en [Igu62] i és:

j1 =
ψ4χ

2
10

χ2
12

, j2 =
ψ6χ

3
10

χ3
12

, j3 =
χ6

10

χ5
12

.

El següent pas seria donar desenvolupaments de Fourier d’aques-
tes funcions, però abans convé notar que no tot quocient de sèries
formals en tres indeterminades admet una descripció com a sèrie de
Laurent. Ara bé, els quocients que defineixen les funcions j1, j2, j3 śı
que n’admeten, i això es deu al fet que el desenvolupament de tota for-
ma parabòlica està en q21q

3
2q3C[[q1, q2, q3]] i que 12χ12/q

2
1q

3
2q3 té terme

constant 1. En conseqüència, podem calcular els desenvolupaments
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de Laurent d’aquestes funcions i obtenim, d’acord amb [Gau00],

j1 = 9− 216q2 − 216q1q2 + 3456q22 − 4730q32 − 216q1q2q3
+10368q1q22 + 597888q42 + 3456q21q

2
2 − 238680q1q32

+10368q1q22q3 + . . .
j2 = −27 + 972q2 − 21384q22 + 972q1q2 + 376164q32 − 34992q1q22

+972q1q2q3 − 21384q21q
2
2 + 910764q1q32 − 34992q1q22q3

−5828112q42 + . . .
j3 = q21q

3
2q3
(

243
4 −

7533
2 q2 + 525123

4 q22 − 7533
2 q1q2

−7533
2 q1q2q3 + 283338q1q22 − 3411720q32 + 525123

4 q21q
2
2

−11756583q1q32 + 283338q1q22q3 + 13876860q42 + . . .
)

Per a acabar veurem que les funcions anteriors admeten una des-
cripció mitjançant Thetanullwerte de manera similar al que passava
en gènere 1. Aix́ı podem escriure:

22ψ4 =
∑

m parell θ
8
m,

22ψ6 =
∑
±(θm1θm2θm3)

4 =
∑

Γ2/Γ2(2)M(θ4
0000θ

4
0001θ

4
0010),

−214χ10 =
∏

m parell θ
2
m,

2173χ12 =
∑

(θm1 . . . θm6)
4,

on les sumes recorren:

- per a ψ6: ternes sizigètiques (la suma de les tres caracteŕıstiques
és parella), amb el signe + per a la terna m1 = (0000), m2 =
(0001), m3 = (0010) i la resta de signes obtinguts a partir
d’aquest (60 sumands: 30 amb signe + i la resta amb signe −).

- per a χ12: complements de quaternes sizigètiques.

Ara, abans d’acabar momentàniament la discussió sobre gènere 2,
ens podŕıem preguntar sobre l’existència de formes modulars de pes
senar.

Recordem que en gènere g i pes k, si gk és senar, no hi ha formes
modulars no nul·les de gènere g i pes k. Per a g = 2, a diferència del
que passa en gèneres 1 i 3, això no dóna una obstrucció i, per tant,
podem tenir formes modulars de pes senar. El fet és que n’hi ha i
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la de pes menor es pot prendre χ35 ∈ S35(Γ2) definida mitjançant
Thetanullwerte com

23953iχ35 =
( ∏

m parell

θm

)(∑
M(θ0000θ0001θ0100)20

)
,

on la suma recorre Stab(
∏
θm)/Stab((θ0000θ0001θ0100)20) i Stab(·) ⊂

Γ2 denota el subgrup de Γ2 que fixa el corresponent producte de
Thetanullwerte.

Però només això, ja que, com veurem més endavant, es pot provar
que l’anell obtingut adjuntant aquesta forma senar a l’anell de formes
modulars de pes parell és l’anell graduat de totes les formes modulars
de Siegel de gènere 2.

5.3 Alguns resultats generals

Tal com hem comentat en la introducció, volem establir una relació
entre l’anell de formes modulars i l’anell d’invariants projectius. Per a
fer això necessitem recuperar un resultat clàssic sobre Thetanullwerte,
la fórmula de Thomae, aix́ı com alguns resultats d’Igusa [Igu64a,
Igu66] sobre l’anell de Thetanullwerte.

SiguiW ⊂ C2g+2 la varietat quasiprojectiva {ξ = (ξ1, . . . , ξ2g+2) ∈
C2g+2 : ξi 6= ξj , ∀i 6= j} i per a cada punt ξ ∈W considerem la corba
hiperel·ĺıptica C(ξ) associada a y2 =

∏
1≤i≤2g+2(x− ξi).

Per a i = 1, . . . , 2g + 2 fixem Pi ∈ C(ξ) el punt corresponent a
x = ξi i considerem J(ξ) la jacobiana de C(ξ) amb funció canònica
φ : C(ξ) → J(ξ) tal que φ(P1) = 0J(ξ). Escrivim Z = Z(ξ) ∈ Hg tal
que defineix J(ξ).

Sigui φ(Pi) = 1
2

t
m′′

i + 1
2

t
m′

iZ, amb m′
i,m

′′
i ∈ Zg vectors columna i

definim t =
∑
mi, on mi =

(
m′

i

m′′
i

)
i la suma és sobre els mi tals que

exp(πitm′
im

′′
i ) = −1.

Teorema 5.5 - θt+m(Z(ξ)) 6= 0 si i només si m = mi2 + · · · +
mig+1 amb 2 ≤ i2 < · · · < ig+1 ≤ 2g + 2.
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- (Fórmula de Thomae) Sigui {ig+2, . . . , i2g+2} el complement de
{1, i2, . . . , ig+1} en {1, . . . , 2g + 2} i escrivim

(i1 . . . is, is+1 . . . i2s) =
∏

1≤i<j≤is

(ξi − ξj)
∏

s+1≤i<j≤2s

(ξi − ξj).

Aleshores, el quocient

θ8
t+mi2

+···+mig+1
(Z(ξ))/(1i2 . . . ig+1, ig+2 . . . i2g+2)2

és independent de i2, . . . , ig+1. �

El teorema anterior ens dóna una manera d’associar a una funció
theta que no s’anul·la en un punt Z(ξ) un producte de ((ξi− ξj)2)1/8.

Però no només això, sinó que es pot determinar quan un pro-
ducte de Thetanullwerte es correspon, segons el teorema anterior,
amb potències enteres.

Teorema 5.6 (Igusa, 1966) Sigui k un enter positiu i considerem
un producte θm1 . . . θm2k

tal que (θm1 . . . θm2k
)(Z(ξ)) 6= 0. Si subs-

tituim cada θm per la corresponent expressió en termes de ξi − ξj,
obtenim un producte de potències enteres de ξi − ξj si, i només si,
θm1 . . . θm2k

defineix una forma modular de nivell 2. �

I a més controlem quins productes de Thetanullwerte són formes
modulars per a Γg(2):

Teorema 5.7 (Igusa, 1965) L’anell graduat A(Γg(2)) és la clausura
entera de l’anell graduat generat sobre C per monomis θm1 . . . θm2k

de
caracteŕıstiques semienteres

tmα =
(
m′

α

m′′
α

)
, α = 1, . . . , 2k,

amb m′
α i m′′

α vectors d’entrades enteres que compleixen∑
α(m′

αi
)2 ≡

∑
α(m′′

αi
)2 ≡ 0 (mod 4),∑

αm
′
αi
m′

αj
≡
∑

αm
′
αi
m′

αj
≡ 0 (mod 2),∑

αm
′
αi
m′′

αj
≡ 0 (i 6= j) (mod 2),∑

αm
′
αi
m′′

αi
≡ k (mod 2).

�
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Observació 5.3.1 Per a g = 2, l’anell de Thetanullwerte anterior
és ı́ntegrament tancat i, per tant, coincideix amb l’anell de formes
modulars de nivell 2. De manera similar, Igusa descriu altres anells de
formes modulars com a clausures enteres d’anells de Thetanullwerte,
que per a g = 2 són ı́ntegrament tancats, i dóna exemples expĺıcits
de no normalitat mitjançant nullwerte jacobians per a gèneres g ≥ 3
(cf. [Igu81]).

5.3.1 El morfisme ρ

Utilitzant tots els resultats que hem vist fins ara es pot demostrar el
següent teorema, que relaciona, tal com ja hav́ıem anticipat, l’anell
de formes modulars de Siegel de gènere g amb l’anell d’invariants
projectius d’una forma binària de grau 2g + 2, S(2, 2g + 2).

Teorema 5.8 (Igusa, 1966) Sigui A(Γg) l’anell graduat de formes
modulars de Siegel de gènere g i S = S(2, 2g + 2).

Existeix un morfisme

ρ : un subanell de A(Γg)→ S

que incrementa el pes per un factor 1
2g i que és únicament determinat

mòdul multiplicació per un factor iαk en la part homogènia de grau
k, α ∈ {0, 1, 2, 3}.

(i) El domini de definició de ρ conté tots els elements de pes pa-
rell i els polinomis en Thetanullwerte continguts en A(Γg). En
particular, resulta que és tot A(Γg) per a g senar i també per a
g = 2, 4.

(ii) Un element ψ ∈ A(Γg) està en el nucli de ρ si i només si ψ s’a-
nul·la en tots els punts de Hg associats a una corba hiperel·ĺıptica
(en particular, és injectiu per a g = 1, 2).

(iii) Donades dues formes modulars f i g del mateix pes per a les
quals ρ està definit, ξ ∈ W i Z(ξ) ∈ Hg associat a J(ξ), es té
que f(Z(ξ))/g(Z(ξ)) = ρ(f)/ρ(g) com a funcions de ξ. �
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En conseqüència, per a g = 1, ρ és bijectiva; per a g = 2, és
injectiva i per a gèneres superiors no és ni injectiva ni exhaustiva. Es
pot determinar un subanell de S0 ⊂ S que conté la imatge de ρ.

Teorema 5.9 Sigui S = S(2, r), r ≥ 4, l’anell graduat d’invariants
projectius de formes binàries de grau r i sigui I un invariant projectiu
de grau s, vist com un element de C[{ξi − ξj}1≤i<j≤r]. Considerem
la valoració

ν(I) = −degt I(ξ1, . . . , ξr−3, t+ ξr−2, . . . , t+ ξr) +
s(3r − 10)
r − 2

i escrivim S0 el subanell de S generat per elements de valoració no
negativa. Aleshores, la imatge de ρ està continguda en S0. �

Idea 5.1 (g = 2, 3) Per a una forma modular f , la valoració ν(ρ(f))
és la multiplicitat del locus reductible com a zero (o per a una funció
modular pol) de f .

Com veurem més endavant, els Thetanullwerte no només juguen
un paper fonamental a l’hora de relacionar les formes modulars amb
invariants projectius, sinó que també són indispensables per a cons-
truir formes modulars d’una manera senzilla i expĺıcita en gèneres
superiors, on ja no és cert que totes les formes modulars (de pes
parell) siguin polinomis en sèries d’Eisenstein.

5.4 Aplicació: Una demostració del teorema
d’estructura per a gènere 2

Mantenim les notacions de la secció 5.2 i escrivim I4, I6, I10, I12, I35
les imatges per ρ de 22ψ4, 22ψ6,−214χ10, 2173χ12, 23953iχ35, respec-
tivament.

L’anell d’invariants projectius de formes binàries de grau 6 és ge-
nerat pels quatre invariants A,B,C,D de grau parell més un invariant
E de grau 15 definit per

E =
∏∣∣∣∣∣∣

1 ξ1 + ξ2 ξ1ξ2
1 ξ3 + ξ4 ξ3ξ4
1 ξ5 + ξ6 ξ5ξ6

∣∣∣∣∣∣ ,
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on el producte recorre totes les permutacions de les arrels que donen
factors diferents. L’expressió dels invariants I4, I6, I10, I12, I35 en ter-
mes de A,B,C,D,E s’obté a partir de les seves expressions per mitjà
de Thetanullwerte; resulta

I4 = B, I6 =
AB − 3C

2
, I10 = D, I12 = AD, I35 = 53D2E.

Si calculem la valoració ν d’aquests invariants s’obté que

ν(A) = −2, ν(B) = ν(C) = 0, ν(D) = 2 i ν(E) = −3,

d’on resulta que els invariants I4, I6, I10, I12, I35 generen S(2, 6)0.

Aquest fet, juntament amb la injectivitat del morfisme ρ, dóna
una demostració del teorema d’estructura de l’anell de formes modu-
lars de gènere 2 (no només per al subanell de grau parell).

Teorema 5.10 (Igusa, 1963) L’anell graduat de formes modulars
de gènere 2 és A(Γ2) = C[ψ4, ψ6, χ10, χ12, χ35]. La funció generatriu
d’aquest anell graduat és

(1 + T 35)
(1− T 4)(1− T 6)(1− T 10)(1− T 12)

. �

Per a acabar, donarem l’expressió de χ2
35 en funció de les formes

modulars ψ4, ψ6, χ10, χ12, que es pot obtenir a partir de l’expressió
de E2 en termes de A,B,C,D:

χ2
35 = 2−123−9χ10

[
224315χ5

12 − 21339ψ3
4χ

4
12 − 21339ψ2

6χ
4
12

+33ψ6
4χ

3
12 − 2 · 33ψ3

4ψ
2
6χ

3
12 − 21438ψ2

4ψ6χ10χ
3
12

−22331252ψ4χ
2
10χ

3
12 + 33ψ4

6χ
3
12 + 2113637ψ4

4χ
2
10χ

2
12

+211365 · 7ψ4ψ
2
6χ

2
10χ

2
12 − 2233953ψ6χ

3
10χ

2
12 − 32ψ7

4χ
2
10χ12

+2 · 32ψ4
4ψ

2
6χ

2
10χ12 + 211355 · 19ψ3

4ψ6χ
3
10χ12

+2203853 · 11ψ2
4χ

4
10χ12 − 32ψ4ψ

4
6χ

2
10χ12 + 2113552ψ3

6χ
3
10χ12

−2ψ6
4ψ6χ

3
10 − 21234ψ5

4χ
4
10 + 22ψ3

4ψ
3
6χ

3
10 + 2123452ψ2

4ψ
2
6χ

4
10

+2213754ψ4ψ6χ
5
10 − 2ψ5

6χ
3
10 + 2323955χ6

10

]
.
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5.5 El cas de gènere 3

La demostració del teorema d’estructura per a l’anell graduat de
formes modulars de gènere 3 que es troba en [Tsu86a, Tsu86b] es
basa, essencialment, en un estudi expĺıcit del morfisme ρ i de la com-
patibilitat, mitjançant diferents morfismes, entre aquest i els corres-
ponents morfismes per a gèneres inferiors. Tots els detalls sobre la
construcció d’aquests morfismes i les diferents compatibilitats es po-
den trobar en l’article original.

Com que l’article és molt llarg i tècnic ens limitarem a donar una
pinzellada dels punts que intervenen en la demostració, parant espe-
cial atenció a les tècniques per a la construcció de formes modulars
a partir de Thetanullwerte.

5.5.1 Les formes modulars χ18 i χ28

Sabem que el nucli del morfisme ρ està generat pel conjunt de formes
modulars que s’anul·len en el locus hiperel·ĺıptic. Per això, en el cas
g = 3, el nucli del morfisme ρ és principal i està generat per una
forma modular de pes 18, χ18, definida per

χ18 =
∏

m parell

θm,

que s’anul·la (amb multiplicitat 1) en la clausura del locus hiperel·ĺıp-
tic.

Per a poder classificar completament els punts de H3 cal introduir
una nova forma modular que diferencïı els punts hiperel·ĺıptics dels
punts reductibles. Això és el que fa la forma modular χ28:

χ28 =
1

322560

∑
M∈Γ3/Γ3(2)

Mχ2
18/((131))2,

on

((131)) = θ000100θ000101θ000000θ000001θ000011θ000010θ000111θ000110.
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Aleshores, si Z ∈ H3:
χ18(Z) 6= 0 : Z no hiperel·ĺıptic,

χ18(Z) = 0

{
χ28(Z) 6= 0 : Z hiperel·ĺıptic,
χ28(Z) = 0 : Z reductible.

Observació 5.5.1 χ28 s’anul·la amb multiplicitat 8 al llarg del locus
reductible.

5.5.2 Una descomposició de l’anell A(Γ3)/χ18A(Γ3)

Per a ν parell definim A(ν) l’ideal graduat de A(Γ3) generat per ele-
ments homogenis tals que ν(f) ≥ ν, on ν(f) és l’ordre d’anul·lació de
f |V en R, i on V designa el locus hiperel·ĺıptic i R el locus reductible.

Observació 5.5.2 L’ordre ν satisfà que ν(f) = ν(ρ(f)).

Observem, per exemple, que χ18 ∈ A(ν) per a tot ν. Definim
també A(ν) = A(ν)/A(ν + 2) i resulta que

A(Γ3)/χ18A(Γ3) ∼=
⊕

ν

A(ν).

- Es té una inclusió

A(ν) ↪→ A(Γ′2)⊗A(Γ1),

on Γ′2 ⊂ Γ2 és el subgrup d’́ındex 6 que deixa invariant la carac-
teŕıstica (1110) (χ28 intervé en la definició d’aquest morfisme).

- L’estudi d’aquesta inclusió depèn del coneixement de formes
modulars en A(Γ3).

- Per a A(ν), ν ≥ 6, es té un isomorfisme

χ28A(ν) ∼= A(ν + 8).
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Per tant, això redueix l’estudi dels anells graduats A(ν) a l’estudi
d’algunes de les peces de grau baix, que es realitza mitjançant el
coneixement de generadors i utilitzant fortament l’interpretació de
formes modulars com a invariants.

Tot això permet la determinació de les funcions generatrius de
tots aquests ideals (en un determinat moment cal utilitzar també el
teorema del punt fix d’Atiyah-Singer i el principi de proporcionalitat
de Hirzebruch).

5.5.3 Construcció de formes modulars

Els conceptes bàsics que intervenen en la construcció de formes mo-
dulars de gènere 3 a partir de Thetanullwerte són els de successions
sizigètiques i azigètiques maximals.

Definició 5.1 Una successió de caracteŕıstiques m1, . . . ,ms es diu:

- sizigètica: si qualsevol subterna és sizigètica (la seva suma és
parella);

- azigètica: si qualsevol subterna és azigètica (la suma és senar).

Γ3/Γ3(2) actua transitivament en el conjunt de les 135 successions
sizigètiques maximals i en el conjunt de les successions azigètiques
maximals.

En conseqüència, totes les successions sizigètiques (resp. azigèti-
ques) maximals tenen el mateix cardinal; més concretament: tota
successió sizigètica maximal té longitud 8 i tota successió azigètica
maximal té longitud 6.

Tenint en compte aquests conceptes, podem construir formes mod-
ulars per a Γ3(2) de les tres maneres següents:

(i) El producte de Thetanullwerte associats a una successió sizigètica
maximal és una forma modular per a Γ3(2).
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(ii) El quadrat del producte de Thetanullwerte associats a la inter-
secció de dues successions sizigètiques maximals és una forma
modular per a Γ3(2).

(iii) Tota potència quarta d’un Thetanullwerte parell és una forma
modular per a Γ3(2).

En conseqüència, tot polinomi de Thetanullwerte que s’escrigui
com una funció racional de Thetanullwerte a partir dels punts ante-
riors i χ18 serà una forma modular per a Γ3(2).

Exemples

Seguint les notacions de [Tsu86a], tenim

α4 = 1
8

∑
k parell θ

8
k =

∑135
i=1((i))

=
∑

M∈Γ3/Γ3(2)M((131) ∩ (132)),
α6 = 2−63−17−1

∑
M∈Γ3/Γ3(2)M(θ4

000000((131))) = 8ψ6,

α10 = −2−43−25−111−1∑
M∈Γ3/Γ3(2)M(((73) ∩ (85))((115) ∩ (119))((131))/θ4

000000),
α12 = 2−33−2

∑
{ki} maximal azigètica(θk1 . . . θk6)

4,

...

on

((73)) = θ111000θ110000θ011000θ010000θ001000θ000000θ101000θ100000,
((85)) = θ110000θ110001θ010000θ010001θ000000θ000001θ100000θ100001,

((115)) = θ011100θ010100θ110110θ111110θ001000θ000000θ100010θ101010,
((119)) = θ010100θ010101θ110111θ110110θ000000θ000001θ100011θ100010,
((131)) = θ000100θ000101θ000000θ000001θ000011θ000010θ000111θ000110,
((132)) = θ000100θ000101θ100011θ100010θ100000θ100001θ000111θ000110.

Observació 5.5.3 α12 /∈ 〈α3
4, ψ

2
6, ψ12〉C ja que α12 és una forma

parabòlica (està en el nucli de l’operador de Siegel) però les imatges
de les tres formes α4, ψ6 i ψ12 per l’operador de Siegel són algebraica-
ment independents, ja que són les corresponents sèries d’Eisenstein
de gènere 2. En particular, α12 no es pot escriure com un polinomi
en sèries d’Eisenstein.
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5.6 Teorema d’estructura

Teorema 5.11 (Tsuyumine, 1986) A(Γ3) està generat per 34 formes
modulars: α4, α6, α10, α12, α′12, α16, α18, α20, α24, α30, β14, β16,
β22, β′22, β26, β28, β32, β44, γ20, γ24, γ26, γ32, γ′32, γ36, γ38, γ′38, γ42,
γ44, δ30, δ36, δ46, δ48, χ28, χ18. La funció generatriu de A(Γ3) és

1
(1− T 4)(1− T 12)2(1− T 14)(1− T 18)(1− T 20)(1− T 30)

(1 + T 6 + T 10 + T 12 + 3T 16 + 2T 18 + 2T 20 + 5T 22

+4T 24 + 5T 26 + 7T 28 + 6T 30 + 9T 32 + 10T 34 + 10T 36 + 12T 38

+14T 40 + 15T 42 + 16T 44 + 18T 46 + 18T 48 + 19T 50 + 21T 52

+19T 54 + 21T 56 + 21T 58 + 19T 60 + 21T 62 + 19T 64 + 18T 66

+18T 68 + 16T 70 + 15T 72 + 14T 74 + 12T 76 + 10T 78 + 10T 80

+9T 82 + 6T 84 + 7T 86 + 5T 88 + 4T 90 + 5T 92 + 2T 94 + 2T 96

+3T 98 + T 102 + T 104 + T 108 + T 114). �

Gràcies a l’expressió de les formes modulars anteriors tenim també
el següent corol·lari:

Corol·lari 5.12 A(Γ3) està contingut en l’anell graduat de Theta-
nullwerte de caracteŕıstica semientera. �

- L’ideal de formes parabòliques està generat per les formes α12,
α16 − 27

4 α6α10, α18 − 27α2
4α10, α20 − 27

4 α
2
10, α24 − 243

2 α4α
2
10,

α30 − 2511
4 α3

10, βi, β′i, γi, γ′i, δi, χi. Com que tenim la successió
exacta

0→ S(Γ3)→ A(Γ3)
Φ→ A(Γ2)→ 0,

la funció generatriu de l’ideal de formes parabòliques s’obté
restant la funció generatriu de A(Γ2)(parell) de la de A(Γ3).

- L’ideal que defineix el locus reductible està generat per βi, β′i,
γi, γ′i, δi, χi.

- Totes les funcions anteriors tenen desenvolupaments de Fourier
racionals.

- La notació per a les funcions és αi, α
′
i ∈ A(0), βi, β

′
i ∈ A(2),

γi, γ
′
i ∈ A(4) i δi ∈ A(6).
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- Totes les funcions anteriors es poden descriure mitjançant Theta-
nullwerte de caracteŕıstica semientera, però no mitjançant sèries
d’Eisenstein.

5.7 Funcions modulars

A partir d’aquests elements podem donar una descripció del cos de
funcions modulars de gènere 3, que sabem que té grau de tran-
scendència 6 sobre C, mitjançant 33 generadors. Aquest nombre de
generadors es pot rebaixar considerablement tal com es demostra en
[Tsu87] i es té el resultat següent.

Teorema 5.13 (Tsuyumine, 1987) El cos de funcions modulars
de gènere 3 està generat per les 7 funcions modulars següents: α2

6/α
3
4,

α12/α
3
4, α

′
12/α

3
4, (α20 − 5α2

10 + 7cα6β14)/α5
4, (7α30 − 313α20α10 +

865α3
10)/(α

6
4α6), χ28/α

7
4, χ18/(α3

4α6), on c es pot prendre tal que
compleixi 23643315177161124ac ∈ Q−Z per a qualsevol enter positiu a
menor que 228345. �

- La condició que donem sobre c és suficient però no necessària;
de fet, es veu que el resultat és cert per a qualsevol valor racional
de c, potser llevat d’un.
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