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Presentacio

Aquest volum conté les notes de les conferéncies sobre el tema Formes
Modulars de Siegel presentades en la 22a edicié del Seminari de Teo-
ria de Nombres (UB-UAB-UPC), celebrat del 28 de gener a 1'l de
febrer de 2008, a Vilanova i la Geltri, a ’Escola Politecnica Superior
d’Enginyeria.

El programa general fou elaborat per A. Arenas i J. Guardia i
les sessions foren dutes a terme per persones del seminari. La seva
col-laboracié en redactar el contingut de les exposicions ha fet possible
I’edicié d’aquest volum.

Les formes modulars de Siegel intervenen en la demostracié de
molts resultats rellevants obtinguts els darrers anys en teoria de
nombres. En el seminari se’n tractaren diversos aspectes relatius
en primer lloc a aspectes basics, relatius als desenvolupaments de
Fourier de les formes modulars de Siegel, grup modular de Siegel i
domini fonamental, series de Dirichlet associades a formes modulars
de Siegel, algebra de Hecke; aixi com també aspectes aplicats, relatius
a lestructura de I'anell de formes modulars de Siegel per a generes 2
i3.

A. Arenas J. Guardia

Barcelona, 9 de Setembre de 2008
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Capitol 1

Aspectes basics de les
formes modulars de Siegel

E. TORRES

Dept. de Matematica Aplicada IV

Escola Politecnica Superior d’Enginyeria de Vilanova i la Geltra
Av. Victor Balaguer s/n

08800 Vilanova i la Geltri

Introduccié

L’objectiu d’aquest capitol es definir les formes modulars de Siegel,
tot remarcant el principi de Koecher i les seves conseqiiencies. S’intro-
dueixen els desenvolupaments de Fourier i el canvi de Siegel. A partir
de l'operador de Siegel, del que també s’estudien les seves propietats
basiques, es defineixen i s’aprofundeixen les formes paraboliques. Fi-
nalment es caracteritza ’anell graduat de formes modulars de Siegel
de pes parell en genere 2 i es mostra un metode per a calcular els
coeficients de les séries d’Eisenstein de pes parell.
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1.1 Formes modulars de Siegel

1.1.1 Definicions

Definicié 1 Una forma modular de Siegel de pes k respecte del grup
Iy, = Sp(n,Z) (génere n) és una funcié f : H,, — C que verifica:

(i) Es holomorfa sobre Hy,

A B ‘
c D ) eIy, =Sp(n,Z) i per a tot

Z €M, es té que f(M < Z >) = f((AZ+ B)(CZ + D)™ ') =
det(CZ + D)* f(Z)

(ii) Per a tota matriu M = <

(iii) Per a tot yop > 0, f estd acotada en el domini y > yo

_ 0o I, I, S ot
Coan—<<In 0>,<0 I, ,9 = S entera >, per a

veure (2) només cal comprovar-ho en aquests tipus de matrius.
Sigui f |x: H,, — C,M €T, i definim j(M,Z) :=det(CZ + D) €
C*. Aleshores,

(f e M)(Z): = (M <Z>)j(M,Z)*
= f((AZ + B)(CZ + D)"Y)det(CZ + D)~*

Per tant la condici6 (2) de la definici6 es transforma en f | M = f,
amb M €I, donant lloc a la seglient definicié equivalent:

Definicié 2 (Notacié de Petersson): Una forma modular de Siegel

de pes k respecte del grup I'y, és una funcio f : H, — V que
verifica:

(i) Es holomorfa sobre H,

(iii) Per a tot yp > 0, f estd acotada en el dominiy > yo

Es pot comprovar sense dificultats que:
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1) J(MN,Z)=j(M,N < Z >)j(N, Z)

2) flk (MN) = (f & M) [x N

Finalment, generalitzar la nocié de forma modular tal com la co-
neixem per a g = 1 suposa generalitzar el ”factor d’automorfia” (cz+
d)*. Considerem una representaci6 p : GL(n,C) — GL(V),on V és
un espai vectorial sobre C de dimensio finita.

Definicié 3 (Van der Geer): Una forma modular de Siegel de pes
p respecte del grup Ty, = Sp(n,Z) és una funcié f : H, — V que
verifica:

(i) Es holomorfa sobre H,
(ii) f(M<Z>)=p(CZ+D)f(Z) Mel,

(iii) Per a tot yo > 0, f esta acotada en el domini y > yo

My, (T',) denotara el conjunt de totes les formes modulars de pes k i
genere n. Es directe comprovar que:

- My(T'y,) és un espai vectorial sobre C.

- Si kn és senar, My(T',) = {0}ja que f | (=M) = (=1)*"f |,
(M)

Mg(Lp)x Mp(Tn) — My (Tn)
(fi9)  — fg

- f(Z+8) = f(Z2), per a tota S entera i simetrica

- f(=271) = det(Z)"f(Z)

- f(Z[U]) = f(U'ZU) = det(U)* f(Z), per a tota U € GL(n,Z)
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1.1.2 Exemples

Exemple 1.1 Siguin S € M,(Z), T € My(Z) simétriques, 8 | p,
S > Oparella (amb els elements de la diagonal principal parells),
unimodular © Z € H,,. La funcio 0 generalitzada:

0(S,2) = Z emio(S[G12) Z A(S, T)em'a(TZ)
GEMpxq(Z) T>0
on  A(S,T):=t{G € Myxy(Z) | S[G]=G'SG =T}

és una forma modular de pes p/2 sobre T'y,, on o designa la traga.

Recordem que aquesta série convergeix absolutament i uniforme a les
regions Y > Yy > 0 i per tant defineix una funcié holomorfa de H,,
en C.

Exemple 1.2 Sigui el Thetanullwerte

0m|(Z) := Z eTiZ[gtal+2mib'g
geL™

on m = (ab)’, amb a,b € {0,1}", Z € H,

Per a cada theta-caracteristica m, 0[m](Z) és una funcié parella o
senar segons la paritat de m, la qual ve definida per la paritat del
signe (—1)%Y. A més recordem que 0]m](Z) = 0 si a’.b és senar-
Qualsevol polinomi homogeni simétric en els {an}m parella €8 una for-
ma modular. Més concretament,

A™Y(Z) = H 0lm)*(2) € Mgn 1)n+1(I'p)

m parella
Exemple 1.3 Si volem precisar més, sigui
8 sig=1,

k=< 2 sig=2,
1 sig>3.



Desenvolupament de Fourier 7

Aleshores la funcid Ay(Z) = H 0[m]*s(Z) és una forma mo-
m parella
dular no nul-la de pes

12 sig=1,
10 sig=2,
(29 4+1)2972 sig>3.

Exemple 1.4 Per a tot enter k parell, k > n+1 es defineix la serie
d’Fisenstein E) com:

En(Z) = > det(CZ + D)~*
4B €l'o\ S Z
o p |€ro\semD)

on el subgrup I'g ve definit per I'g = {( 13 IB; > € Sp(n,Z)}.

Ei  és una forma modular de pes k.

1.2 Desenvolupament de Fourier

Tota forma modular f : H, — C verifica que f(Z+T) = f(Z) per
a tota T entera i simetrica. Per tant admet un desenvolupament en
serie de Fourier de la forma:

on 1T recorre totes les matrius enteres, simetriques i parelles.

a(T) = ™) / F(X +iY)emeTX) g x.

—1<zy<1

Aquest desenvolupament s’anomena desenvolupament de Fourier de
f1ia(T) coeficients de Fourier. f(Z) convergeix absolutament i uni-
forme a les regions Y > Yy > 0.
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Lema 1.5 Els coeficients de Fourier a(T') d’una forma modular

[(2)= Y am)ered?)

T parella

satisfan que a(T[U]) = (detU)*a(T) VY U € GL(n,Z).
En particular, a(TU]) = a(T) YU € SL(n,Z).

Dem: Ja haviem vist que (detU)*f(Z) = f(Z[U]). Per una altra
banda:

f(Z[U]) = Z a(T[U])emg(TUtZU) = Z a(T[U])eMU(UtTUZ)
T parella UtTU parella

Per la unicitat dels coeficients de Fourier, a(U'TU) = (detU)*a(T)0.

1.2.1 Principi de Koecher

Si f:H, — C satisfa:

(1) f(Z+T)= f(Z) VT simetrica i entera

(2) f(2[U]) = f(2) VU € SL(n,Z)

Aleshores en el cas n > 1, f(Z) = Z a(T)e™ %) i en particular

T>0
f(Z) esta acotada a Y > Yy > 0.

Dem: En primer lloc veurem que les condicions (1) i (2) impliquen
que a(T)=0si T <0.
Considerem f(Z) = Z a(T)e™T2) que convergeix absolutament

T
a H,. En particular convergeix per a Z = i¢ld. Per tant Ja > 0:

| a(T) |< ae™ @) VT entera. Agafem T < 0i 3v; € Z" tal que
T[v1] < 0. Completem v; fins a una matriu unimodular v. Aplicant
el lema, podem reemplacar T" per T'[v] i podem suposar que t;; < 0.
1 m
Agafem ara U = 0 1 matriu unimodular:
0 Id

| a(T) |=| a(T[U]) |< ae™ ™D
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on o(T[U]) = o(T) + t;1ym? + tiom. Com lim o(T[U]) = —oo,
aleshores | a(T) |= 0.

En segon lloc veurem que a(7T) = 0 si T < 0 implica que f(Z) acota-
daenY > Yy > 0. Ara podem considerar f(Z) = Z a(T)em'U(TZ).

T>0
ComY >Yy>0,T >0, tenim que o(TY) > o(TY)p) i

A2 1< 1a(@) || @D | =37 [a(T) | e ™) | <

T>0 T>0
Z | a(T) | =™ (TY0) | que convergeix.O
T>0

1.3 Canvi de variables de Siegel

Siegel va proposar un canvi variables que existeix per qualsevol di-
mensio i que permet expressar qualsevol forma modular com una serie
entera.

- Peran=1, qg=¢e"

- Peran=2:

Sigui Z = < =
Z2 23
sentit Minkowski)

Considerem les matrius Q1 = Id, Q2 = < ? ; ) i Qs = ( 8 (1) >

que verifiquen les desigualtats. Tenim que Qn > 0 (k = 1,2,3).
Y = v1Q1+v2Q2+v3Q3 on y1 = v1 +2v2, Y2 = v2, y3 = v1 +2v2 +03.
Els yi son funcions linealment independents dels vg. Definim z;, com
aquestes mateixes funcions lineals de variables complexes wy, z1 =
wy + 2we, 2o = wsy, 23 = wy + 2w + w3. Z = wiQ1 + waQo +
w3@3 on wi; = z1 — 229, we = 2o, w3 = 23 — z1. Per a tota

. t1 t
matrluT:< L2

> € Hy onys > y1 > 2ys > 0 (reduida en

mio(TZ) _

ty t3

2(t1+ta+t ; . :
q§1+t3q2( 1t 3)q§3, on g = €™, Es compleix que | g [< 11iels

exponents uy = t1 +t3, ug =2(t1 +t2 +t3), ugz =tz N.

> > (0 enteraisimetrica, tenim que e
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Aplicant aquest canvi de Siegel per a dimensié 2 tenim el resultat
segiient:

Proposicié 1.6 En dimensio 2 tota forma modular admet un desen-
volupament en série de la forma segiient:

f2)=> Y > a(u1, uz, u3)qy" g5° q3°
u3Z0ULZU3 9y —\ fug (w1 —ug)) <uo <2(ui+-/uz (w1 —uz)))

de manera que si Z € Fy, aleshores | q1 |,| g2 |, ] g3 |< 1.
- Per a n qualsevol:

Z € Fp suposa que {L; > 0,---,L, >0} en les v variables y

(1 <k<1l<mn). Busquem A solucions Y =Q = (qx), Y # 0
de un sistema format per v — 1 equacions linealment independents
de les {L;}. Aquestes @1, --,Q, tindran un grau de llibertat.
Sigui R = {Y >0 ’ L1 >0,---,Ly > O} Y =v1Q1 + - + 0@
Observem que en el cas n = 2 A = v; mentre que en el cas n > 2
A>v ileswg,- - ,v) no estan univocament determinades pels ¢;.
Aleshores existeix un ¢ # 0 tal que c1@Q1+---+c @) = 0jaquev+1
Qr sén linealment dependents. Podem canviar v, per vg + cpv,
k=1,---,\ tot triant v de manera que vy + cxv > 0 Vk i que
existeixi almenys un k tal que v; + cyv = 0. D’aquesta manera bai-
xemde A a A—v elscoeficients wv;. Ens quedem amb v matrius
Qi: S1,-+-,S,. Y =v15+ - +0v,S, vp >0 (abis de notacié:
vg — v +cgv). Observem que aquesta descomposicié pot existir amb
varis sistemes de matrius {Sy,---,S,}. Els yg; s6n funcions lineal-
ment independents de v1,---,v)x amb coeficients enters. Definim
zr com aquestes mateixes funcions lineals de variables complexes
wy, -+, Wy, com a dimensié 2.

Z = w181 + -+ + wyS) i la resta del raonament és analeg al cas
n = 2: per a cada matriu 7 >0 o(TSk) =gr € Nonk=1,--- ,v.
qr, = ek, emo(TZ) = (91 . g% A més, com Z € Fp, | g |1
ambk=1,---,v.

Observacié: En el cas n = 2 del sistema d’inequacions y3 > y; >
2y2 > 0 tenim que p =6 1iv = 3. Agafant sistemes de 3 equacions
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de totes les maneres possibles obtenim:

lefd,sz(f ;>,Q3=<8 ?),QF(? (1)>,Q5=
<(1) ;>7Q6:<é 8>iQ7=<? é)-Peer4,Q5,Q7<0

i Qg >0 suposaria un canvi de variables totalment analeg intercan-
viant els exponents de ¢; i ¢3.

1.4 L’operador de Siegel
Sin > 1, es defineix l'operador de Siegel ¢ : M (T'),) — My (T'y—1) de
manera que per
. . T 0
si f:H, —C, QS.f(T):thmf(O it),VTEHn_l

Notacié: ¢.f(7) = f |4

Observem que si n =1, ¢.f(1) = tlim f(t).

— 0
Anem a veure ara que ¢ esta ben definit. Com T > 0 podem fixar
una regié Y > Yy > 0 on tenim convergencia uniforme i per tant:

¢.f(1) = ZQ(T)emtliToa(T< 8 ’Lot >)

T>0
Tenim que:
ma(T( T 0 ))
lim e 0 at — lim ™ O(Tim)Fittnn) — o iy = ttnn
t—o0 t—00 1500
0 sity, >0
)l ¢ sitwm =0

SiT > 01it,, =0, aleshores t;,, = 0 ja que t;.tnn —tfn > 0. Aleshores

i 0 (n—1)
T < 0 0 ) onTy =T >0
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Per tant el limit existeix i 'accid sobre els coeficients de Fourier és:
_ n 0 wio(T1i7)
@nm = X a( g e
T=T("~-1>0

Observem que per an =1 (¢.f)(7) = a(0).
Proposicié 1.7

¢ Mp(Ty) — Mp(T'yh—1) defineiz una aplicacio lineal i ¢"~", la
(n —r) iteracié de ¢, representa una forma modular de pes k i grau
7.

Dem: Sigui M; = <
A B
u=(c p)a=(
_(Ci 0. 5
C—<O 0)1D—<
Aleshores M < < n Ot

0
det(Clﬁ + D1).

Pertant,f( M ET - z?f > Zj(M1,T)k-f< 78 zot ) = det(C1m1+

> € I',_1, 1 considerem les matrius
A 0 _( B1 O
w)B=(%0)
0

d
>>:<M1<T> ZQ)idet(C'T—i—D):

D1)-f< 7(—)1 25 ) i quan t — oo, tenim que f | " "(My < T >) =

J(My, ) f [ ¢ ()0

1.5 Formes paraboliques

Definicié 4 Una forma modular f € My (I',,) s’anomena parabolica
st pertany a kerg.

Se(Tn) =Af € Mp(I'n) | f | ¢ = 0} denotara lespai de formes
paraboliques de pes k i génere n.

Lema 1.8 Si f € My(T'y,), f parabolica < (a(T) #0 =T > 0)
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Dem: A partir de la definicié de I'operador de Siegel, tenim que

(p.f)(T) = Z a ( j(;l 8 > e™(M7)  Per tant, deduim que f és una
T1>0

1 0

0 0 )

SiT > 0 és una matriu singular, existeix una matriu unimodular U de

o ) i viceversa (a(T) = +a(T[U])). Per

forma parabolica si i només si a(T) = 0 per a tota T =

manera que T[U] = 0 0

tant, f és parabolica si i només si a(7') = 0 per a qualsevol 1" singular.
Observacié: Sia = (a,a,), b = (b, b,) sén matrius enteres, aleshores:

anbn
—1)"2 .03 sia, parell
9 a = < (a,b) n
(a.b) ¢ { 0 si a, senar.

Per exemple 6,4 | ¢ =0 per a,b=(10---01)".

Corollari 1.9 La forma A™(Z) := H 0[m](Z)® és parabolica
m parella
i AM(Z) # 0.

Lema 1.10 Per a tota f € My(Ty), g(Z) := det(Y)V2. | f(Z) | és
[y -invariant. A més, si f € Sp(I'y), aleshores g(Z) té un mazim
absolut a H,.

Dem: La invariancia de g(Z) és directe a partir de les conegudes
férmules de transformacié pel grup modular. Si f € Si(T,), per la
I'y,-invariancia de g(Z) és suficient demostrar que ¢g(Z) té un maxim
a F,. Pero per a tota constant ¢ > 0, F,(c) :={Z € F,, | detY <
¢} és compacte. Aleshores, és suficient veure que detl}i/rg OOg(Z ) =10

si Z € Fpn. A partir de les desigualtats vistes per a la reduccié
oo

de Minkowski, tenim que: (detY)*/2.e=mo(TY) < cHe‘gt“y” onc =
v=1

c(n), € = €(n) sén constants.

pm 0 -+ 0

0 yo -+ 0

0 0 - wyy
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més, 10(TY) > o(TY). Pero si Y és reduida en sentit Minkowski,
quan detY — oo = y, — 00 = o(Y) — co. SidetY — oo =
o(TY) — oo, g(Z) — 01 la série g(Z) convergeix uniformement a
Fn0O.

Corollari 1.11 Sy(T',) = {0}, Mo(T',) =C, i k < 0= M((T,) =
{0}

Dem: f € So(I'n) = ¢g(Z)=| f(Z)| té un maxim absolut a H,, i
pel principi del maxim, f =¢ = f=0.

feMy(T,) = flé=c perque f|¢€ My(Tp 1) =C =
f—CES()(Fn) = f=c

Finalment, f € M_(T,,) agafem f*o.g* € My(T,,) N Se(T,) on g =
A = fho=0 = f=0.

1.6 Teoremes de finitud

Lema 1.12 Sigui f € Si(Tn), f # 0 i z9 € Fy, un punt on det(y)*/?
pren el seu maxim absolut. Siguin N > 1 enter i S > 0 matriu entera
n X n, de manera que:

Ay, = Z a(T)e™(T%0) = ¢ Ym < N
o(ST)=2m

Aleshores o(SY, 1) > 42X on Zy = Xo + iYy, amb f,N,S donades.

Proposicié 1.13 A partir d’aquest lema:

n=1 1 k<I,
n=2 1 k<9,
(1) Sk(Tyn) ={0} s n=3 1 k<8,
n=4 1 k<6,
n=5 i k<5.

(2) feST,) amb a(T)=0 VYo(T)< £ = f=0

— 27en

En particular, dimSk(Ty) < #{T >0 | o(T) < &% = ku,}

— 27men



Teoremes de finitud 15

n n+1)

(3) dim My(T),) < Ap.k on A, només depén de n

n(n+1)
2

(5) grtr (K(Ty)) < w on K(T'y,) és el cos de funcions modulars
format per les ¢ : H,, — C meromorfa,I',, — invariant, ¢ =
f/g amb f,g formes modulars del mateizx pes k, k # 0.

(4) grtr (Srzo Mg(T'n)) < +1

Dem:

(1) Veurem que si f € Si(T'y,), f # 0, aleshores k > (27;[1

Apliquem el lema per a N = 1, § > 0 i recordem que si f €
S(Tn) = a(T) = 0siT < 0 = ap = 0. Per una altra ban-
da, si S = S* Im(S) = min{S[g] : g € Z" — {0}}; isi S,T > 0,
aleshores o(ST) > 0. Tenim que m(Yp)™" = Yy [g] = a(g'Y; 'g) =
a(glg¥y ) = o(SY;Y) > 41 A més, Z € F = m(Y) > L.
Aplicant la desigualtat de Hermite (m(Y) < (%)nT_l.det(Y)l/”), ob-
tenim que 4?”@ < m(Yy)'m(Y) < (%)"‘1, d’on es dedueix que
k> (17;[1

D’aqui obtenim (1) per a n = 1,2,3. Pels casos n = 4,5 es coneixen

cotes millors que la de la desigualtat de Hermite, com per exemple:
m(Y) < hy.(detY)/™ hy = /2, hs = ¥/8, a partir de les quals queda
demostrat (1).

(2) Sigui f € Si(I',) i prenem N minim tal que 57>~ < 2NiS = Id. Si
m >N, o(ST) =o(T) =2m = o(T) < 57 k” (T):0:>am:0.
Podem aplicar el lema per aquesta N mlnlma i § = Id, obtenint
oYy ') > 8 Per tant, Yy > €,.Jd & Yy ' < el dd = o(Yy ) <
el i 4kN < U(Y0 < o= er—’;n > 2N, que és una contradicci6 i
per tant f =0.

Sy, (Fn) AN (Cﬁ{T>O | o(T)< 27\—5n
f — (a(T)) (T)< ’ﬂ:
A més, dimSi(I'y,) <t{T' >0 | o(T) <

A partir d’aqui:

27ren

(3) A partir de ¢ : My (I'y,) — Mp(I'n—1), tenim que la dim My (T',) <
dimSy(T'y,) + dimMp(T',—1). Cal veure que dimSy(T'),) = (’)(kzw)
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o n(n—1) , .
i dimMg(T,—1) = O(k™ 2 ), per la qual cosa és suficient demostrar

que {T'>0 | o(T) < 2?;” =k.n} = O(k%
n(n+1)
2

). Per a construir

pero T’ simetrica, només he d’omplir entrades. T ha de veri-
ficar tfj <tutiyperl <i<j<mn ComO0<t;<o(T)?<k?u2,

tenim que | ¢ [< k.pn i8{T >0 | o(T) < k.pn} = (2kun+1)n(n2+1).
Per tant, dimSy(T',) = (’)(kn(n;l)) quan k — co. Analogament es de-

n(n—1)

mostra que dim My (Ty,—1) = Ok~ 2 ).

(4) Siguin fo, f1,- - , fm formes modulars que tenen de pesos respec-
tius ko, k1, -,k 1 sOn algebraicament independents. Agafem N =
koki - - -k, un enter, F; = fiN/ki € My (Ty,). Aquestes Fy, Fy,--- , Fp
també sén algebraicament independents. Per a tot k = (ng + n1 +
w4 np)N, n; >0, les {FyOF" -+ F'm € Mk(rn)}(no,n1,~~,nm) sén
linealment independents. El nimero de monomis d’aquest tipus sera
igual al nimero de solucions enteres positives de {ng+mni+- - +n, =
k/N} = O((£)m). Quan k — oo, m < ™)

Per a obtenir les igualtats a (4) i (5), es fan servir series de Poincaré.

1.7 Series de Poincaré

Hem vist fins ara que només es poden construir formes modulars a
partir de series theta. A continuacié definirem les series de Poincaré
que ens permetran construir formes modulars d’una altra manera.

Definicié 5 Sigut f: H, — C holomorfa, n > 1. Considerem:

Fi= 3 flaM=3 f(M<Z>)det(CZ + D)™
MeT, Mel's

- F  tépesk

- Flym= Z fle MMy = Z f e M ja que M My recorre
MeTly, MeTly,
també tot 'y,
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Id —ild
- Agafant My = ﬁ ( Id ild

D,, on F convergeix absolutament i uniforme.

>, es passa al disc unitat

1.8 Series d’Eisenstein

Teorema 1.14 Si k parell, k > 2n, aleshores My (I'y,) ‘% My (Th-1)

Dem: Es prova que ¢/ és exhaustiu per induccié sobre j

Cal aplicar ¢ reiteradament I'operador de Siegel: f |- (Z) =

. zZ 0 : .
tlg&f(( 0 itldn—i )) i els dos lemes segiients:

Lema 1.15 Si(T;) C ¢" 7 (Mi(I'y)) 0<j<n

Dem: Es tracta d’associar a cada f € Sp(I';) una Ey € M(T,)
tal que f = Ef | ¢" 7. Per aixd definim F : H,, — C a par-
tir de f € Si(I';) tal que F(Z) := f(Z1), amb Z = ( Z*l : ) i
f=F | ¢" . Perd F no sera modular (excepte en casos trivials).
Aleshores, considerem la serie de Poincaré Z F' |, M pero no con-
Mel'y

vergeix ja que dI'y, ; C Ty, tal que F |, M = F VM €T, ;. Anem a
veure com és aquest subgrup I',, j i com Siegel va "retocarlla serie de
Poincaré perque convergeixi:

Lema 1.16 Sigui 0 < j < n M = ( é g > € Sp(n,R), A =

Al Ay . B1 B> . Ch1 Oy . . Dy Do
<A3 A4>’B_<B3 B4>’0_<03 C4>ZD_<D3 D4>

amb Ay, By, C1, Dy € Mjy;(R).
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Aq 0 B1 Bs

A3 A4 Bs By }

Ci 0 Dy Do ’
0 0 0 Dy

Considerem Qy j := {M € Sp(n,R) | M =

Aleshores:

(1) Qnj és un subgrup de Sp(n,R)
(11) L’aplicacio Qp ; — Sp(j,R) que a cada M € Qy, ; li fa correspon-

dre My := ( A By

o, D ) és erhaustiva.

(tii) M € Qyj = M < Z >=

on 4 = ( o )
%k
Definicié 6 Es defineix 'y, j := Q, ;N on F |y, M = F,VM €Ty

i la série d’Eisenstein Ex(Z, f) := Z (F | M).
Mel“nyj\l“n

M1<Z1> *)

* *

Teorema 1.17 Sigui 0 < j < n,k parell, k >n+1+j f € Si(I'y).
Aleshores:

Enj(Z,f)= Y. F(M<Z>)det(CZ+D)™*
Mely, j\I'n

convergeix absolutament i uniforme a les regions
w@)={Zel, | o(®) <6, Y >6Id, 6 >0} i
Enj(— )" =F
Cas particular: Si j =0, f=1

Ei(Z):= Y. (CZ+D)*onT,g={MeT, | C=0}
MEFn,O\Fn

Quann =1, E, j(Z, f) coincideix amb la forma modular d’Eisenstein

classica:
Ep(z) = Y (cz+d)*
(e,d)=1
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") € Sp(2.2) = SLx(Z) = T,
Existeix una bijeccié entre I'1 o\I'1 i {(c, d) coprimers}. A més, I'1p =

(o 7)o " e

1.9 Formes modulars de genere 2

(¢,d) = 1 = Ha,b tal que

Tenim 10 Thetanullwerte parells 0[m](Z) := Z emilotat2mibly o

geZ™
m = (ab)!, amb a,b € {0,3}", (—1)*" = 1.
al 0000110011
a as 000O0OO0OOT1TT1TT1TT1
b b1 01 010O0O0T1OQO01
b 001 101O0O0O0T1

Considerem ara ©(2) := H 0lm](Z). Aleshores,
m parella

0% = AP € §4(T9).
Lema 1.18 FEuxisteix un caracter no trivial v : I'o — +1 tal que:

O(M < Z >) =v(M)j(M, Z2)°0(Z) VZ € Hy, VM €Ty

. Ut 0 1 0
tot verificant que v = < 0 U-1 > per a U = < 0 —1 )

Notacio:
My(Ty,v) = {f : Hy — C holomorfa | f(M < Z >) =v(M)j(M, Z)*f(Z)}

Observem que © € M5(I'y,v) = 602 € S1o(T2).

Dem:
Si agafem M = < 0 Id

“Id 0 ), a partir de la relacié
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Oup(—2Z71) = (—1)# det(—iZ)% 0b.a(Z), es verifica que
O(—Z Y = —det(—iZ2)°O(Z) = det(2)°O(Z) = j(M, Z)> ©(2).

Amb un raonament analeg, en el cas de M = Iod IZ ), a partir

) (o)

de 92 (Z+T) = exmiTlal Oup(Z), amb T = (
a
b

(? é),on(a,i)) ::M{ Z }:M—1<

tenim que
oz+T)= [[ em™62) =)o) =-02)0.
(a,b) parella
Observacions:

1. Sin=1,0(z2) #0Vz € H;

2. Sin > 237 ¢cH, on O(Z) = 0. (SiOZ) #0Z € Hy =
1/©%holomorfa = ©72 € S_19(T,) = {0} = 672 =0).

3. En canvi, per an = 1A(z) # 01 1/A(z) és holomorfa en Hj,
pero com A(co) =0, 1/A(z) no esta afitada en Y > Yy > 0.

Lema 1.19 Sigui N := a0
0 z9

de Hy. Si f € Mg(T2) o f € Mg(Ta,v) amb k senar, aleshores f
s’anul-la sobre N

€ Hg} subvarietat analitica

Dem:
... (10 YA (U 0
Slgan—(O _1>M—<0 U1>_<O U)€F2'

A partir de M < < A ) S=UZU! = < T ),j(M,Z) =
Z3 22 —k3 22

detU = —1iv(M) =1, tenim que:

(2 2 p=ansonz (2B ) - (202,

En particular, si 23 = 0 f s’anul-la sobre A/.O
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Proposicié 1.20 El conjunt de zeros de ©(Z) és U M(N) i els

MeTls
zeros son tots simples.

Corollari 1.21 (1) Si f € Mp(T'2) o f € Mi(T'2,v) amb k senar,
aleshores f/© és holomorfa i f/© € My_5(2,v)of € My_5(I'2)
respectivament.

(1’) Multiplicar per © déna isomorfismes lineals de:

My (Ty) — Maogis5(I'2, v)

Myy,(T'2,v) — Mo y5(I'2)

(2) f € Map(Ty) tal que f(N)=0= f/O € Mo_5(T'2,v)
Rightarrowf /0% € May,_19(T2) = f € Sox(T2)

L’objectiu és descriure completament les aplicacions
F :H; x H; — C que s’obtenen per restriccié de f € My(T'9):

F(zl,ZQ):f( 4 0 >

)

l

Lema 1.22 F(z,2) = Zgi(zl)gj(ZQ) amb g; € My(I'2). Recor-
i=1

dem que:

- M4(F1) =< G4 >, M@(Fl) =< Gg >

- @r>0 Mi(T'1) = C[G4,Gg] on Ga, Gg son linealment indepen-
dents

- Podem agafar G4 = E4 i Gg = Eg, en canvi prenem
Gy =050+05,+07 0. Go = (059 +01 )00+ 05,1) (09— 01 )

Lema 1.23 Sigui f € Mi(T'2)k =0 (mod 2). La funcié F(z1,z2) =
0

F4 = G4(21)G4(22), Fﬁ = G6(2’1)G6(22) iFlg = Gz(zl)G%(Zg) +
G§(21)Gi(22).

Z1 0 . . . .
f ( > s’expressa com a un polinomi isobaric de pes k en:
Z2
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Corollari 1.24 Vf € My(T'2), 3P (Fy, Fs, Fi2) un polinomi isobaric
de manera que (f — P(Fy, Fg, F12)) &= 0.

Lema 1.25 Euxisteizen f, € My(T2) tals que Fy, = fi |z, per a
k=4, 6 i12. Per exemple: fa= Z 0[m]®, fo = Es, fio =

mparella
Z 0 [’I?’L] 24

m parella

Teorema 1.26 FEuzisteixen fr € My(T'2),k = 4,6,10,12 de manera
que ®r>0 Moy (T'2) = C[f4, f6, f10, f12], on aquestes f; son algebraica-
ment independents i fio 1= ©2.

Dem: Sigui f € My (T'2) i prenem F := f |y= P(Fy, Fg, F12) |n-
Aleshores (f — P) [y=01 (f — P) € Ma,(I'2). Per tant,
(f = P)O71 € My 5(T'2,v) i (f — P)O™2 € Myy_19(T'2). Per a
2k —10 =0, (f — P)O~2 = ctt. = f = Q(Fy, Fs, Fi2,0?%); mentre
que si 2k —10 <0, f— P =0= f = P. Per a k alts es fa per
induccié. Com sabem que el gr tr< 4 i Fy, Fg, Fig, F12 son linealment
independents, ja tenim demostrat el teorema O.

Teorema 1.27 El cos de funcions modulars K (I's) = (C[fji‘lﬁﬁ, ;7622, ]{—gs]
10

Notem que tenim perfectament identificada la dimensio:
dim Moy (T) = #{(n1,n2,n3,n4) € Z3; | 4n1+6n2+10n3+12n4 = 2k}.
Corollari 1.28 1. Si2k <10 dim My(I'2) <1

2. dim Myp(Tg) =2

3. Mi(T2) =< ©2, fafs >c

Igusa formula aquests mateixos teoremes en els segiients termes:

Teorema 1.29 L’anell graduat ®i>0 Moy (I'2) = C[Ey4, Es, Ero, E12]
on les series d’Fisenstein E; son linealment independents.

3 2
Teorema 1.30 K (I'y) = C[EE41E(/;6’ %’ bl%]
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1.10 Els coeficients de Fourier de les E; de
genere 2

1.10.1 Metode de calcul (Maag)

Existeixen relacions lineals entre els coeficients de Fourier de les séries
d’Fisenstein de genere 2 i k < 12, relacions que ens donen un algo-
ritme recursiu per a calcular aquests coeficients.

-Si detT" = 0, mitjancant ¢ I'operador de Siegel, ens podem reduir
al cas de dimensié 1 calcular els coeficients de Fourier de la manera
segiient:

tr o ta\ 2k
CL< t2 t3 > = Bk O']g_l(mcd(tl,tg))

-Si det T # 0:
Teorema 1.31 Sigui Ey la série d’Eisenstein de génere 2 1 pes k 1

a(T) el seu coeficient de Fourier, T > 0 simétrica. Es defineizen els
racionals:

Ao(Ek, h) = ar(1)(ax(h) + br(h))

ap(1 2k
A ) = P (an(0) + 0000 + o ) = ~ 2 o (1)
be(h) = 210,35 52.72.13171.593-1.691 .7 (h) si k = 12,
PYT 0 si k #12.
210.35.19.438671.7(h) si k = 10,
di(h) = { 0 si k # 10.

on 7(h) és la funcié de Ramanujan i o,_1(h) €s la suma de poténcies
k-essimes dels divisors de h.

Aqui ay(h) = ak< g 8) i gr(z) = Zak(h)e%ihz és la série
h=0

d’Fisenstein normalitzada de génere 1 i pes k.
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FEs tenen les relacions:

AO(Ekvh):C"([l) 2>+2 > ((1) hi)t2 >+2 > <1}2 h—t(t+1)

0<t<vh 0§t§*1+v21+4’1

As(Ep,h) = Y ( (1) h9t2 >(2t)2+2 > ( 1}2 h—i(/t2+ 1) >(2t+1)2

0<t<vh o<t< —ity/1i4dn v21+4h

-Ao(Ek, h), As(Ey, h) es calculen facilment i a partir d’ells s’obte-
nen successivament tots els coeficients:

1 0 . 1 1/2
a(o h>1a<1/2 L )amth()

Es poden obtenir la resta de coeficients en virtut del lema (ja vist) i
teorema segiients:

Lema 1.32 a(T[U]) = a(U'TU) = a(T)VU € SL(n,Z). Es a dir,
a(T) és una funcié de la classe d’equivaléncia unimodular de T i
només depén de 4 | tits —t3 | i de e(T) = med(ty, 2t2, t3).

-Es poden calcular els coeficients a(T') per e(T) = 1 i els que
falten mitjancant:

o+

t1 to k—1 7
Teorema 1.33 a; < ty ts > = Z d ag | ¢ 1%3 per
dle(T), d>0
T>0

b
o~

&
IS
[~

Finalment veiem els primers coeficients dels desenvolupaments en
serie de les series d’Eisenstein de pesos parells, desenvolupaments
als que ja se’ls ha aplicat previament el canvi de Siegel:

1/2

)



Els coeficients de Fourier de les E; de génere 2 25

1.10.2 Exemples

Ey(T)

1+ 24Oq1q2 + 240q1q2q3 + 240q1 q2q3 + 13440(11 q2q3 + 216Oq1 q2
30240¢2q3q3 + 2160¢2q5q3 + 134402 ¢5q3 + 30240¢3q3q3 + - - -

1 — 504q1¢2 — 504q1¢3q3 — 504q3q3qs + 4435¢3¢3q3 — 16632¢°q5+
166320¢7q5q3 — 16632¢2q5q3 + 44352¢3q5q3 + 166320¢5q5q3 + - - -
1+ 480143 + 480143 g3 + 48043 ¢3q3 + 2688043 ¢3q3 + 6192047 g3+

17568047 g4qs + 61920g3¢3qs + 2688042q343 + 1756803 gz + - -

1 — 264163 — 264q1q3q3 — 264¢3q3qs + 2124864 42435 —

135432¢7q5 + 22550 qT g3 03 — 135432470303 + -

65520 65520 65520 22266840960
1+ 691 Q1Q2 + 691 Q1QQQ3 + 691 QIQQ(B + 53673953 QI Q2q -

1342500480 .2 4 | 456798756960 1342500480 2 4
+%01  41% T " 53673053 41 a3q3 + Go1 019293+ -
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Capitol 2

El grup modular. Domini
fonamental

A. R1O

DEPARTAMENT DE MATEMATICA APLICADA 11
UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA
EDpIrict OMEGA. JORDI GIRONA, 1-3. E-08034, BARCELONA

ana.rioQupc.edu

Introduccio

Les anomenades formes modulars de Siegel van ser investigades per
Carl Ludwig Siegel durant la decada 1930-40 amb el proposit d’estu-
diar formes quadratiques de manera analitica. Les propietats de les
series theta de formes quadratiques enteres definides positives porten
a considerar el conjunt de funcions que tenen propietats similars i
aixi s’arriba al conjunt de formes modulars. En aquest volum les pre-
sentarem com a generalitzacié de les formes modulars classiques, que
constitueix el cas 1—dimensional. Aixi doncs, haurem de comencar
per trobar generalitzacions adients tant per al grup modular SL(2,Z)
com per al semipla superior H. La connexié entre ambdés objectes

29
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s’obté en considerar els elements del grup com a transformacions
analitiques del semipla; és a dir, pel fet que el grup SL(2,R) opera
sobre el semipla superior com a grup de transformacions biholomorfes

2.1 El grup simplectic

El grup simplectic sobre R és un subgrup del grup lineal definit per
unes equacions algebraiques, cosa que ens fa veure’l de manera nat-
ural com a grup algebraic.

2.1.1 Matrius simplectiques

Una matriu M, de dimensié 2n x 2n, a coeficients en un anell unitari
commutatiu, és una matriu simpléectica si

MTQM = Q
on €2 és una matriu antisimeétrica invertible fixada.

A Tapartat segiient veurem que ens podem restringir a la forma
estandard
0 I
Q= "

amb I, la matriu identitat n x n. Aixi doncs, d’ara en endavant
considerarem fixada aquesta matriu €2, que compleix det) = 1 i
QO l=—0=0T.

Si considerem el cas n = 1, aleshores

= (e 2) o= (%)

0 ad — bc)

1 tenim
bc — ad 0

Per tant, les matrius 2 x 2 simplectiques sén exactament les matrius
de determinant 1.

M%M:(
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Proposicié. 2.1.1 Si M és una matriuv simpléctica, aleshores

i) M és invertible i M~ també és simplectica.

i) M7T és simpléctica.
St M i N son matrius simpléctiques, aleshores M N és simpléctica

DEMOSTRACIO: Es comprova de manera immediata que la matriu
M té inversa M1 = Q7 'MTQ. 1, fent servir la notacié6 M~T per
indicar la matriu (M1 = (M7)~!, tenim

M-Tomt = M~To@tMTQ) = Q.
Per tant, la matriu M ! és simplectica. D’altra banda, la igualtat
MOMT = MQOQM Q™) = —MM1(-Q)=Q

prova que la transposada M7 és també una matriu simplectica. Fi-
nalment, si tant M com N sén simplectiques, aleshores

(MN)TQMN = NTMTQMN = Q

i el seu producte és novament una matriu simplectica. O

Si considerem la descomposicié de M en blocs
A B
u=(2 5)

amb A, B,C, D matrius n x n, aleshores obtenim la caracteritzacié
segiient:

ATp-cTB =1,
ATc =0TA

M simplectica < M ! = <
DTB=BTD

DT —BT
—CT AT )

Amb aquesta caracteritzacié podem reconeixer facilment dues im-
portants families de matrius simpléctiques:
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. o . o, I, S
Translacions: Si S ésuna matriu nxn simétrica, aleshores ( g I
n

és simplectica.

Rotacions: SiV és una matriu nxn invertible, aleshores (Ig VOT>

és simplectica.

2.1.2 Espais vectorials simplectics

Un espai vectorial simpléctic de dimensid finita és (E,w), on E és
un espai vectorial de dimensi6 parell i w és una forma bilineal anti-
simetrica no degenerada definida sobre E.

Un endomorfisme L : £ — E és simplectic si conserva la forma
bilineal w:
w(Lu, Lv) = w(u,v) .

El conjunt de tots els endomorfismes simplectics formen un grup de
Lie, anomenat grup simpléctic i denotat per Sp(E) o Sp(E,w).

Fixant una base de F, la condicié de preservacié de la forma w
s’expressa matricialment en la forma MTQM = Q, amb Q matriu
antisimetrica invertible. Una versié modificada del metode de Gram-
Schmidt mostra que tot espai vectorial simplectic de dimensié finita
té una base de Darbouzx (cf. [2], Teorema 8.22), és a dir, una base en
la qual la matriu associada a la forma w és la estandard

0— 0 I,
-1, 0/)°
Aixi doncs, podem limitar-nos a I’estudi de les matrius simpléectiques
tal com les hem considerat a ’apartat anterior.

2.1.3 El grup simpleéctic

Sigui R un anell commutatiu unitari. A la proposici6 2.1.1 hem provat
que

Sp(n,R) = {M € Ms,(R) | MTQM = Q} C GL(2n, R)
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és un grup tancat per transposicié. El subgrup Sp(n,Z) s’anomena
grup modular de Siegel.

Ja hem observat que Sp(1,R) = SL(2,R) i, en conseqiiéncia,
Sp(1,Z) coincideix amb el grup modular classic SL(2,7Z). Aixi mateix,
si R és un cos, aleshores Sp(n, R) pot interpretar-se com el grup dels
endomorfismes simpléctics de R?". En aquesta linia podem esmen-
tar algun dels fets més rellevants relatius als grups de Lie Sp(n,R) i
Sp(n,C):

(i) Sp(n,R) és un grup de Lie real de dimensi6 n(2n + 1).
(ii) Sp(n,C) és un grup de Lie complex de dimensi6 n(2n + 1).
(iii) Ambdéds grups sén connexos perd no compactes.

(iv) Sp(n,C) és simplement connex. Sp(n,R) té grup fonamental
isomorf a Z.

(v) L’algebra de Lie del grup Sp(n,R) esta formada per les matrius
P € My, (R) tals que PTQ + QP = 0. Es a dir, per les matrius
que s’expressen en blocs n X n en la forma

P = (é —iT> amb B,C simetriques.

En particular, es tracta de matrius de traga zero i, per tant,
d’una subalgebra de I'algebra de Lie del grup especial lineal.

2.1.4 Generadors

Teorema 2.1 El grup simpléctic Sp(n,R) esta generat per les ma-
trius

S) amb S € M,(R) simétrica.
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SUV) = <‘g V9T> amb V € GL,(R).

DEMOSTRACIO: Considerem

A B . <
M = ( c D> simplectica.

Sabem que mitjancant transformacions elementals de files i columnes
podem trobar matrius V' i V' tals que

(L 0
var= (5 9),

on r és el rang de la matriu A. Les matrius V.V’ sén productes
de matrius elementals n x n, de manera que ambdues pertanyen a
GL,(R). Aixi, substituint M per U(V) M U(V') podem suposar

I. 0
a=(50)

Amb aquesta matriu A4, la condicié ATC = CT A implica que

C— C: 0
Cs C4
amb C7 matriu r X r simetrica. A més, ates que les columnes de M
sén linealment independents, det Cy # 0.

Quan fem el producte T'(Al,) M obtenim una matriu que té com
a primer bloc
A+AC = (I"Hcl 0 >

ACs ACy

Podem triar A € R de manera que el rang d’aquesta matriu sigui n.
Aleshores, pel mateix raonament d’abans podem suposar A = I, i,
llavors, C' simetrica.

Finalment, considerem el producte

1 _ I, B
Q T(C)QM_(O D1>.
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Ates que aquesta matriu ha d’ésser simplectica, tindrem que B és
simetrica i D; = I,,. Es tracta, doncs, del generador T'(Bj) i aixo
finalitza la demostracié. Observem que aquesta demostracié propor-
ciona un metode efectiu per escriure qualsevol matriu simplectica en
termes d’aquests generadors. |

Observacié 2.2 Si considerem coeficients enters en lloc de reals,
també {Q, T(S), U(V)} és un conjunt de generadors per al grup
modular de Siegel Sp(n,Z).

Observem que totes les matrius de 'esmentat conjunt de gener-
adors de Sp(n,R) sén matrius de determinant 1 i, per tant, deduim:

Corol-lari 2.3

2.2 El semispai superior de Siegel

Si n és un enter positiu, el semispai superior de Siegel en dimensio
n és el conjunt de totes les matrius n x n a coeficients complexos,
simetriques i amb part imaginaria definida positiva:

H, ={Z € Sym,(C)|ImZ >0}
={X+4 | X,Y € Sym,(R), Y >0}.

Per a n =1, es tracta del semipla superior complex

H; ={reC|Im7>0}.

Si considerem Z — (2ji);<k podem identificar H,, amb un obert
de C*(+1)/2 o hé amb Z — (%K, Yjk)j<k identificar H,, amb un obert
de Rn(n-ﬁ-l)‘

Proposicié. 2.2.1 H, és un domini convex de C*"t1)/2,

DEMOSTRACIO: Si Z7 = X1 +1Y1 i Zy = X5 + Y5 pertanyen a H, i
0 < X <1, aleshores AZ; 4+ (1 — \)Z3 és una matriu simetrica. Per
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veure que la seva part imaginaria és definida positiva considerem un
vector v € R", v # 0. Llavors

vT(AY] + (1= NYo)v = Wl Yo+ (1= Mol Yoo > 0.

2.2.1 Acci6 del grup simplectic

L’acci6 del grup simplectic real Sp(n,R) sobre el semispai superior
de Siegel es realitza mitjancant el que s’anomenen transformacions
de Mobius generalitzades:

Sp(n,R) x H, — H,

(M:(é g),z) —  M(Z) = (AZ + B)(CZ + D)™

Clarament, I, (Z) = Z, i per provar que es tracta efectivament d’una
accié de grup haurem de provar que M(Z) esta ben definit, ates que
CZ + D és una matriu invertible, i pertany a H,, i que es compleix

M My(Z) = M (Ma(Z)).

A B . .
c D) € Sp(n,R) i Z € H,,. Definim

E:=AZ+ B iF:=CZ+ D, de manera que M(Z) = EF~!

()= (5)

pot considerar-se com a “model projectiu de l’accio” anterior.

Lema 2.4 Siguin M = (

i) E'F=FTE,

1
i1 —2—(E* F—F*E) >0, on* indica la conjugada hermitica.
)
iit) F és invertible.

DEMOSTRACIO:
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) E'F-F'E=(E" FT)Q (?) — (27 1,) MTQM (i)

= (zT In)Q<IZ> =7 - Z=o.

1

1
i) ——(E*F - F*E)= ——(Z* 1,)MTQM <Z)
21 21

L

1

21

(z* In)Q(i) :%(Z—Z*) >0

iii) SiveCn,

Fov=0 =2v'F"=0 = v (E'F-F'E)v=0 =v=0.

Amb els resultats d’aquest lema tenim que M (Z) = EF~! és una
matriu simetrica:

ETF=FTE=(FF Y =FTET = F T(FTEFY)Y=EF!,
i que la seva part imaginaria és definida positiva:

1 1
—5i(B*F = F'E)>0 = —§F*((F*1)*E* —EFH)F >0
1 7
1
= ?(EF*1 —(EF~1H)*) > 0.
1

Observacié 2.5 SiY =1Im Z, aleshores la part imaginaria de M{Z)
és
Y*=(CZ+D)TY(CZ+D)™!

i es compleix
detY* = |det(CZ + D)| 2 det Y.
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Hem completat doncs la prova de M(Z) € H,, i només ens falta
veure que si My, My € Sp(n,R) i Z € H,, llavors

M (My(Z)) = M1 My (Z).

Aixo és facil de comprovar directament de la definicié de M(Z) i
immediat si utilitzem el model projectiu, ateés que només es tracta de
I'associativitat del producte de matrius.

Proposicié. 2.2.2 L’accid del grup simplectic Sp(n,R) sobre H,, és
transitiva.

DEMOSTRACIO: Vegem que X + Y € H, esta a l'orbita de i1,.
Id X )
0 Id)’
D’altra banda, atés que Y és una matriu simetrica real amb tots els
valors propis estrictament positius, existeix una matriu invertible P
tal que Y = P"1DP, on D és una matriu diagonal real amb tots els
elements diagonals estrictament positius. Definim vY = P~'v/DP.

Si considerem la rotacié My = U(VY) = <\/0? \/}L/)_l) tenim

Considerem en primer lloc la translacié M; = T(X) = <

M1M2<i1n> =X +1Y.

M; Mo (Zln> _ (i\/?—i-X\/?—l)

L, VY -1

a

Com sempre que tenim una accié d’'un grup sobre un conjunt,
fixar un element del grup proporciona una bijeccié del conjunt. En
aquest cas, per a cada matriu simplectica M tenim una bijeccié

oyp  H, — H,
Z — M(Z).

Aquestes transformacions simplectiques sén holomorfes, ates que sén
racionals, i biholomorfes, ates que la transformacié inversa de s és

Pyt

Proposicié. 2.2.3

Sp(n,R) — Bihol(H,)
M — OM
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és morfisme de grups de nucli {£1a,}.

DEMOSTRACIO: Pel fet de tenir una accié, aquesta aplicacié és un
morfisme de grups. Un element del nucli sera una matriu simplectica

A B
u=(2 1)
que operi a H,, com la identitat. Aleshores, M (il,) = il,, i d’aqui es

dedueix D = A, C = —B. Prenent per exemple Z = 1,, 4+ il,, com a
punt fix, deduim que B = 0. Pero la matriu

=6 %)

opera com la identitat si, i només si, AX = XA per a tota matriu
simetrica real X. Aquesta condicié ens déna A = A, amb A\ € R.
Ates que 1 = det M = (det A)2» = (A\)?", ha d’ésser A = +1. Es a
dir, M = £ 1y,. O

Observacié 2.6 Siegel va demostrar (cf. [7]) que el grup projectiu
simpleéctic €és, de fet, isomorf al grup de biholomorfismes

Sp(n,R)/{+I,} ~ Bihol(H,).

2.2.2 Model de H,, com a espai homogeni

Ates que laccié de Sp(n, R) sobre H, és transitiva, si fixem un punt,
aleshores Hl,, és la seva orbita i, per tant, s’identifica amb el conjunt
de classes modul I'estabilitzador.

Fixem el punt Z = il,, € H,,. Una matriu simplectica M estabil-

itza 1, si, i només si,
A B
= )

amb ATA+ BTB =1, i ATB simeétrica. Es a dir, si, i només si, la
matriu simplectica M és també ortogonal. Definim

K, = Sp(n,R)NO(2n,R)
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i tenim, doncs, una estructura d’espai homogeni donada per
H,, ~ Sp(n,R)/K,.

K,, és un subgrup compacte maximal de Sp(n,R) (cf. [5]) i

(AB i) — A+1B

estableix un isomorfisme amb el grup unitari
K,=2U,={M € GL(n,C) | M*M =1,},
ates que (A —iB)T(A+iB) = ATA+i(ATB - BTA) + BB =1,.

D’aquesta interpretacié (cf. [8]) també s’obté per a H,, una es-
tructura de varietat complexa de dimensié complexa n(n + 1)/2.

2.2.3 Transformacié de Cayley. Model de H, com a
domini simetric fitat

Definim el disc unitat
D, = {W € Sym,(C) | L, - WW > 0}.

Observem que I, — WW és una matriu hermitica i, d’acord amb la
notacié anterior, I, — WW > 0 indica que és definida positiva.

Aquest disc D,, € C™"+t1)/2 gg yun domini simeétric fitat. La pa-
raula simetric fa referencia a la involucié W — —W .

La transformacié de Cayley generalitzada

H, «— D,
Z — (Z—i)(Z+il,)7 !
i(L, + WYL, - W)t — W

és biholomorfa. Estableix, doncs, ’equivaléncia analitica de H,, 1 D,,.

(1, —il,
v= (1 )

Si prenem
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el subgrup ®, = L Sp(n,R)L~! de GL(n,C) actua de la mateixa
manera al disc unitat D,, que el grup simplectic al semispai superior
de Siegel. Considerant la involucié W — —W i atesa la transitivitat
de l'accio, per a cada punt existeix una involucié del grup d’automor-
fismes biholomorfs que té aquest punt com a dnic punt fix.

2.2.4 Accié de Sp(n,Z)

Sp(n,Z) subgrup discret de Sp(n,R) i actua de manera propiament
discontinua en H,, és a dir, per a cada Z € H, existeix un entorn
obert U de Z tal que el conjunt {M € Sp(n,R) | M(U) N U # ()} és
finit. En particular, els estabilitzadors sén finits.

El quocient Sp(n,Z)\H,, parametritza classes d’isomorfisme de
varietats abelianes de dimensié n principalment polaritzades.

2.3 Domini fonamental de Siegel

Siegel va construir un domini fonamental per a l'accié de Sp(n,Z)
sobre H,,. Per analogia amb el cas n = 1, la nocié d’altura d’un punt
Z = X + 1Y correspon a detY i es tracta de buscar en cada orbita
punts d’altura maximal. Perd ara, a més de les translacions T'(.S)
tenim les rotacions U(V'), amb V' € GL(n,Z), que deixen invariant
Paltura.

Si considerem l’espai de les matrius reals simetriques definides
positives:
P, ={Y € Sym,(R) | Y > 0},

laccié de Sp(n,R) sobre H, restringida al subgrup de les rotacions
U(V) indueix l'accié6 GL(n,R) x P,, — P,, donada per

V,Y)—»VYVT.

La connexié entre ambdues accions també és valida per als subgrups
aritmetics: el grup modular de Siegel Sp(n,Z) i el grup unimodu-
lar GL(n,Z). Aixi doncs, podem fer us de la teoria de reduccié de
Minkowski.
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2.3.1 Domini reduit de Minkowski

Hermann Minkowski va publicar 'any 1905 la seva teoria de reduccié
de formes quadratiques definides positives, que consisteix a determi-
nar un representant de cadascuna de les orbites de ’accié del grup
unimodular imposant certes condicions de minimalitzacio.

Si A és una matriu n x n amb coeficients enters i determinant # 0,
existeix una correspondencia bijectiva entre les matrius unimodular-
ment equivalents a A (matrius B tals que A = UB amb U € GL,,(Z))
i les bases del Z—modul generat per les files de A. Aixi, la reduc-
ci6 equival a la seleccié d’una base canonica per al modul de files de
A; modul que pot pensar-se com una xarxa de R™. La idea basica
de Minkowski consisteix en triar una matriu de cada classe d’equiv-
alencia, amb files el més curtes possible, segons una determinada
nocié de longitud.

Sigui R, el conjunt de les matrius Y € P,, tals que

1. si g = (g1,...,9n) € Z" satisfa ged(gk,...,gn) = 1 (1 < k < n),
llavors
9"Y g > yr

2. Yypp+1 = 0peral <k<n-—1

La demostracié dels dos resultats que destaquem a continuacié
es pot trobar a la secci6é 2 del primer capitol de [6], dedicat a una
completa descripcié de la teoria de reduccié de Minkowski i de les
propietats del domini reduit R,,.

Proposicié. 2.3.1 (Desigualtat de Minkowski) SiY = (y;;) per-
tany al conjunt R, aleshores

Y11Y22 - - - Ynn < Cn detY,

on ¢, €s una constant que només depén de n. Per exemple, sin = 2
podem prendre ca = 4/3 i aquest valor és minimal.

Teorema 2.7 FEl conjunt R, és un domini fonamental per a l'accié
del grup GL(n,Z)/{%l1,} sobre P,. Es a dir, les imatges de R, pels
elements de GL(n,Z)/{£l,} recobreizen P,, sense solapaments.
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En la referéncia citada es prova també que R,, C P,, C R™"+1) g
una piramide convexa fitada per un nombre finit d’hiperplans.

2.3.2 Domini fonamental per a H, /Sp(n,Z)

Considerem el conjunt F;, format pels elements Z € H, tals que

(i) [det(CZ + D)| > 1 per a tot C, D tal que (é g) € Sp(n, 7)
(ii) Y = ImZ pertany al domini reduit de Minkowski

(iil) X = (wij), |wijl <

N | —

Si acceptem la teoria de la reduccié de Minkowski com a punt
de partida i observem que mitjangant translacions sempre podem
aconseguir la tercera condicié, aleshores és clar que la primera és
la condicié que cal investigar més detingudament. En primer lloc,
caracteritzem com sén els parells (C, D) a que fa referéncia aquesta
condicio.

Proposicié. 2.3.2 Sigui (C, D) un parell de matrius n X n amb co-
eficients enters. Aleshores, les condicions segiients son equivalents:

(i) Ezisteixen matrius A i B tals que M = (—AB i) € Sp(n,Z),

(ii) CTD = DTC i per a tota matriu n x n la condicié GC i GD
matrius enteres implica G entera.

Direm que un parell en aquestes condicions és un parell simetric co-
primer.

DEMOSTRACIO: Si
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és simplectica, llavors M7 també ho és, d’on es dedueix CTD = DT C.
D’altra banda, tenim que ADT — CBT =1, i

G =G(ADT —cBT)T = (ADT —cBT)GTT = (GD)AT —(GB)C?.

Per tant, si GC i GD sén matrius enteres, aleshores també ho és G.

Suposem ara certa la segona condicié de l’enunciat per a (C, D).
Observem en primer lloc que llavors per a tota

A B
M = <C/ D/> € Sp(n,Z)

el parell
(C,D)M' = (CA'+ DC',CB' + DD')
també compleix aquesta condicio.

Si calculem (CA’+ DC'")(CB'+DD')T| de la simetria de A’B'T" i
C'D'" deduim que els sumands CA’BTCT i DC'D'" DT sén matrius
simetriques. D’altra banda,

DC'BTCT + CA'D'TDT = D(D'A'T —1,)CT + CA'D'TDT
=DD'ATCT + cA'DTDT — DOT .

En primer terme tenim una matriu de la forma X + X7, i DCT és
simetrica per hipotesi.

Si suposem que GCA' + GDC’' i GCB' + GDD’ sén enteres,
aleshores

(GCA' + GDC"\D'" — (GCB' + GDDC'" =GC -1, + GD -0

(GCB' + GDDYA" — (GCA' + GDC')B" =GC -0+ GD -1,

també sén enteres, d’on deduim que G és entera.

Fet aix0, ara provem que existeix M’ € Sp(n,Z) de manera que

(C,D)M" = (1,,,0).
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Considerem f; la primera fila de (C, D). Ateés que les matrius sén
coprimeres, no pot ser la fila zero, i existira My € Sp(n,Z) tal
que Moff = (a,0,---,0) (cf. lema 2.9). Aleshores, (C,D)MI =
(C',D"), amb

a 0 ... 0 0 0 ... 0
/ U

€21 dy

/ —
“=: " I D"

/ U

Cn1 nl

De la simetria de C'"TD’ es dedueix ¢y = -+ =c)); = dpy = -+ =

d,,; =01 C¥ Dy simétrica. Ates que (C', D') és coprimer, es dedueix
a=11(C",D") coprimer.

Per induccid, podem suposar que existeix

_ (A B B
Ml_(C'l D1> € Sp(n—1,Z)

tal que (C”, D")M; = (1,,—1,0). Sigui

b 4) 6 s)

Aleshores, (C, DYM{' M; = (I,,,0) i
(C,D) = (L,,0)M; 'My T = (0,L,)QM; M, T

Aix{ hem construit la matriu simplectica de la qual C, D és segona
fila: M = QM My T O

Lema 2.8 Sin>2ity,...,t, son enters, existeiz V € SL(n,Z) tal
que

t1 d

to 0
V.| =

tn 0

amb d = ged(tq, ..., tn).
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DEMOSTRACIO: Usar la identitat de Bézout per al cas n = 2 i la
induccié per al cas general. O

Lema 2.9 Sin > 1 ity,...,ta, son enters, existeix M € Sp(n,Z)
tal que

11 d

to 0
M| . =

ton 0

amb d = ged(ty, ..., tan).

DEMOSTRACIO: Volem veure en primer lloc que hi ha algun transfor-
mat (t],...,t5,) tal que o bé les n primeres components sén nul.les
o bé ho sén les n segones. (De fet, n’hi ha prou amb una condi-
cid, perque Q intercanvia aquests conjunts de components). Si no
fés aixi, podriem triar o’ i ¢ de manera que o' = ged(ty,...,t,),
d = ged(t), q,...,t5,) amb la condicié a’¢’ minimal i o’ > ¢ (si
cal, multipliquem per €2 la matriu de transformacid). Segons el lema
anterior, usant una rotacié U(V) podem suposar (t;,,q,...,t5,) =
(/,0,...,0). Aleshores, usant una translacié 7'(S) tindrem el trans-
format (¢} + 's11,...,t, + sp1,¢,0,...,0) i podem aconseguir que
les n primeres components siguin < ¢’. Pero aix0 contradiu la mini-
malitat de ’eleccié de a’, c'.

Aixi doncs, hi haura un transformat que tindra les segones n
components nul.les. Aleshores, apliquem un altre cop el lema anterior
i amb una rotaci6 adient tindrem el transformat (d,0,...,0). O

Dos parells (C, D) i (C’, D’) simetrics coprimers sén equivalents
si existeix una matriu U € GL(n,Z) tal que
(C',D") = (UC,UD).
Usant la proposicié anterior es comprova que
(C, D), (C', D) equivalents <= CD'T = DC'T.

El lema segiient proporciona bons representants per a les classes
d’equivalencia del conjunt de parells simetrics coprimers.
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Lema 2.10 Si(C, D) és simétric coprimer ambrang C = r, aleshores
és equivalent a un parell de la forma

(5 o)er (00l ) o)
on Uy € GL(n,Z) i (C1, D1) és un parell simétric coprimer de matrius

r X r ambrangCq =r.

Dos parells d’aquesta forma, associats a C1,D1,Uy @ Co, Do, Us
respectivament, son equivalents si, © només si,

V B
U2:U1<0 V/)?

amb V € GL(n,Z), i els parells (C1, Dy) i (CoVT, DoV ™1 son equiv-
alents.

DEMOSTRACIO: Ates que C té rang r, existeixen matrius unimodu-

lars U’, U; tals que
Cy 0\, .7
I
vo— (G D

on (] és una matriu r x r de rang r. Sigui

Dy Do\ .,
<D3 D4>—UDU1,

amb D matriu 7 x r. El parell (U'C,U’D) és simétric i coprimer. El

parell <<%1 8) , (gl g2>) també ho és. Per tant, (C1, D) és
3 Dy

un parell simetric, D3 =01 Dg € GL(n — r,Z). Definim

(1, —DyD;h .,
U(O pot )U € GL(n,7Z)

1 tenim

_ C]. 0 T o D]_ 0 -1
UC_<0 O)Ul, UD-(O In_T>U1.

D’aqui es dedueix que (Ci, D1) és coprimer.
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Per provar la segona part, farem només una implicacié perque
l’altra es comprova facilment. Suposem que els parells associats a
C1,D1,Uq 1 Cy, Ds, Uy s6n equivalents. Aleshores

Cy 0\,7, 7 (DY 0\ (D1 0 1 ct oo
<0 0>U1U2 (0 L)~ \o 1)U %0 o

Posem

_ W H' _ V B
UiTUQ T = (H W/> ) Ul 1U2 = (B/ V/> )

amb W i V matrius r x r. La igualtat anterior s’escriu

oywDI ciHY  (DVEE 0
0 o )\ Bct v)>

de manera que Cﬂ/VDg = DlVCzT i B = 0, atés que Cy és no
singular. En particular,
V B
U2 - Ul (O Vl>

Amés W =V—T1iC(DVHT = Dy(CoVT)T . Per tant, el parell
(CoVT, DV =1 és equivalent a (Cq, Dy). O

Un cop tenim ben descrit el conjunt de parells (C, D) que apareix-
en en la primera condicié de definicié del conjunt F;,, ens ocupem de
la condicié en si, és a dir, |det(CZ + D)| > 1, que s’interpreta com
una condicié d’altura maximal dins de I’orbita.

Per a Z = X + 1Y € H,,, definim 'altura

hZ) =detY.

C h ist anteri t,si M =
om hem vist anteriorment, si ( cC D

A B> € Sp(n,Z), aleshores

h(M(Z)) = |det(CZ + D)| > h(Z).
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Proposicié. 2.3.3 Cada orbita de l'accio de Sp(nZ) sobre H,, conté
punts Z d’altura maximal. Aquests punts son els que satisfan

|det(CZ + D)| > 1

per a tot parell (C, D) simétric coprimer.

DEMOSTRACIO: La férmula de transformacié i la proposicié 2.3.2,
ens diuen que si h(M(Z)) < h(Z) per a tot M € Sp(n,Z), aleshores
|det(CZ + D)| > 1 per a tot parell (C,D) simetric coprimer, i
reciprocament. Per tant, només hem de veure que en cada orbita hi ha
algun punt d’altura maximal i per fer-ho és suficient veure que si fix-
em Z = X+1Y € H,, llavors la desigualtat | det(CZ+D)| < 1 només
té un nombre finit de solucions en el conjunt de parells simetrics co-
primers, modul equivalencia.

Sigui r = rang C. Considerem el parell equivalent del lema ante-
rior i escrivim Uy = (Q, Q"), amb @ matriu n x r. Aleshores,

czeo=(( 0) (§r) 2@ @1+ (5 ,0)) e

Esadir,
T T /
CZ+D— (ClQ Z()Q+D1 Cl? ZQ> ;!

|det(CZ + D)| = | det C1||det(QT ZQ + P)|,

amb P = C| Dy, Aquesta matriu P és una matriu simétrica r x r
amb coeficients racionals que determina la classe d’equivalencia del
parell (Cy, Dy):

Cl_lDl = CQ_IDQ <~ Cl_lDl = (02—1D2)T e ClDT = chg
Substituint @ per QV amb V € GL(n,Z), podem suposar que

QTY Q pertany al domini reduit de Minkowski. Posem T = Q7Y Q i
S =QTXQ+ P. Sén matrius reals r x r i tenim

det(QTZQ + P) = det(S +iT).
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Ates que S és simetrica 1 T' és definida positiva, existeix una matriu
F € GL(r,R) tal que FITF =1, i FTSF = H = diag(h1,...,h;).
Aleshores,

det(S +iT) = det(F~T(H +iL,)F~1) = (det1F)2 det(H + iT,)

= detT- [] (ha +9)
a=1

i hem de considerar, doncs, la desigualtat

|det Cy| - det T~ J[T(1+12)V? < 1.

a=1

D’aquf es dedueix det7 < 1. Ates que la matriu 7 = (¢1Y¢p),
on qi,- - ,q, indiquen les columnes de @, és reduida en el sentit de
Minkowski, existeix una constant ¢ tal que

T
H quqa <cdetT <c

a=1

D’altra banda, per a tot «,
Y G > Nk ga > X,

on A és el menor dels valors propis de Y. Aixi doncs, ¢1Yq, < A "c
per a tot « i, en conseqiiencia, totes les columnes de les possibles
() estan contingudes en un conjunt finit de columnes enteres. Aixi
hem provat que hi ha un nombre finit de matrius () en les condi-
cions anteriors. Per tant, det T' = det Q7Y Q també esta limitat a un
conjunt finit de valors. Pero llavors, els valors |det C1| i hy,..., A,
estan fitats. Aleshores, ates que T = F~TF~1 els coeficients de F~!
han d’estar fitats. I el mateix passa per a S = F"THF~! i per a
P =5 —-QTXQ. Observem que els denominadors dels elements de
P divideixen det Cy i, per tant, estan fitats. Aixi, P és una matriu
racional fitada i amb els denominadors dels seus coeficients també fi-
tats. Deduim que hi ha un nombre finit de possibles matrius P, cosa
que ens déna un nombre finit de parells (C1, D1). Tenint present el
lema anterior, aixo completa la demostracio. O
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Teorema 2.11 F,, és un domini fonamental per a l’accid del grup
modular de Siegel Sp(n,Z)/{£I} sobre el semispai superior de Siegel
H,. Es a dir, les imatges de F,, pels elements de Sp(n,Z)/{£I}
recobreizen H,, sense solapaments essencials.

DEMOSTRACIO: Amb una rotacié

vl o0 T T T
0 1)@ =VTZv =VIXV 4Ty

I’altura no canvia i podem aconseguir situar la part imaginaria al
domini fonamental de Minkowski.

Amb una translacié

<Ig I‘i) (Z) = Z+ 5= (X +5)+iV

'altura no canvia i podem aconseguir |z;;| < 1/2.

Ates que en cada orbita hi ha algun punt d’altura maximal, hem
provat que en cada orbita hi ha algun punt de F,.

Suposem ara que Z, Z' sén punts de F}, tals que

7' = M{Z) amb M = (g g) € Sp(n,Z).

Aleshores, h(Z') = h(Z) i |det(CZ + D)| = 1 = |det(-CT Z' + AT))].
Si C # 0, aquestes equacions soén no trivials i Z, Z’ estan a la frontera
de F,. Si C =0, aleshores

M=TSUWVY) i Z/=X"+iY/ =VIXV 4+ S+ivlYyV

Ates que Y i Y’ estan al domini reduit de Minkowskii Y/ = VIYV,
o0 bé Y)Y estan a la frontera de R, o bé V = +1,,. En aquest darrer
cas, X' = X + 5. Llavors, o bé [z5] = [z}, = 1/2 0 bé § = 0.
En resum, hem obtingut que si Z, Z’ no estan a la frontera de F,,
aleshores M = +I,. O

Per finalitzar aquest capitol, recopilem en el teorema segiient al-
guns resultats addicionals relatius al domini fonamental F,, per a la
demostracié dels dos primers ens referim novament al primer capitol
de [6], 1 per al calcul del volum al llibre de Siegel [7].
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Teorema 2.12 (i) F, no és compacte .

(ii) Fy, és un tancat de H, fitat per un nombre finit de superficies
algebraiques.

(i4i) La métrica de Poincaré del semipla superior també es general-
itza a H,,. La corresponent forma de volum ve donada per

(det Y)i(nJrl) H dXZ]dY;J .
1<j
El volum del domini fonamental és

n

Vol(E,) = 27—t/ H —1)IC(2k) .



Bibliografia

Andrianov, A.N.: Quadratic Forms and Hecke Operators.
Grundlehren der mathematishcen Wissenschaften, 286. Springer-
Verlag, 1987.

Baker, A.: Matrix Groups. Springer-Verlag, 2002.

Donaldson, John L.: Minkowski reduction of integral matrices.
Math. Comp. 33 (1979), no. 145, 201-216.

Freitag, E,: Siegelsche Modulfunktionen. Springer-Verlag, 1983.

Helgason, S.: Differential geometry, Lie groups, and symmetric
spaces. Pure and applied mathematics, 80. Academic Press, 1978.

Klingen, H: Introductory lectures on Siegel modular forms. Cam-
bridge University Press, 1990.

Siegel, C.L.: Symplectic geometry. Amer. J. Math. 65 (1943),
1-86.

Warner, F.W.: Foundations of differentiable Manifolds and Lie
Groups. Springe-Verlag, 1983.

53



54

BIBLIOGRAFIA



Capitol 3

Operadors de Hecke

E. NART

Departament de Matematiques
Universitat Autonoma de Barcelona
Edifici C

E-08193 Bellaterra

El contingut d’aquesta part del seminari s’ha extret integrament
del Capitol IV del llibre de E. Freitag Siegelsche Modulfunktionen,
publicat per Springer-Verlag el 1983.

3.1 Algebra de Hecke

Continuem denotant I' = I'y = Sp(g,Z). Submergim el grup I' =T,

dins d’'un grup A = A, de matrius racionals similars a les sim-

plectiques:

A:=Ag:= ] A(m),  A(m):={M € GLyy(Q)| J[M] = mJ}.
meQ+

Direm que els elements de A(m) tenen grau m. El grau d’'un
producte és el producte dels graus, de manera que A és un grup

55
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graduat. Si M € A(m) tenim
det M = m?, m~Y2M € Sp(g,R).

La segona propietat ens fa veure que M opera sobre H, i sobre les
funcions de H, (amb un pes k prefixat) per les férmules usuals

C D
(fleM)(Z) = f(M{Z))det(CZ + D).

De fet, si denotem per M = m~Y2M la transformacié simpléctica
naturalment associada a M tenim:

M{Z)=M(Z), Fle M =m9*2(f |, M).

M(Z)=(AZ+ B)(CZ+ D)™, M=<A B>,

Quin interes tenen aquestes matrius, si donen lloc a les mateixes
transformacions biholomorfes de H,? Resposta: la seva accié sobre
les formes modulars!

Si f és una forma modular de pes k, la funcié f | M depén només
de la classe per 'esquerra I'yM; per tant, si m C A és unié finita de
classes per l'esquerra respecte de I', posem m = U; I'M;, aleshores
podem definir un operador Ty, via

[T iZZf\kMi-

Si a més a més, mI' = m, aleshores f |, Ty torna a ser una forma
modular. En efecte, per a qualsevol N € I' tenim m = U; T'M;N,
de manera que el conjunt de classes per ’esquerra I'M;N és una
permutacié del conjunt de classes per I'esquerra I'M;.

Aixi doncs, podem fabricar operadors a partir de families m C A
que descomponguin com unié finita de classes per 'esquerra i que
siguin invariants per la multiplicaci6 per la dreta per I'. Els candidats
naturals sén les dobles classes m = 'MT d’elements M € A.

Lema 3.1 Sigui m un enter positiu. El conjunt A(m)z := A(m) N
Myy(Z) és reunio d’un nombre finit de classes per l'esquerra, para-

metritzades per:
A B
amz=Ur (3 ).
AB
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on A = (a;j) recorre totes les matrius triangulars superiors enteres
satisfent

ai; >0, 0<ai <aj, 1<i<j<g, mA~! entera;

per a cada A firada, D esta determinada per A’D = m1 i B recorre
un sistema de representants de

{B € My(Z)| AB" simétrica} (mod D),
on B = B* (mod D) vol dir que (B — B*)D~! és entera.

Teorema 3.1 (Divisors elementals simpléctics) Sigui m un en-
ter positiv i M € A(m)z. A la doble classe TMT hi ha una dnica
matriv de la forma diag(a1,...,aq,d1,...,dg) tal, que

a; >0, ajdj =m, 1<j<g; ajlaj41, 1 <j<g; agldg.

Definicié 3.2 Definim ’algebra de Hecke H(I', A) = H(I'y, Ay) com
el C-espai vectorial que té per base els simbols TMT amb M € A. Els
seus elements els anomenem operadors de Hecke.

Notacié. Sigui m un enter positiu. Si aq]---|ag és una successié
d’enters positius tals que a§|m, denotem

NI

. m m
Tm(ai,...,aq) :=TIdiag(ai,...,aq, —
al Qg

Denotem per T, I'operador de Hecke suma de totes les dobles
classes contingudes a A(m)z, i.e.

T = Z Tm(at, ... aq),

ail--lag, a2|m

amb els a; enters positius.

Pel teorema dels divisors elementals simplectics tenim clarament:

1 0
Tp_Tp(1,...,1)_r<0 p1>r.
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Mentre que T2 = TIES) + T[g) +- 4+ T;g), amb

TZE;') = Tp(1,...,1,p,...,p) = Ddiag(1;, ply_i, p>1;, ply_i) T.

Per descomptat, aquesta algebra de Hecke que acabem d’introduir
admet un producte. Per definir-lo és convenient submergir ’algebra
de Hecke dins de l’espai vectorial £(T", A) que té per base les classes
per 'esquerra I'M amb M € A. Definim

j: H(T,A) — L(T,A), TMT =U;TM;— > TM,

7

A Tespai L£(I',A) tenim una accié de I' per la dreta, que consisteix
simplement en multiplicar: (I'M) - N :=TMN.

Lema 3.2 L’aplicacio j és injectiva i la seva imatge son precisament
els vectors invariants per l'accio de I' per la dreta.

Identificarem H(I', A) amb la seva imatge per j sense fer-ne es-
ment. Podem definir ja el producte de dues dobles classes 'MT" =
U; I'M;, TMT = Uj FNJ com:

(CMT) - (TNT) ZFMN

Es comprova rapidament que aquest element de £(I', A) és invariant
per la dreta per I', i per tant és una combinacié lineal de dobles
classes:

(’MT) - (TNT) ZFMN = ) cpl'PT.
I'PITCTMI'NT

Exemples.

(i) (CMT) - (Tall) = TaMT, per a tot a € QT.
(ii) Si N, M € A s6n enteres i ged(det N, det M) = 1, aleshores

(TMT) - (TNT) = TMNT.
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(iii) Sig=1,

sz(l) = (Tp)2 —(p+ 1)Tp2 (p),

Tpn(1) =T - Ty (1) = pTp2(p) - Tyn—2(1), sin>2.

Proposicié 3.3 Aquest producte dota H(T',A) d’una estructura de
C-algebra commutativa, amb unitat I' = T'1. L’aplicacié natural

H(T,A) — Endc (Mg (T))

és un homomorfisme de C-algebres per a tot k.

3.2 Estructura de H(T', A)

Per a cada nombre primer p considerem
Ap = Ay, = ANGLy(Z[1/p])

el subgrup format per les matrius de A amb entrades que tenen de-
nominador una potencia de p, i el determinant és també una potencia
de p (amb exponent enter).

La subalgebra H(I", A,) € H(T', A) és anomenada la p-component
local de I'algebra de Hecke.

Proposicié 3.4 H(I',A) = Q, H(I', Ap).

Dem. Per I’'exemple 2 i el teorema dels divisors elementals, cada ele-
ment de la base de H(I", A) descompon de manera tinica en producte
d’un nombre finit d’elements, cadascun de la base d'un H(I', Ap,) per
a primers p; diferents.

Tm(ala oo 7ag) = T(m)p1 ((al)pla SO (a!])Pl) T T(m)pr ((al)prv s (ag)Pr)a

on (a), denota pr(@) per a qualsevol nombre racional a. O

L’objectiu és, doncs, determinar ’estructura de les p-components
locals H(I', A,). Veiem que ens podem limitar a treballar amb ma-
trius enteres.
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Lema 3.5 Sigui H(T,A,) la subalgebra de H(T,A,) generada per
les dobles classes de matrius enteres de A,. Denotem per simplicitat:

T:=Te(p,....p) =TS =T(pL)I € H(T, A,).
Aleshores, H(T',A,) = H(T, Ap)[T7Y].

Dem. Per a qualsevol element de la base de H(I', A,) tenim (exemple

1)

Ty (s p70) T = Thrrac (pFe, L plote),

i aquest element caura dins 7:{(F, A,) per a e prou gran. O

Determinarem l'estructura de H(T', A,) per un argument d’induc-
ci6 sobre g. A tal fi, considerem ’aplicaci6 lineal

P 7:f(FmAg,p) I 7'V“Fg—hAg—l,p)

determinada per

7

Tpr(p"2,...,p"), sir =0,
siry > 0.

Es comprova facilment que aquesta aplicacié ¢ determina un epi-
morfisme de C-algebres amb nucli I'ideal principal generat per 1’op-
erador T = T;ES ) del lema anterior.

Teorema 3.3 L’algebra H(T, A,) esta generada pels g+ 1 operadors

i aquests operadors son algebraicament independents.

El fet que aquests operadors generen ’algebra es comprova molt
facilment per induccié. Per a g = 1 és conseqiieéncia de I'exemple 3.
Si suposem el resultat cert per a g — 1, es dedueix automaticament
per a g, ja que
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(i) ¢ és epimorfisme,

(ii) Els generadors de H(T';—1,A,_1,) sén la imatge per ¢ de g dels
nostres pretesos generadors:

T~ T, TO—19 .. 1¢Y-1i?

(iii) L’altre operador, T = T]Eg ), genera el nucli de .

En canvi, la demostracié de que aquests operadors sén algebraica-
ment independents ocupa deu pagines del llibre de Freitag.

3.3 Commutacié d’operadors de Hecke amb
l’operador de Siegel

Fixem un pes k i considerem l’aplicacié a nivell de classes per 'es-
querra,

()" L(Tg,Ag) — L(Tg—1,A4-1),

determinada per:

L=T,M, M €A, + L*:=d"Ty_1M, My €Ay,

d 0
D_<>f< D1>’

on (recordeu el Lemma 3.1)

A B a % x %
=3 5) 4= 4) =( 5)

(3.3.1)
. o Ay By
Es comprova facilment que en aquesta situacid, M; := 0 D
1

pertany a Ay_1 i té el mateix grau que M.

Teorema 3.4 Aquesta aplicacid indueiz un epimorfisme de C-algebres
()" HTg, Ag) — H(Tg-1,A¢-1)

amb la propietat

(fleT) o= (f|®) e T*, Vfe M), VT € H(I'y,Ay).
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Corollari 3.6 (i) Els espais de formes paraboliques Si(T') son es-
tables per ’accié de l’algebra de Hecke.

(i) Si f € My(I') és forma propia de tots els T € H(I'y,Ay),
aleshores f | ¢ és també forma propia de tots els H(I'g—1, Ag—1).

Calcul de T;

Acabem aquest paragraf amb un calcul explicit de 7). Aquest calcul
és essencialment equivalent a un recompte del nombre de classes per
I'esquerra contingudes a T, = I" diag(1,4, p14)I".

A

0 D
de T, satisfent les condicions del Lemma 3.1. La matriu A = (a;;)
tindran 1’si g—n p’s a la diagonal, per a algun 0 < n < g. Recordem
que per a tot parell ¢ < j tenim

Sigui M = ( > un representant d’una classe per ’esquerra

aij =0, siaj;=1; 0<a;<p, siaj=p.

Siguin 1 <141 < --- < i, < g les posicions amb 1’s a la diagonal i con-
siderem la matriu P € GL4(Z) que té les files i1,. .., 4, de la matriu
identitat com a primeres n files, i les restants files de la identitat com
a darreres g — n files, respectant els seu ordre. Sigui Q € GL,4(Z) la
matriu obtinguda de manera analoga permutant les columnes de la

matriu identitat. Tenim
(1,
PAQ = <0 X),

on X € My_,(Z) és una matriu triangular superior, amb p’s a la
diagonal i enters positius menors que p per damunt de la diagonal .
Ara, pA~! és una matriu entera; per tant, p(PAQ)~! és una matriu
entera, i per tant, pX ! és una matriu entera. Aixd obliga a que
X = ply_, (exercici); hem vist doncs que a;; = 0 sempre que a;; =
ajj = p-

Lema 3.7 Les matrius B = (bj;) € My(Z) que son simétriques i
satisfan

bij =0 s {Z,j} g {il,...,in}, Ogbij <p st {Z,j} - {il,...,in}
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son un sistema de representants del conjunt de classes d’equivaléncia
de

{B € My(Z)|AB' simétrica} per la relacid d’equivaléncia d’esser
congruents modul D.

Dem. Denotem B(A) = {B € My(Z)| AB’ simetrica} (mod D), per

a qualsevol matriu entera A. Es comprova facilment que les matrius
B

B = ( 01 8) amb By = (b;;) simetrica tal que 0 < bj; < p per a

tot 4, j, sén un sistema de representants de B(PAQ) per a la matriu

1 *
PAQ= (" :
< < 0 plgn)
D’altra banda, tenim una bijeccié evident

B(A) — B(PAQ), B+ PB(Q)!' = PBQ,

ja que Q' = Q~!. Aixo prova el lemma. |

Corol-lari 3.8 Sigui L(g) el conjunt de classes per Uesquerra de T),
en génere g. Considerem la particio L(g) = L1 U L, determinada
pel fet que una classe L =TgM € L, amb M € Ay satisfent (3.3.1)
tingui a = 1 0 a = p. Aleshores, la correspondéncia L = I'yM
[y_1M; = d*L* estableiz una bijeccid entre L, i L(g—1), i determina
una aplicacid exhaustiva entre L1 i L(g — 1), on cada element de
L(g—1) té p? antiimages.

— _ . _(p O (0 0 i
Dem. Sla—an—ptemmA—(O A1>’B_<O Bl>.Clara

ment A; recorre totes les possibles submatrius superiors esquerra de
les classes de £(g — 1) i B; recorre tot B(Aj).

. o . . . 1 A . b By
Sia =ay; =1 tenim A = <0 A1>’ B = <36 Bl>' Com

abans, A1, By recorren totes les possiblitats d’objectes semblants en
geénere g — 1, pero Ap té g — n entrades “lliures” (alla on hi ha p a
la diagonal de A), By té n — 1 entrades lliures (alla on hi ha 1 a la
diagonal de A), i tenim encara llibertat per al valor de b. En total,
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tenim pY parelles (A4, B) que donen lloc a la mateixa parella (A1, By).
Od

Corol-lari 3.9 El nombre de classes per l’esquerra de T}, és

P4+ + 1) (p+ 1)

Dem. Per a g =1 tenim p + 1 classes per I’esquerra representades

per les matrius
p 0 1 a
< . 9.
(0 1>7 (0 p),O_a<p (3.3.2)

D’altra banda, pel corollari anterior tenim |£(g)| = (p?+1)|L(g—1)|.
a

Corol-lari 3.10 T = (14 p9~*)T,

Dem. Retoquem la demostracié del Corollari 3.8. Si a = p tenim
d =11 la correspondencia L — L* transforma la suma de les classes
per 'esquerra de £, en T),. Si a =1 tenim d = p i la correspondencia
L — L* transforma la suma de les classes per 'esquerra de £; en
pg_kTp. O

3.4 Formes propies de 1’algebra de Hecke

Com a exemple més significatiu d’'una tal forma propia tenim les
series d’Eisenstein.

Proposicié 3.11 Si k és un enter parell, k > g+ 1, la série d’Eisen-
stein By és foma propia de tots els operadors de Hecke.
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La demostraci6 és un joc directe (i senzill) amb els coeficients de
la serie d’Eisenstein.

Lema 3.12 Siguin m un enter positiu i m C A(m)z una unid finita
de dobles classes. Suposem que 0 # f € My (') és forma propia de
T amb valor propi A € C. Aleshores,

(i) Si el coeficient 0-ésim de Fourier de f és no nul, tenim for¢cosament
A= ) det(D).
(g‘ g) el\m
En particular, per a m =T, tenim A = [[9_,(1 + p"~*).
(i) Si f és parabolica, tenim |\ < m~9%/2|T\m].

Ai B;

Dem. Posem m = U; I'M;, amb M; = ( 0 O
2

> satisfent les condi-
cions del Lemma 3.1.

Sigui ag # 0 el coeficient 0-¢sim de Fourier de f. El coeficient
0-ésim de Fourier de f | T = Af és doncs Aap. Comprovem amb un
calcul directe que és ag Y, det(D;)~*:

Jim (f [ Tw) (it1) = D det(Di)~" lim f(Mi(it1))

=) det(Dy) ™" lim f(m ™! (it1)[A]] + B;A))

Suposem ara m = I"diag(1,, p14)I". Denotem per A, el valor propi
de T, en genere g. Si g =1 deduim de (3.3.2) que \y = 1+p-p % =
14 p*. Sig>1, el Teorema 3.4 i el Corollari 3.10 mostren que
Ag = (14 p?~*)X\,_1. Aixd acaba de provar I'ftem 1.

Si f és parabolica la funcié f(Z)det(Y)*/? té un maxim absolut
ZO a Hg:

o k/2
f(@lé(iett((};()))) \f(Zo)|,  VZ € H,.
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Prenem M = <A B> € m qualsevol i denotem M = m~1/2M e

0 D
Sp(n,R). Apliquem la desigualtat anterior a Z = M< Zy > = M< Zy >;
com que

det(Y) = det(Yp)|7 (M, Zo)| "% = det(Yp)m? det(D) 2
la desigualtat queda:
FM{ Zo ))| < m~ 952 det(D)¥| f(Zo)|.
Finalment,

INF(Zo)l = |(f |k Tw)(Z0)] < 32, det(Dy) ™| f(Mi{ Zo )|
< m 92 |T\m|| f(Zo)|.

Lema 3.13 Sigui p un nombre primer. Hi ha com a molt una forma
modular f € My(T') que és forma propia de T, i satisfa ao(f) = 1.

En particular, si k parell, k > g+ 1, i f és una forma modular
satisfent aquestes condicions, aleshores f = Ej,.

Dem. Suposem que f,g € My(I') sén dues formes propies de T}, i
ap(f) = ap(g) = 1. Pel lema anterior, sén formes propies del mateix
valor propi A = [[9_,(1+p"F).

A la forga tenim f — g € Sk(T'). En efecte, si g = 1 és evident; si
g > 1 les formes f| ¢, g| ¢ tornen a satisfer les mateixes condicions,
i per un argument d’induccié tindrem f|¢ = g|¢ i per tant f — g és
parabolica. Si fos f # g, pel lema anterior tindriem

g
H1+pnk <pgk/2H1+p)

n=1

1 obtenim una contradiccio. O

Corollari 3.14 Ej | ¢ = Ey.
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Producte escalar de Petersson

Aquesta part imita amb tot detall el cas de genere 1. Per completitud
repetim els arguments.

Si f,g € M(T") i una almenys de les dues és parabolica obtenim
un aparellament

(f.9) = I(f(Z)9(Z) det(Y)"),

on I denota (ambiguament) una certa integral respecte de la forma de
volum simplectica. Aquest aparellament és hermitic, definit positiu,
i els operadors de Hecke sén tots autoadjunts:

(fleT,g)={fglT), VT eH(,A).

Proposicié 3.15 (i) Si(I') admet una base de formes propies re-
specte de tota ’algebra de Hecke.

(i) Eg(T) := Sp(T)* C My(T') és un subespai estable per laccid de
l’algebra de Hecke.

(i1i) Ey € E(T).

() Mi(I') = Ex(I') ® Si(I).

(v) L’operador de Siegel determina una immersio ¢: Ey — My(T'g—1).

Dem. Els items 1 i 2 sén conseqiiencia immedita del fet que I'a-
parellament és hermitic, definit positiu, i els operadors de Hecke sén
autoadjunts.

Posem Ey | T = M E) per a tot T € H(I',A). Considerem una
forma propia simultania 0 # g € Sg(I') i posem g |, T = purg per a
tot T'€ H(I', A). Tenim

M{(Ep,g9)={(ExT.9)=(Epg|xT) = pr{ Er,g).

Si A1, = pr,, €l Lemma 3.13 mostra que Ey — g = FEy, d'on g = 0.
Per tant, A7, # ur, i necessariament <Ek,g> = 0. Com que g pot
recorrer una base de Si(I') tenim Ej, € Ei(T"). Aix0 prova I'item 3.



68 E. Nart

En ser l'aparellament definit positiu tenim forgosament Ej(I') N
Si(I') = {0}. D’altra banda, l’aparellament defineix un isomorfisme
canonic entre Si(I') i el seu espai dual; per tant, per a qualsevol
f € M(T) la forma lineal ( —, f) coincidira amb la forma lineal
(—,9) per a alguna g € Si(T'). Aix{ doncs, f — g € Ey(T), de
manera que My(I") = Ex(T") + Si(I"). Aixo prova l'item 4.

L’item 5 és clar perque el nucli de ¢ restringit a Ey(I") és Ex(I') N
Sk(I') = {0}. O

Teorema 3.5 My(I') admet una base de formes propies de tota l’al-
gebra de Hecke.

Dem. Es suficient provar-ho per a Ej, (I"). Per un argument d’induc-
cié sabem que és cert per al subespai ¢(L(I")) € My (T'y—1); per tant,
podem trobar una base E; de Ej(I") tal, que (aplicant el Teorema 3.4)

(Ei|T)| ¢ = (Ei| ) [k T" = Ay i(Ei | ¢) = (M= i Es) | ¢,

per a tot T € H(T', A). Com que ¢ és injectiu, deduim que E;|T =
A+ i E; per a tot T € H(T, A). O

3.5 Formes singulars

Una forma modular f € Mj(I') diem que és singular si els seus coe-
ficients de Fourier satisfan

a(T) #0 = det(T) =0,
per a tota T" > 0 parella (no confongueu la 7" amb un operador de
Hecke ara).

En certa manera sén 'antitesi de les formes paraboliques, que
satisfan
a(T) # 0 = det(T) # 0.
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Si g = 1 les tniques formes singulars sén les constants de pes zero,
pero per a g > 1 hi ha exemples no trivials.

Exemple. Sigui 1 < m < g i considerem una matriu S > 0 uni-
modular i parella.  Aleshores g € M, /5(I") és una forma modular
singular.

En efecte, a(T) = A(S,T) = ${G € Mp,xn(Z)|S[G] = T}. Per
tant, a(T) # 0 implica que G'SG = T per a alguna G i per tant
det(T) =0, ja que rang(T") < rang(S) = m.

En certa manera, aquest és I'inic exemple possible.

Definicié. Denotem per My(I')g el subespai de formes modulars que
son combinacio lineal de formes 8s amb S > 0 unimodular i parella,
de mida 2k.

Teorema 3.6 Sigui 0 # f € My(T') una forma singular. Aleshores,
g > 2k, k és maltiple de 4 i f € My(T)g

Definicié. Una forma modular f € My(T') diem que és estable
si existeiren § > g i F € My(Ty) singular tals, que f = F|¢979.
Denotem per My(I')s el subespai de formes modulars estables.

Teorema 3.7 My(I")g = M (I')st.
Dem. Les g satisfan 0g|¢ = 0g i per a g > 2k sén singulars. Per
tant, les #g sén totes estables.

Reciprocament, suposem f = F'|$9~9 amb F singular; pel teore-
ma anterior F' és combinaci6 lineal de 0g’s i per tant f també. O

Corollari 3.16 El subespai My (T')g és estable per l’accid de l’algebra
de Hecke.

Recordeu que aixo implica que m és multiple de 8.
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La representaci6 de les formes singulars com a combinacié lineal
de 6g’s és constructiva (demostracié del Teorema 3.6, que hem omes).
Aix0 permet especificar I'accié del operadors de Hecke sobre les 0.
Els resultats sén molt farragosos; a tall d’exemple veiem tnicament
el cas de 'operador T,

Teorema 3.8 Siguin g,m enters positius, m maultiple de 8. Sigui
S1,...,Sn un sistema de representants de les classes de matrius S €
GL,,(Z) simétriques, definides positives i parelles, sota la relacidé d’e-
quivaléncia S ~ S[U| per a U € GL,(Z). Aleshores,

A(S;, pS;)

0, 1T = AWi Poj) g

I mp?m?m; A(S;,S;) 5

on

B(p, m,n) = pIloti—m)/2 [L=7 "A+p7)  sig<m/2,

=20 +p9),  sig>m/2
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4.1 Introduccid

El que ens proposem en aquest capitol és associar series de Dirichlet a
formes modulars de Siegel de genere més gran que 1 que generalitzin
la nocié de L—serie d’una forma modular classica. Abans, pero, fem
un breu resum de les propietats més importants que tenim en génere
1 per tal de remarcar quines d’elles admetran generalitzacié i quines,
no.

Sigui f(2) = Y.,50@n€*™* una forma modular de pes k per

71
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a SLy(Z) (és a dir, de nivell 1) que és funcié propia per tots els
operadors de Hecke (75, f = Af(n)f). Aleshores és un fet conegut que
els seus coeficients satisfan la relacié a, = A f(n)al. Utilitzarem la
notacié f*(z) =, < ane’™"=.

A f li podem associar la L—serie

L(f,s) := Z apn”°.

n>1

Aquesta L—serie convergeix per Re(s) > k + 1 i satisfa les tres pro-
pietats segilients fonamentals

(i) Admet un producte d’Euler

L(f.s) = a1 [T(1 = Ap(p)p~ + 917270

Aquest fet es deu a la segiient relacié entre els valors propis dels
operadors de Hecke

A (AF(PY) = Ap (™) + pF N (Y, 0 > 1

En efecte,

L(f,s)=ar Y _ Ap(mn~=ar [] D Arp)p™.

n>1 p >0

Si anomenem Ly(f,s) = Y ;50 A(p")p~ ", gracies a la relacié
de més amunt, és facil comprovar que se satisfa

Ar(P)Lp(f,8) = Ap(p)+0° (Lp(f, 8)=1=Af(p)p~*)+p" " *Ly(f, 5),

d’on aillant s’obté facilment que
Ly(f,s) = (1= Ap(p)p~® +p* 1 7%) 7"

(ii) Admet prolongacié meromorfa al pla complex. Es segueix del
fet que la transformada de Mellin de f, definida com

A(f,s) = /0 e,
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és tal que la funcio

(=1)2ag

ao
A -
(f78)+8+ /6—8

és holomorfa a C i per Re(s) > k + 1 tenim la igualtat

A(f,s) = (2m)7°T(s)L(f, 5),

on I'(s) = [;¥ e 't571dt és la funcié gamma. Aleshores utilit-
zem aquesta darrera igualtat per prolongar L(f, s) a una funcié
meromorfa a tot el pla complex.

(i) A(f,s) compleix I'equacié funcional
A(S’ f) = (71)]6/2‘/\(]{: -5 f)

Observaci6 4.1 Si f és una forma modular parabolica, aleshores
L(f,s) convergeix absolutament per Re(s) > g +1 ¢ com que ag = 0,
A(f,s) és una funcié entera.

El que succeeix per formes modulars de genere més gran que 1
és el reflex d’una situacié més general en qué a una mateixa forma
automorfa se li pot associar tant una serie de Dirichlet per la qual la
prolongaci6 analitica es pot provar, pero que no admet una expansio
en producte d’Euler, com un producte d’Euler, pel qual no és clar
com provar la prolongacié analitica.

Aixi com en formes modulars de génere 1 les dues series de Dirich-
let esmentades es confonen en la noci6 habitual de L—serie, per a
generes superiors les diferencies es fan evidents i és per aquest motiu
que a una forma modular de Siegel li associarem dues seéries de Dirich-
let diferents.

En primer lloc, introduirem les séries de Dirichlet de Maass, per
les quals es pot provar la prolongacié analitica a tot el pla complex
i Iexistencia d’una equacié funcional, pero no tenen una expansié en
producte d’Euler.

En segon lloc, presentarem les L—series d’Andrianov que tenen
sempre producte d’Euler (de fet, per definicié), i prolongacié analitica
i equaci6 funcional almenys per generes 1 i 2.
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Al llarg del capitol farem servir les notacions segiients

- Si A és una matriu, A’ indica la seva transposada i o(A4), la
seva traca.

- T = 5p(n,Z) = {M € Man(Z)|M'JM = J, on J = (01 Ig>}

CH, = {Z € M,,(C)|Z' = Z,Im(Z) > 0}
_ P, ={Y e M,(R)Y' =Y, Y >0}
- R, ={Y € P,|Y és reduida Minkowski}

- My(T'y,) denota el C-espai vectorial de les formes modulars de
pes k i genere n.

- Sk(T},) denota el C-espai vectorial de les formes modulars paraboliques

de pes k i genere n.

- & My(Ty,) — My(T',,—1) denota l'operador de Siegel.

4.2 Series de Dirichlet de Maass

4.2.1 Definicié

Sigui f € My(T',) una forma modular de geénere n i pes parell k.
Tenim un desenvolupament de Fourier

f(Z) _ Z a(T)eQma(TZ),

T>0

on el sumatori recorre les matrius semienteres simetriques semidefinides
positives de dimensié n, Z = X +iY € H,, i

a(T) = /01 .. /01 f(Z)e2mie(T2) g x

amb dX = Hkgl dxy;.
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Per T una matriu simeétrica i definida positiva, definim
e(T) := {U € GL,(Z)|U'TU =T}|.

Es demostra que £(7") és un nombre finit. Aleshores a f € M(I',),
li associem la serie de Dirichlet

Du(fos) = 30 S deer)
{T}>0

on el sumatori recorre un sistema de representants de les classes de
matrius simetriques semienteres definides positives modul I'accié de
GLy(Z). Recordem que I'accié de U € GL,(Z) sobre una matriu 7'
és U'TU.

Notem que per a n = 1, obtenim la relacié Di(f,s) = 3L(f,s).

4.2.2 Convergencia

Per a estudiar la convergencia de D, (f, s) ens bastaran els dos resul-
tats de continuacio.

Lema 4.2 El nombre pu(d) de classes modul l’accié de GLy(Z) de
matrius semienteres simeétriques i definides positives i de determinant
d és finit i polinomic en d.

DEMOSTRACIO: Vegeu [Fre83, Cap. 2, 2.7, pag. 33]. El fet que u(d)
sigui polinomic en d es deriva directament de la demostracio. o

Aquest lema és conseqiiencia de la reduccié de Minkowski i fita
el nombre classes de matrius de determinant fixat que apareixen a la
definicié de D, (f,s). El segiient resultat controla el creixement dels
coeficients de Fourier de f.

Lema 4.3 Si f € M(T',), aleshores existeix una constant C' tal que
per a tota T semientera simetrica i definida positiva se satisfa

|a(T)| < C(det(T))".
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DEMOSTRACIO: Vegeu [K1i90, Cap. VI, lemma 1, pag. 143]. O

D’aquests dos resultats s’obté facilment la convergencia de Dy, (f, s).

Proposicié 4.4 D, (f,s) és absolutament convergent per a Re(s) >
o, on o €s suficientment gran, i és una funcié holomorfa en aquesta
regio.

DEMOSTRACIO:

|a(T)] ~Re(s)
[Dn(f,5)] < | det(T)] <
{Tz};O e(T)

< > Cldet(D)[FR) = ¢ pu(d)dh ) < oo
{T}>0 d>0

Notem que en el sumatori d recorre els valors dels determinants de
matrius semienteres (no necessariament enters). En qualsevol cas, és
clar que per Re(s) suficientment gran la série de Dirichlet convergeix
absolutament. O

4.2.3 Prolongacié analitica i equacié funcional

Tal i com es fa en genere 1, obtindrem la prolongacié analitica de
D, (f,s), definint la transformada de Mellin de f, trobant I’equaci6
que la lliga amb D,,(f, s) i estenent D,,(f, s) a través d’aquesta equacio.

Donada f € My(T',,) denotem
f*(Z) — Z a(T)GQWia(TZ)
7>0

la part del seu desenvolupament de Fourier, on el sumatori recorre
només les matrius semienteres simetriques definides positives.

Definim la transformada de Mellin de f com

Au(f.s) = / (det(Y))* f*(1Y)dV.

n



4.2. Séries de Dirichlet de Maass 77

on dV = (det(y))fﬂTﬂdY és l'element de volum de P,, que és inva-
riant respecte l’accié de GL,,(Z).

Es té que Ay(f,s) = A(f, s).

Proposicié 4.5 La transformada de Mellin existeix si Re(s) > k +
”T‘H 1 €s una funcio holomorfa en aquesta regid.

DEMOSTRACIO: Vegeu [K1i90, Cap. VI, Proposition 1, pag. 146]. O

En la demostracié de 'anterior proposicié només s’utilitza que f
admet un desenvolupament de Fourier i la fita |a(T)| < C(det(T))*
dels seus coeficients. Es d’esperar, doncs, que utilitzant la modulari-
tat de f, s’obtinguin resultats més precisos sobre la seva transformada
de Mellin. En particular, si f és forma modular parabolica tenim la
segiient

Proposicié 4.6 Si f € Si(T'y,), aleshores la funcié Ay, (f,s) és holo-
morfa a C i satisfa l'equacid funcional

An(fys) = (=1)F An(f, k — s).

DEMOSTRACIO: Sigui f € Si(T'),). Aleshores es té que f = f* i per
tant

An(frs) = / (det(Y))* F(iY)dV =

n

_ / (det(Y))* F(Y)dV + / (det(Y))* F(iY)dV
R, det(Y)<1 R, det(Y)>1

Si en la igualtat
12 =5y Ty 20 = @) @),

prenem Z = iY, obtenim f(iY ') = i"¥(det(Y))* f(iY). Per tant, el
canvi de variable de Y per Y ! en la primera de les dues integrals
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dona lloc a

A, (f,s) = i / (det(Y)*=Sf(iY)dV +
Ry, det(Y)>1

/ (det(Y)* F(iY)dV.
R, det(Y)>1

Finalment, es pot veure aquestes integrals representen funcions
enteres de s, ja que es redueixen a integrals Eulerianes de segon tipus
esteses de 1 fins a oo, que s6n holomorfes en tot C.

L’equacié funcional és una conseqiiencia immediata de la darrera
linia d’igualtats escrita per A, (f,s). O

Per a formes modulars no necessariament paraboliques també
tenim un resultat que assegura que la transformada de Mellin és
meromorfa a tot C i que disposa d’una equacié funcional. Abans
d’enunciar-lo, introduim la segiient notacié

q(n) = {”;n(n‘rl) [T, ¢ (%) sin>2

1 sin=1

Teorema 4.7 Sigui f € Mp(T',,) amb k > 2n i k parell. Aleshores
Ay (f,s) és una funcid meromorfa a C donada per

An(f,s) = / ((det(Y))* + (—1)'% (det(Y)*=*) f*(iY)dV +
R, det(Y)>1

+ﬂmxﬂ@w(iff—1>+

S

n—1 nk
+§§:«n—waxﬂ@12§»<(”2-— 1->

pt s—k+5 s—3
I per tant es té l’equacid funcional

An(f,5) = (=1) An(f, k — 5).
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DEMOSTRACIO: Vegeu [K1i90, Cap. VI, pag. 156]. O

La primera demostracié d’aquest teorema es deu a H. Maass. Pos-
teriorment, T. Arakawa va proporcionar-ne una de més senzilla, de-
mostrant el resultat per a series d’Eisenstein i deduint-ne la validesa
per a formes modulars en general. En qualsevol cas, continua sent
una demostracié llarga i plena de calculs.

Notem que per formes paraboliques, f|® = 0 i recuperem el re-
sultat que hem vist més amunt. Fent n = 1, retrobem els resultats
que anunciavem a la introduccio.

Per acabar la seccié, establim la igualtat que ens permet prolongar
analiticament D,,(f, s).

Proposicié 4.8 Sigui f € My(Ty,), amb k parell. Per tot s € C amb
part real suficientment gran es compleix

r—1
2

An(f,s) =202m) " [« (s ) Dy (s, f).
r=1

DEMOSTRACIO:

A(f,s) = / (det(Y))* > a(T)e > qy =

n 7>0

= " aT) / (det(Y))2e™2mo(TY) gy —
T>0 n

_ CL(T) e se—Qﬂa(U’TUY) —
>, RS av

UeGLy

=2 Y ZEQ / (det(Y))*e 27 (TY)qy.
{T}>0

n

Per acabar, es calcula per induccié sobre n que

7‘511_‘(8_ T’—l

/ (det(V))*e=27 TV gy = (27)=n f[ x ) (det(T))".
r=1

n

Observem la importancia del factor €(T"), que fins ara podia haver
passat desapercebuda. O
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Particularitzant per a n = 1, retrobem la férmula esperada

Aq(f,s) = (2m) °T'(s)2D1(f, s)-

4.3 L-series d’Andrianov

4.3.1 Definicié

Recordem que haviem definit

An(A) = {M € GLy(QM'JM = AT}, A, i=UycgrAn(N).

Al C—espai vectorial H(T', Ay,) = (T MTy,, M € A,)c se li déna
una estructura d’algebra commutativa tot definint un producte entre
classes laterals dobles.

SileZ"iMe Ay,()z := Ap(l) N May,(Z), aleshores la classe
lateral doble I'), M T';, conté un tnic representant de la forma
M = dia‘g(a‘h cr oy O, d17 e 7dn)a
onaj >0, ajdj =1l perl <j<n,ajlaj41 perl <j<niayldy.
Denotem T'(ay, -+ ,an,d1, - ,d,) la classe corresponent.

Denotem per T'(I) la suma de totes les classes laterals dobles
I,MT,, amb M € A,(l)z, que per la caracteritzacié que acabem
de veure s6n un numero finit.

Es pot veure que la classe I',, MT',,, amb M € A, (l)z, descompon
en un namero finit de classes laterals per ’esquerra

I, MT, = U" T, M;

i per cada k li podem associar un operador Ty (I, MT,,) : My (T,,) —
My (T'y,) definit de la seglient manera

17
_ n(n+1)
Te(TnMT,) f = 1" "2 > fleM;,

=1
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on recordem que
FIRMi(Z) = F(Mi(Z)) det(CiZ + D) ™5 si M; = (‘é% g’€> .

Per cada k, per linealitat, associem a T'(I) un operador que actua
sobre l'espai My(T',,). Els operadors Ty (l) coincideixen amb els ope-
radors de Hecke classics per n = 1. Es té la propietat

T(n)T(m) = T(mn) per (m,n) = 1.

Sigui f € M(I'y) una funcié propia dels operadors de Hecke
Ti(m) amb m > 1

Tp(m)f = Ap(m) f.

Li associem la serie de Dirichlet

D(f,s) := Z )\f(m).

ms
m>1

A [And74] trobem la segiient caracteritzacié de la série de Dirichlet
definida.

Teorema 4.9 Sigui f € My(T',) una funcié propia dels operadors de
Hecke. Aleshores D(f,s) és absolutament convergent per Re(s) > o,
amb o suficientment gran i té una expansio en producte d’Euler

D(f,s) =IO M) = [ Du(f.9)-
p >0 P

Cadascun dels factors locals bp(f, s) és una fraccié racional de p~—*°

» 3) = Pp(f7p_8)
Duldos) =0 7. )

on P,(f,t) i Qp(f,t) son polinomis amb coeficients racionals de graus
2" — 2 1 2" respectivament. El polinomi Q,(f,t) és de la forma

n— n,M n
Qp(fvt)zl—)\f(p)t++p2 l(k 2 )t2

1 tots els seus coeficients son reals.
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DEMOSTRACIO: Vegeu [And74, theorem 1.3.2, pag. 62]. O

Donada f € My(T',,) funcié propia dels operadors de Hecke definim

1
2= g

i Panomenem L—serie d’Andrianov de f.

Es pot veure que Z(f,s) és absolutament convergent per Re(s)
prou gran i que és una funcié holomorfa en aquest semipla. Es clar
que per n = 1 tenim D(f,s) = Z(f,s) i L(f,s) = a1 Z(f,s), on a; és
el corresponent coeficient de Fourier de f. L’estudi detallat del cas
n = 2 ens mostra que Z(f,s) és la bona generalitzacié (en el sentit
que tenim prolongacié analitica i equacié funcional).

El seglient teorema de Zharkovskaya déna la relacié existent entre
la L—serie d’Andrianov associada a una forma modular de Siegel f i
l’associada a la seva imatge per l'operador de Siegel f|®.

Teorema 4.10 Sigui f € Mp(I'y), ambn > 1 i k > 0, una funcié
propia dels operadors de Hecke. Aleshores f|® € My(T'y,—1) és funcid
propia dels operadors de Hecke i si no és parabolica (i.e., f|® #0),
aleshores sobre el domini de convergencia absoluta es té la relacid

Z(f78) = Z(f]@,s)Z(f]@,s—k—i—n)
DEMOSTRACIO: Vegeu [ZhaT74]. 0

A diferencia del cas d’una variable, destaquem la manca de con-
nexié entre els valors propis dels operadors de Hecke i els coeficients
de Fourier de les seves funcions propies. Notem que una manera de
donar aquest tipus de relacions seria donar relacions entre les series
de Dirichlet de Maass i les L—series d’Andrianov.

Per n = 2, Andrianov troba relacions explicites entre uns coefi-
cients i altres, encara que forca més complicades que en el cas classic.
Vegeu [And74, theorem 2.4.1, pag. 84].
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4.3.2 Prolongacio analitica i equacié funcional

En el que ve a continuacié ens centrarem en el cas n = 2. La finalitat
és obtenir la prolongaci6 analitica de Z(f, s) i una equacié funcional
associada.

El segiient teorema de Shimura determina tots els coeficients de
Qp(f,t) quan n = 2.
Teorema 4.11 Sigui p un primer i f € Mi(T'2) una funcid propia
dels operadors de Hecke. Aleshores tenim la igualtat
2k—442

. Z . 1-p
) >0 1) Qp(f,1)

on

Qp(f,t) = 1=Xp(P)t+(Ap(0)* =M (p°) ™= A (p)p™* 23 +p™* 61,

DEMOSTRACIO: Vegeu [Shi63]. 0

Corollari 4.12 Si f € My(T'2) és una funcid propia dels operadors
de Hecke, aleshores en el domini de convergéncia es té la segiient
relacié entre les séries Z(f,s) i D(f,s)

D(f,s) =¢(2s -2k + 4)71Z(f7 s),

on ¢ és la funcid zeta de Riemann.

DEMOSTRACIO:
H(l _p2k74p723) _ H(l _ p7(28*2k+4)) — C(QS — 9% + 4)71
p p

a

Teorema 4.13 Sigui f € My(I's), amb k > 0, una funcid propia
dels operadors de Hecke. Considerem U(f,s) := (27)72T'(s)['(s —
k+2)Z(f,s). Aleshores es tenen les segiients afirmacions
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(i) La funcio U(f,s) s’estén a tot el pla complex a una funcié mero-
morfa (amb un nombre finit de pols).

(i4) U(f,s) satisfa l’'equacid funcional U (f,2k—2—s) = (—=1)FU(f, s).
(i1i) Si f|® # 0, aleshores VU(f,s) = cA(f|®,s)A(f|P,s — k + 2),

on A(f|®,-) és la transformada de Mellin de la forma modular
fl1® € Mp(T'y) i ¢ és una constant. En particular, V(f,s) té
quatre pols simples als punts 0, k, k — 2, 2k — 2 si f|® no és
parabolica i és una funcid entera si f|® és parabolica.

(iv) Si f|® =0, aleshores W(f,s) té com a molt dos pols simples als
punts k, k —2. Si k és senar, aleshores V(f,s) és una funcid
holomorfa.

DEMOSTRACIO: Per al cas f|® # 0 tot se segueix del teorema de
Zharkovskaya i dels resultats classics en genere 1 que hem vist reca-
pitulats a la Introduccié. Per al cas f|® = 0 vegeu [And74, theorem
3.1.1, pag. 87]. O

4.4 Conjectura de Yoshida

Com en genere 1, es poden definir subgrups I' de congrueéncia de
I'y, = Sp(n,Z) i considerar els espais de formes modulars My(I"). Per
exemple, per n > 1

T(N) i= {A € T,,|A 2 15, mod (N)}.

Yoshida [Yos80] desenvolupa un meétode per obtenir una forma
modular de pes 2 i génere 2 per I'o(N), a partir de dues certes formes
modulars paraboliques de pes 2 i genere 1 per I'g(N) (notacié classica
pel subindex). Les dues formes modulars de partida no sén arbitraries
i, en particular, perque el metode doni lloc a una forma modular no
nul-la cal que tinguin el mateix signe a ’equacié funcional. A més,
obté una relacid entre les corresponents L—series.

En particular, en un exemple numeric a fi, fo € S2(I'9(31)) els
associa F' € S3(I'2(31)). A més, comprova la relacié

Z(F7 S) = L(f173>L(f278)'
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Aleshores considera el model canonic C' definit sobre QQ de la corba
modular I'g(31)\H*, on H* denota el semipla de Poincaré havent-1'hi
afegit les puntes. Com que dim S3(T'9(31)) = 2, la Jacobiana J(C)
de C' és una varietat abeliana de dimensié 2. Yoshida observa que
Z(F,s) ¢s igual (llevat dels factors locals 2 i 31) a la L—serie de

J(C)/Q.

A partir d’aquest exemple, proposa la Conjectura de Yoshida, que
generalitza d’alguna manera la Conjectura de Shimura-Taniyama-
Weil.

Conjectura 4.4.1 La L—serie L(A, s) d’'una varietat abeliana A de
dimensi6 2 definida sobre Q coincideix (llevat de en un nombre finit
de factors locals) amb la L—seérie d’Andrianov d’una forma modular
de Siegel de genere 2 i pes 2 per a algun subgrup de congruencia de
Sp(2,7), suposant que L(A, s) té continuacié analitica i satisfa una
equacio6 funcional amb signe +1.

Per acabar presentem algunes observacions al voltant d’aquesta
conjectura

Observacié 4.14 La condicio del signe +1 en l’equacio funcional
prové del fet que en el procediment de Yoshida s’obté la relacio Z(F, s) =
L(f1,8)L(f2,s) amb f1 i fo del mateix signe. Se’n sequeix que Z(F, s)
té signe +1.

Observacié 4.15 Aquesta condicid ha estat vista per alguns com a
poc essencial. De tota manera, no s’ha trobat una forma modular de
Siegel, la L-série d’Andrianov de la qual (llevat de en un nombre finit
de factors) coincideixi amb la L—série d’una superficie abeliana que
admeti prolongacid analitica i tingui signe —1 en ’equacid funcional.

Observacié 4.16 Les conjectures de Salvati-Manni i Top, demostrades
recentment per Okazaki [Oka06], proporcionen candidats per a formes
modulars de Siegel i superficies abelianes per a alguns casos concrets.
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En aquest capitol explicarem alguns resultats sobre ’estructura
dels anells de formes modulars de generes 2 1 3. En primer lloc, co-
mentarem els treballs d’Tgusa [[gu62, Igu64b] per al cas de genere 2 i
donarem exemples explicits de formes, amb els corresponents desen-
volupaments de Fourier. En segon lloc, veurem els resultats d’Igusa
[Igu67] que relacionen l'anell de formes modulars de génere g amb
Panell d’invariants projectius de formes binaries de grau 2g+2. Final-
ment, explicarem els resultats de Tsuyumine [Tsu86a, Tsu86b, T'su87]
per al cas de genere 3.
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Notacions
Siguin ¢ i [ enters positius.

- I'y = Sp(g, Z), grup simplectic enter;
-Ty(l) ={M €Ty : M =13, (mod )} C Ty, subgrup principal

de congruencia modul [;

- I' € T'y subgrup de congruencia. A(I') 'anell graduat de formes
modulars respecte I';

- H, semiespai superior de Siegel amb 'accié natural de I'g;

- I'y/Ty(1) actua en l'espai de formes modulars per a I'y(l) de
pes k: donada una forma modular f de pes k per a I'y(l) i
un element M € I'y /Ty (1) l'accié de M sobre f és donada per
fleM. En general no utilitzarem que aquesta correspondeéncia
defineix una accié i, per a abreujar, escriurem M f = f|,M;

- Per a un enter positiu parell £ > g+ 11 7 € H, considerem la
serie d’Eisenstein de pes k respecte I'y:

() = > det(CT + D)% € A(Ty),
(é g)erg,O\Fg
onlyo={(03)}C

- Siguin 7 € Hy i 'm = (;r'},/,) € 7%, que en general tindra
entrades 01 1. Considerem la funcié

em(T) _ Z ewi(t(n—l—%m’)’r(n—&-%m’)-‘,—m”tn)

nez9

r,.

)

que anomenarem Thetanullwerte (o constant theta) de carac-
teristica (semientera) m. Direm que la caracteristica m és pa-
rella (resp. senar) si “m’m’ és un enter parell (resp.senar).

- Donada una C-algebra graduada finitament generada

A= Ay,

k>0
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que en aquest capitol sera sempre un anell de formes modulars,
anomenarem funcié generatriu! de A a:

> dime (Ag)T".

k>0

Finalment, pel que fa als Thetanullwerte, convé recordar-ne la férmula
de transformacié i I'accié de I'y sobre aquests, ja que juguen un paper
central en la construccié de formes modulars per a g = 3.

Teorema 5.1 (Férmula de transformacié de Thetanullwerte)

A B
C D

Orim (M) = v(M)e*™ D |Cr 4 DM20,,,(7),
D -C (C'D)a
t _ t 8 _ —
nY(Mm) = <—B A> m+((AtB)A , o (M)® =1, ¢pp(M) =
—%(tm’tBDm’ +m" ACM" —2'm"  BCm/ — 2L (A B)a(Dm/ — Cm))
i (\)a designa la diagonal de la matriu escrita com a vector columna.

0

Siguin M = ( ) elry, TeH,, m=" (WT//,). Aleshores,

5.1 El cas classic

Comengarem recordant molt breument alguns resultats sobre 1’estruc-
tura de I’anell de formes modulars classiques (génere 1), A(T'1), i els
seus generadors.

En primer lloc, 'anell A(T'1) esta generat per dues series d’Eisen-
stein algebraicament independents de pesos 4 i 6, 14 i Yg; aixo és,

A(T'1) = Cltpa, e].

Per tant, tenint en compte les descripcions explicites dels desen-
volupaments de Fourier de les series d’Eisenstein classiques,

27i) 2k Titw
Yor(w) =1+ Fé 5 2o (O gy et
—1—3—%3 102k 1()d",

1 Sovint aquesta funcié també s’anomena serie de Hilbert o de Poincaré de A.
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podem obtenir el desenvolupament de Fourier de qualsevol element
de A(T';) a partir de la seva expressié com a polinomi en 14 i 9.

A més a més, aquestes dues funcions també tenen una inter-
pretacié mitjangant Thetanullwerte de caracteristica semientera:

294 = Zm parell 078n7
296 = Yneryri2) M(050051) = (050 + 051) (050 + 010) (951 — O1)-

Finalment, recordem que la forma parabolica (no nul-la) de pes
més baix és el discriminant modular A,

22 2 3 8
A= 3§(¢4 — ) = HGk,
k

33
que té pes 12, i que el cos de funcions modulars és C(j), on

. i
= 1728-=.
J A
Per altra banda, donada una forma de grau 4, ag X*+- - -+a4, amb
arrels &1, ..., &4, podem considerar els invariants projectius donats per
les expressions irracionals:

L= a2 (12)%(34)2,
Iy = af >(12)2(34)%(13)(24),
Is = GSHK]'(’U)Z,

n (ij) = & — &; i les sumes recorren totes les permutacions de les
arrels que donen sumands diferents.

L’anell d’invariants projectius d’una forma quartica és C[I3, I3] i
I'anell d’invariants absoluts, C(I3/12) = C(I3/I¢).

Finalment, tenim la segiient interpretacié explicita de la funcié j
com un invariant absolut j = 1728¢3/A = 2513 /I, amb la correspo-
nent identificacié entre z € Hj i el polinomi de grau 4 que déna un
model de Weierstrass de la corba el-liptica associada.

El problema basic que tractarem en aquest capitol sera veure com
aquesta relacié entre funcions modulars i invariants absoluts s’estén
a una relacié entre formes modulars i invariants projectius.
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5.2 Estructura de ’anell de formes modulars
de geénere 2

A continuacié comentarem els resultats d’estructura per a 'anell de
formes modulars de génere 2. Donarem generadors explicits d’aquest
anell aixi com també del cos de funcions modulars i veurem la inter-
pretacié d’aquests ultims com a invariants de corbes de genere 2.

Teorema 5.1 (Igusa, 1961) Siguin ¥4, s, X10 @ X12 formes modu-
lars no nul-les en els espais 1-dimensionals My(I'y), Me(I'2), S10(I'2)
i S12(T2), respectivament. Aleshores,

@ MQk(FQ) = C[¢4) 77[)67 X10, X12]7
kEZ

és a dir, les formes modulars 14, s, X10 ¢ X12 Son algebraicament
independents i generen ’anell graduat de formes modulars de Siegel
de genere 2 1 pes parell. ]

En el teorema anterior esta clar que podem prendre 4 i Yg les
series d’Eisenstein de pesos 4 i 6, tal com indica la notacié. També
podem definir formes paraboliques Y19 i x12 a partir de series d’Eisen-
stein, com

X10 = —43867 - 2712375277153 (¢h43p6 — 4b1g)

X12 = 131593 - 27133775 737723377 1 (327293 + 2- 5342 — 6914)19).

A partir d’ara suposarem fixades aquestes funcions.

En particular, com en el cas de genere 1, ’anell de formes mo-
dulars de Siegel de génere 2 (i pes parell) esta generat per series
d’Eisenstein.

Corollari 5.2 (Igusa, 1961) L’anell graduat de formes modulars
de pes parell esta generat sobre C per les séries d’Fisenstein 14, g,
P10 ¢ Y12, que son algebraicament independents. ]
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En particular, com a conseqiiencia del fet que les series d’Eisen-
stein s’apliquen a series d’Eisenstein mitjancant I'operador de Siegel,
aquest operador defineix un morfisme exhaustiu ® : A(I'y) — A(T'y).

A més, de manera immediata a partir del teorema d’estructura,
s’obté la funcié generatriu de 'anell graduat de formes modulars i
Pestructura i generadors del cos de funcions modulars.

Corol-lari 5.3 La dimensio de l’espai de formes modulars de génere
2 1 pes 2k és

dim Moy (T2) = #{(p. q,5,t) € Z%y : 2k = 4p + 6 + 10s + 12t}.

La funcio generatriu de l’anell graduat de formes modulars de
genere 2 1 pes parell és

D (e T T T

Corollari 5.4 FEl cos de funcions modulars de génere 2 és C(gu1, g2, g3),
on

g1 = Yabebiy, g2 = ViU, g3 = Yty . O

En conseqiiéncia, per a obtenir desenvolupaments de Fourier de
qualsevol forma modular, basta cone¢ixer els desenvolupaments de
Fourier de les series d’Eisenstein de pesos 4, 6, 10 i 12. En el cas
de genere 1 tenim una formula explicita per a aquests coeficients; en
el cas de genere 2, utilitzant les férmules recursives de Maass [Maa7§],
també podem calcular-los, vegeu [Tor08]. Aix{, per exemple, vistos
com a elements de C[[q1, g2, ¢3]] mitjangant el canvi de variables de
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Siegel (cf. [Gau00], [Tor08]), obtenim que

Yy =

(a8

Y10

P12 =

1+ 240q1¢3 + 24016393 + 240433 q3 + 1344047 ¢33
+2160¢2q2% + 3024007 ¢ g5 + 21602 q4q2 + 13440245 s
43024047 ¢33 + 240¢7 ¢S g3 + 3024047 ¢33 + 13824047 ¢5 s
167204343 + 13824007 ¢33 + 18144047453 + 2160g1qiq?
+13440¢1 653 + ...

1 — 504143 — 504q143qs — 504q3q3qs + 4435247 ¢33
—16632q7q5 + 166320¢7 ¢35 — 16632¢7q3q3 + 44352¢7 ¢33
+166320¢;¢5q3 — 504¢3qSqs + 166320¢7¢5¢3 + 212889647453
—1229764¢3 S + 212889647 ¢5¢5 + 379209647 ¢S g3 — 1663241 q3q3
+44352¢1¢3q3 + ...

1 — 264q143 — 264q1¢3q3 — 264q3q3qs + 22522358 g2 ¢ g

—135432¢3q3 + 2626026480 203y — 1354323 q3q3

43867
4 227244864 2626026480

13867 q%ng? + W@fng} - 264(]%(](25(]3
4 262463082667480 q‘fng‘% 4 30614735896977952 quq;) g3 — 5196576q% qg
+ 3061735896977952 qfqg q§ + 95084138876774752 qfqg qs — 135432q111q421q§

227244864 4 5
+ 43867 quQQ3+-~-

1o S330,g7 4 GEBG g, 4 SEB02 2, | 222008000
+ 134(253(1)480 q%qézl + 45?;2?’;82360 q%ngs + 13423(1)480 q%q%q%
+ e Rors 01055 + Rasons 41 d2ds + Pt 474 ds
4 45?;2?’;8?260 qf q§q§ 4 16285638627882955336960 ql% q;) 03 4 11602’971;6960 qi?.qg

162868282536960 .3 5 2 , 661522702800960 3 6 134250480 .4 4 2
+ " ssersoss 119295 T T s3grsos3 119293 T T gor 414293

22266840960 4 5
+ 53678053 119293 1 -

on els monomis en vermell corresponen a matrius definides positives.

A partir d’aquests desenvolupaments es poden calcular, per exem-
ple, els desenvolupaments de 19 i x12:

X10 = —ifﬁ(lg% + %(112113113 - %(]]2(]53(]3 + %(1?(13(13 + %(]‘?ngg
+4qiq393 + 4474363 — 947 g3 — 19143 q3 + -
X12 = %q?ng:; + %(]12(13(13 + leqlzf]g% + %(1?(13(13 + %fl?ngg

—2¢iq5qs — 2q¢iq5q3 — 11q7q5qs + $5q15q3 + ...

Observacié 5.2.1 En general, el producte de series en tres indeter-
minades és costds de realitzar i per aix0o convé trobar altres metodes
per al calcul dels desenvolupaments de Fourier, vegeu [Sko92].

Abans de veure la relacié de les funcions anteriors amb Theta-
nullwerte estudiarem el cos de funcions modulars. Per a aixo, tal
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com hem fet en el cas classic, introduirem els invariants projectius de
formes sextiques.

Sigui w la forma sextica ugX% + w1 X% + -+ + ug, &1,...,& les
seves arrels i escrivim (ij) = & — &;. Definim els invariants projec-
tius A, B,C, D d’aquesta forma sextica a partir de les expressions
irracionals

Aw) = U8 X quinge(12)*(34)*(56)%,

B(u) =ty Y ae,(12)*(23)%(31)(45)(56)°(64)?,

Clu) = uf P cixanta (12)7(23)%(31)%(45)%(56)*(64)* (14)*(25)%(36)?,
D(u) = ug’ [T;<x (%)%,

on les sumes recorren totes les permutacions de les arrels que donen
sumands diferents i els subindexs indiquen el nombre de sumands que
té el sumatori. A partir d’aquests invariants projectius es defineixen
els invariants absoluts:

g1 =213°B/A?, jy = 233(3C — AB) /A3, j3=2-3°D/A5.

L’expressio dels invariants absoluts anteriors mitjancant formes
modulars, o equivalentment, la seva descripcié explicita com a fun-
cions modulars es troba en [Igu62] i és:

. ¢4X%0 . 1/’6)(?0 . X(150
J1 = 2 y J2 = 3 , J3 = 5 *
X12 X12 X12

El segiient pas seria donar desenvolupaments de Fourier d’aques-
tes funcions, perod abans convé notar que no tot quocient de series
formals en tres indeterminades admet una descripcié com a serie de
Laurent. Ara bé, els quocients que defineixen les funcions ji, jo, j3 si
que n’admeten, i aixo es deu al fet que el desenvolupament de tota for-
ma parabolica estd en ¢2¢3q3C[[q1, g2, 3]] i que 12x12/¢%¢3q3 té terme
constant 1. En conseqiiencia, podem calcular els desenvolupaments
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de Laurent d’aquestes funcions i obtenim, d’acord amb [Gau00],

j1= 9—216g2 — 216¢1q2 + 3456¢3 — 4730q3 — 216¢1G2q3
+10368q1q3 + 597888q5 + 3456¢7q5 — 238680q1q3
+10368q145q3 + - - -

Jo= —27+ 9722 — 21384¢3 + 972q1q2 + 376164¢5 — 34992143
+972q192q3 — 21384q%q§ + 910764q1q§’ - 34992q1q§q3

—5828112¢5 + ...

s 2.3 243 7533 525123 2 7533
Js= digiqs (32 — BBEgp + 222122 — 1834,

— 1533 01 gaqs + 28333813 — 34117203 + 3251234242
—11756583q1 43 + 283338414393 + 13876860g5 + ... )

Per a acabar veurem que les funcions anteriors admeten una des-
cripcié mitjangant Thetanullwerte de manera similar al que passava
en genere 1. Aixi podem escriure:

22¢4 = Zm parell 921)

312% > £ (Om, 921297713)4 = Y1y /ra(2) M (0500095001 95010)
—2"X10 Hm parell 9m7
2173X12 = Z(Gml ce 9m6)4,

on les sumes recorren:

- per a1g: ternes sizigetiques (la suma de les tres caracteristiques
és parella), amb el signe + per a la terna m; = (0000), my =
(0001), m3g = (0010) i la resta de signes obtinguts a partir
d’aquest (60 sumands: 30 amb signe + i la resta amb signe —).

- per a x12: complements de quaternes sizigetiques.

Ara, abans d’acabar momentaniament la discussié sobre génere 2,
ens podriem preguntar sobre l'existencia de formes modulars de pes
senar.

Recordem que en genere g i pes k, si gk és senar, no hi ha formes
modulars no nul-les de genere g i pes k. Per a g = 2, a diferencia del
que passa en generes 1 i 3, aix0 no déna una obstruccié i, per tant,
podem tenir formes modulars de pes senar. El fet és que n’hi ha i
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la de pes menor es pot prendre xss € S35(I'2) definida mitjancant
Thetanullwerte com

239534\ 35 = < H 9m> (Z M(900009000190100)20>,

m parell

on la suma recorre StCLb(H Hm)/Stab((900000000100100)20) i Stab(-) C
I’y denota el subgrup de I'y que fixa el corresponent producte de
Thetanullwerte.

Pero només aixo0, ja que, com veurem més endavant, es pot provar
que 'anell obtingut adjuntant aquesta forma senar a ’anell de formes
modulars de pes parell és 'anell graduat de totes les formes modulars
de Siegel de genere 2.

5.3 Alguns resultats generals

Tal com hem comentat en la introduccié, volem establir una relacié
entre ’anell de formes modulars i I’anell d’invariants projectius. Per a
fer aix0 necessitem recuperar un resultat classic sobre Thetanullwerte,
la férmula de Thomae, aixi com alguns resultats d’Igusa [Igu64a,
Igu66] sobre 'anell de Thetanullwerte.

Sigui W C C%972 la varietat quasiprojectiva {£ = (£1,...,&2412) €
C29+2 . ¢, +£ &, Vi # j}iperacada punt & € W considerem la corba
hiperel-liptica C/(¢) associada a y? = [Ticicogialz — &)

Perai=1,...,29 + 2 fixem P; € C(§) el punt corresponent a
x = & 1 considerem J(&) la jacobiana de C'(¢) amb funcié canonica
¢: C(§) — J(§) tal que ¢(P1) = Oy(¢). Escrivim Z = Z(§) € Hy tal
que defineix J(§).

. t t .
Sigui ¢(P;) = 2'm! +1"'m}Z, amb m}, m! € Z9 vectors columna i
/
definim ¢t = m;, on m; = ) ila suma és sobre els m; tals que
9 m//
1
exp(mitmi/m}) = —1.

Teorema 5.5 - O (Z(E)) # 0 si i només si m = mj, + -+ +
My, amb 2 <9 < --- <ig+1 < 2g+2.
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- (Férmula de Thomae) Sigui {ig1a,... 12412} €l complement de
g+ g+
{1,d9, ... ig11} en {1,...,29 + 2} i escrivim

(il...is,i5+1---i2s) = H (51_5]) H (51_51)

1<i<j<is s+1<i<j<2s

Aleshores, el quocient

‘9§+m¢2+~-+mi9+1 (Z(£))/(Lia. . igi1yigra. . - iggy2)’

és independent de iz, ..., ig41. O

El teorema anterior ens déna una manera d’associar a una funcié
theta que no s’anul-la en un punt Z (&) un producte de ((& —&;)?)"/5.

Perd no només aixo, siné que es pot determinar quan un pro-
ducte de Thetanullwerte es correspon, segons el teorema anterior,
amb poténcies enteres.

Teorema 5.6 (Igusa, 1966) Sigui k un enter positiu i considerem
un producte Op, .. .0m,, tal que (O, ... .0m, )(Z(§)) # 0. Si subs-
tituim cada Op, per la corresponent expressié en termes de & — &;,
obtenim un producte de potencies enteres de & — &; si, 1 només si,
Om, - - - Omy, defineiz una forma modular de nivell 2. O

I a més controlem quins productes de Thetanullwerte son formes
modulars per a I'(2):

Teorema 5.7 (Igusa, 1965) L’anell graduat A(T'y4(2)) és la clausura
entera de l’anell graduat generat sobre C per monomis Oy, .. .0, de
caracteristiques semienteres

/

m
tma:( ﬁ), a=1,...,2k,

mC!

amb ml, i m! vectors d’entrades enteres que compleizen

2almy,)’ =36 (ma,)* =0 (mod 4),
o M, Mg, =D, Mg, My, =0 (mod 2),

S oml,
>l mggz (i £7) (mod2),
Yoo My, My, =k (mod 2).

e
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Observaci6 5.3.1 Per a ¢ = 2, 'anell de Thetanullwerte anterior
és Integrament tancat i, per tant, coincideix amb l’anell de formes
modulars de nivell 2. De manera similar, Igusa descriu altres anells de
formes modulars com a clausures enteres d’anells de Thetanullwerte,
que per a g = 2 s6n integrament tancats, i dona exemples explicits
de no normalitat mitjangant nullwerte jacobians per a generes g > 3
(cf. [Igu8l]).

5.3.1 El morfisme p

Utilitzant tots els resultats que hem vist fins ara es pot demostrar el
segiient teorema, que relaciona, tal com ja haviem anticipat, ’anell
de formes modulars de Siegel de genere g amb ’anell d’invariants
projectius d’una forma binaria de grau 2g + 2, S(2,2g + 2).

Teorema 5.8 (Igusa, 1966) Sigui A(I'y) lanell graduat de formes
modulars de Siegel de génere g i S = S(2,2g + 2).

Ezisteix un morfisme
p : un subanell de A(T'y) — S

que incrementa el pes per un factor %g 1 que és unicament determinat
modul multiplicacid per un factor i®* en la part homogénia de grau
k, o € {0,1,2,3}.

(i) El domini de definicic de p conté tots els elements de pes pa-
rell i els polinomis en Thetanullwerte continguts en A(I'g). En
particular, resulta que és tot A(T'y) per a g senar i també per a
g =2,4.

(i1) Un element 1 € A(I'y) esta en el nucli de p si i només si ¢ s’a-
nul-la en tots els punts de H, associats a una corba hiperel-liptica
(en particular, és injectiu per a g =1,2).

(iii) Donades dues formes modulars f i g del mateix pes per a les
quals p esta definit, £ € W i Z(§) € Hy associat a J(§), es té

que f(Z(8))/9(Z(&)) = p(f)/p(g) com a funcions de €. O
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En conseqiiencia, per a ¢ = 1, p és bijectiva; per a g = 2, és
injectiva i per a geéneres superiors no és ni injectiva ni exhaustiva. Es
pot determinar un subanell de Sy C S que conté la imatge de p.

Teorema 5.9 Sigui S = S(2,r), r > 4, Uanell graduat d’invariants
projectius de formes binaries de grau r 1 sigui I un invariant projectiu
de grau s, vist com un element de C[{&; — & i<i<cj<r]. Considerem
la valoracio

s(3r —10

v(I)=—deg, I(&, ..., &3, t + &2, ..t + &) + (7“_2)
1 escrivim Sy el subanell de S generat per elements de valoracid no
negativa. Aleshores, la imatge de p esta continguda en Sy. U

Idea 5.1 (g = 2,3) Per a una forma modular f, la valoracid v(p(f))
és la multiplicitat del locus reductible com a zero (o per a una funcié
modular pol) de f.

Com veurem més endavant, els Thetanullwerte no només juguen
un paper fonamental a ’hora de relacionar les formes modulars amb
invariants projectius, sindé que també sén indispensables per a cons-
truir formes modulars d’una manera senzilla i explicita en géneres
superiors, on ja no és cert que totes les formes modulars (de pes
parell) siguin polinomis en seéries d’Eisenstein.

5.4 Aplicacié: Una demostracié del teorema
d’estructura per a genere 2

Mantenim les notacions de la seccid 5.2 i escrivim Iy, Ig, 19, 112, I35
les imatges per p de 2244, 22105, —2'x10, 2'73x12, 23753035, Tespec-
tivament.

L’anell d’invariants projectius de formes binaries de grau 6 és ge-
nerat pels quatre invariants A, B, C, D de grau parell més un invariant
FE de grau 15 definit per

I &i+&% &é
E=]]| &+& &&l,
I &+8& 58
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on el producte recorre totes les permutacions de les arrels que donen
factors diferents. L’expressié dels invariants 1y, Ig, 119, I12, I35 en ter-
mes de A, B,C, D, E s’obté a partir de les seves expressions per mitja
de Thetanullwerte; resulta

AB - 3C
Ii=B, Iy = — Iio= D, I;s = AD, I35 = 5°D*E.

Si calculem la valoracié v d’aquests invariants s’obté que
v(A)=-2, v(B)=v(C)=0, v(D)=2iv(F)=-3,

d’on resulta que els invariants Iy, Is, I10, I12, I35 generen S(2,6)p.

Aquest fet, juntament amb la injectivitat del morfisme p, déna
una demostracié del teorema d’estructura de I’anell de formes modu-
lars de geénere 2 (no només per al subanell de grau parell).

Teorema 5.10 (Igusa, 1963) L’anell graduat de formes modulars
de genere 2 és A(T'2) = Clba, 16, X105 X12, X35)- La funcié generatriu
d’aquest anell graduat és

(14 T3%)

(1-TH(1-T6)(1—-T1)(1—-T112) =

Per a acabar, donarem l’expressié de X§5 en funcié de les formes
modulars ¥4, Y¥s, X10, X12, que es pot obtenir a partir de ’expressio
de E? en termes de A, B, C, D:

B = 2712379y [224315y3, — 2193993y 4, — 213392\,
3ty - 2- v - 2455 enond
—2233125%uxdoxds + 320Xy + 2" 393 7uixToxt
+2113%5 - Tyhuhg xFoxia — 2223757 e xToxTa — 32iXToX12
+2 - 32ggxioxaz + 211375 - 19936 x o x12
+2203853 . 1193 x o x12 — 32vavixioxaz + 2'13°5% g x 3o xaz
—208v6xTy — 223Xty + 220Ruixdy + 217352
+221375 %o x o — 208Xy + 272395°x Y] -
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5.5 El cas de geénere 3

La demostracié del teorema d’estructura per a l'anell graduat de
formes modulars de genere 3 que es troba en [Tsu86a, Tsu86b] es
basa, essencialment, en un estudi explicit del morfisme p i de la com-
patibilitat, mitjancant diferents morfismes, entre aquest i els corres-
ponents morfismes per a generes inferiors. Tots els detalls sobre la
construccié d’aquests morfismes i les diferents compatibilitats es po-
den trobar en l’article original.

Com que 'article és molt llarg i tecnic ens limitarem a donar una
pinzellada dels punts que intervenen en la demostracid, parant espe-
cial atenci6 a les tecniques per a la construccié de formes modulars
a partir de Thetanullwerte.

5.5.1 Les formes modulars x5 i xos

Sabem que el nucli del morfisme p esta generat pel conjunt de formes
modulars que s’anul-len en el locus hiperel-liptic. Per aixo0, en el cas
g = 3, el nucli del morfisme p és principal i esta generat per una
forma modular de pes 18, x1g, definida per

X18 = H Om,

m parell

que s’anul-la (amb multiplicitat 1) en la clausura del locus hiperel-lip-
tic.
Per a poder classificar completament els punts de Hg cal introduir

una nova forma modular que diferencii els punts hiperel-liptics dels
punts reductibles. Aixo és el que fa la forma modular yog:

1

ses | D Mds/(131)%

MeT'3/T'3(2)

X28 =

on

((131)) = 00001008000101000000080000018000011600001080001118000110-
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Aleshores, si Z € Hs:

X18(Z) # 0 : Z no hiperel-liptic,

Yis(Z) =0 x28(Z) # 0 : Z hiperel-liptic,
) x28(Z) = 0 : Z reductible.

Observacié 5.5.1 yog s’anul-la amb multiplicitat 8 al llarg del locus
reductible.

5.5.2 Una descomposicié de ’anell A(I'3)/x1sA(I's)

Per a v parell definim A(v) l'ideal graduat de A(T'3) generat per ele-
ments homogenis tals que v(f) > v, on v(f) és I'ordre d’anul-lacié de
flv en R, ion V designa el locus hiperel-liptic i R el locus reductible.

Observacié 5.5.2 L’ordre v satisfa que v(f) = v(p(f)).

Observem, per exemple, que x15 € A(v) per a tot v. Definim
també A(v) = A(v)/A(v + 2) i resulta que

A(T'3)/x18A(I'3) = @ A®).

- Es té una inclusi6
A(v) — A(T) ® A(Ty),

on I', C T'y és el subgrup d’index 6 que deixa invariant la carac-
teristica (1110) (x2s intervé en la definicié d’aquest morfisme).

- L’estudi d’aquesta inclusié depen del coneixement de formes
modulars en A(T'3).

- Per a A(v), v > 6, es té un isomorfisme

XQSZ(V) = Z(l/ + 8)
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Per tant, aixo redueix I'estudi dels anells graduats A(v) a I'estudi
d’algunes de les peces de grau baix, que es realitza mitjancant el
coneixement de generadors i utilitzant fortament linterpretacié de
formes modulars com a invariants.

Tot aix0 permet la determinacié de les funcions generatrius de
tots aquests ideals (en un determinat moment cal utilitzar també el
teorema del punt fix d’Atiyah-Singer i el principi de proporcionalitat
de Hirzebruch).

5.5.3 Construccié de formes modulars

Els conceptes basics que intervenen en la construccié de formes mo-
dulars de genere 3 a partir de Thetanullwerte sén els de successions
sizigetiques i azigetiques maximals.

Definicié 5.1 Una successic de caracteristiques my,...,ms es diu:

- sizigética: si qualsevol subterna és sizigetica (la seva suma és
parella);

- azigética: si qualsevol subterna és azigetica (la suma és senar).

I'3 /T'3(2) actua transitivament en el conjunt de les 135 successions
sizigetiques maximals i en el conjunt de les successions azigetiques
maximals.

En conseqiiéncia, totes les successions sizigetiques (resp. azigeti-
ques) maximals tenen el mateix cardinal; més concretament: tota
successi6 sizigetica maximal té longitud 8 i tota successié azigetica
maximal té longitud 6.

Tenint en compte aquests conceptes, podem construir formes mod-
ulars per a I'3(2) de les tres maneres segiients:

(i) Elproducte de Thetanullwerte associats a una successio sizigetica
maximal és una forma modular per a I'3(2).
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(ii) El quadrat del producte de Thetanullwerte associats a la inter-
secci6 de dues successions sizigetiques maximals és una forma
modular per a I'3(2).

(iii) Tota potencia quarta d’'un Thetanullwerte parell és una forma
modular per a I'3(2).

En conseqiiencia, tot polinomi de Thetanullwerte que s’escrigui
com una funcié racional de Thetanullwerte a partir dels punts ante-
riors i x1s sera una forma modular per a I'3(2).

Exemples

Seguint les notacions de [Tsu86a], tenim

1= g2k pen % = > ((0)

> Mery ry2) M((131) N (132)),

ag= 279371771 ZMGFg/Fg(Q) M (6500000 ((131))) = 8,
_2—43—25—111—1

> wers ra2) M(((73) N(85))((115) N (119))((131)) /8500000 )
app= 27937 2 {k;} maximal azigatica (Ok1 - - - Ors)?,

@10

on
((73)) = 01110008110000801100000100000001000800000001010000100000,
((85)) = 011000081100010100000010001 #0000008000001 1000006100001 ;
((115)) = Bo111008010100011011001111100001000800000001000100 101010,
((119)) = Bo1010080101016110111011011000000008000001 0100011 0100010,
((131)) = B000100800010100000000000001 00001180000100000111F0001 10,
((132)) = 000010000001018100011610001001000000100001P0001 1180001 10-

Observacié 5.5.3 a1z ¢ (of,9§,¥12)c ja que aqp és una forma
parabolica (esta en el nucli de 'operador de Siegel) pero les imatges
de les tres formes ay, ¢ 1 Y12 per 'operador de Siegel sén algebraica-
ment independents, ja que sén les corresponents series d’Eisenstein
de genere 2. En particular, a;s no es pot escriure com un polinomi
en series d’Eisenstein.
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Teorema 5.11 (Tsuyumine, 1986) A(I'3) esta generat per 34 formes
. /
modulars: au, ag, ai0, Q12, 9, 16, A1, 20, 24, 30, P14, P,

P22, B, P26, Bag, P32, Bads 720, Yoa, Y265 V325 V325 V36> V385 V3gs V42,
Va4, 930, 936, 046, 048, X28, X18- La funcid generatriu de A(I's) és

1
(1—T4H(1 —T12)2(1 — TH)(1 — T18)(1 — T20)(1 — T30)

(1 +T6 +T10 +T12 + 3T16 4 2T18 + 2T20 4 5T22
4T 4+ 5726 4 7728 4 6730 4 9732 4 10734 + 10736 + 12738
+14740 + 15T7*2 + 16T** + 18746 4 18748 1 19750 4 21752
+19754 4+ 21756 4+ 21758 + 19760 + 21762 4 19764 4 18766
+187%8 + 16770 4+ 15772 + 14T + 12776 4+ 10778 + 10780
—|—9T82 4 6T84 4 7T86 4 5T88 4 4T90 4 5T92 4 2T94 4 2T96
+3T98 +T102 4 T104 4 TlOS + T114). O

Gracies a I’expressio de les formes modulars anteriors tenim també
el segiient corol-lari:

Corollari 5.12 A(T's) esta contingut en l'anell graduat de Theta-
nullwerte de caracteristica semientera. O

- L’ideal de formes paraboliques esta generat per les formes a2,

27 2 27 2 243 92
Qi — F 6010, a1g — 27Tagang, a0 — G0y, Q21 — 57,
azo — 2R ady, B, Bl vis Vs 6iy xi- Com que tenim la successié
exacta

0— S(T's) — A(T3) > A(T3) — 0,
la funcié generatriu de l'ideal de formes paraboliques s’obté
restant la funcié generatriu de A(T'9)®P2®) de la de A(T3).

- L’ideal que defineix el locus reductible esta generat per §;, [,

/
Yiy Vis 5i) Xi-
- Totes les funcions anteriors tenen desenvolupaments de Fourier

racionals.

- La notaci6 per a les funcions és «;, o, € A(0), 3,8l € A(2),
Yi,7i € A(4) i 6; € A(6).
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- Totes les funcions anteriors es poden descriure mitjancant Theta-
nullwerte de caracteristica semientera, pero no mitjancant series
d’Eisenstein.

5.7 Funcions modulars

A partir d’aquests elements podem donar una descripcié del cos de
funcions modulars de genere 3, que sabem que té grau de tran-
scendencia 6 sobre C, mitjancant 33 generadors. Aquest nombre de
generadors es pot rebaixar considerablement tal com es demostra en
[Tsu87] i es té el resultat segtient.

Teorema 5.13 (Tsuyumine, 1987) El cos de funcions modulars
de génere 3 esta generat per les 7 funcions modulars segiients: /a3,
aiz/ad, dyfad, (g — 5ady + TeagBis)/af, (Tasy — 313agaio +
86503,)/(abas), xas/ak, xis/(adag), on c es pot prendre tal que
compleizi 236433151771611244¢c € Q — Z per a qualsevol enter positiu a
menor que 2°835. O

- La condicié que donem sobre ¢ és suficient perd no necessaria;
de fet, es veu que el resultat és cert per a qualsevol valor racional
de ¢, potser llevat d’un.
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