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Prefaci

Aquestes notes versen sobre les exposicions que, sota el titol Mono-
grafic sobre treballs de Don Zagier, foren presentades en 'edici6 22 del
Seminari de Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC), celebrada a I'Esco-
la Politecnica Superior d’Enginyeria de Vilanova i la Geltrd, del 28
de gener a 1’1 de febrer de 2008.

Zagier és un dels autors més originals, alhora que prolifics en
idees, dels nostres dies, la qual cosa justifica amb escreix que el semi-
nari dediqués un monografic a la seva obra. Qui llegeixi aquestes
exposicions, pero, s’adonara que molts resultats fonamentals de la
produccié de Zagier no hi sén reflectits. En la seleccié dels temes,
s’ha optat per presentar-ne de més nous enfront d’altres que, per la
seva tematica, podien ser-nos més familiars. Si, després de donar
un cop d’ull a aquests escrits, sentiu la necessitat d’apropar-vos als
treballs originals en queé es basen, podrem dir que el monografic ha
acomplert la seva funcio.

Pilar Bayer

Barcelona, 22 de gener de 2009
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Capitol 1

Aperitiu: sumes de dos
quadrats

A. CAMARA

Introduccio

Pierre de Fermat fou un advocat frances que visqué al segle XVII i
que tingué una gran aficié per les matematiques. Aquesta aficié fou
prou gran com perque habitualment hom acrediti Fermat com el més
gran dels matematics amateurs de tots els temps.

L’anomenat teorema dels dos quadrats de Fermat afirma que un
primer p senar és igual a la suma de dos quadrats enters si, i només
si, p=1 (mod 4), i és un dels pocs resultats dels quals en coneixem
una demostracié feta pel propi Fermat.

La demostracié donada per Fermat utilitza la tecnica del descens
infinit (vegeu [2], capitol VI, paragraf ITI, secci6 C). A part d’aquesta
prova, més de cinquanta demostracions diferents d’aquest resultat
classic han estat publicades al llarg del temps.

Segurament tota persona que hagi estudiat un primer curs d’ini-
ciacié a l'aritmetica s’haura trobat aquest teorema. Les demostra-
cions més freqiients acostumen a utilitzar o bé la factorialitat de
l'anell Z[i] dels enters de Gauss, o bé el teorema d’aproximacié dio-
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fantina de Dirichlet. Tant en aquests dos casos com en la gran majoria
de les proves conegudes, s’utilitza en algun punt el fet que si p = 1
(mod 4) aleshores —1 té arrel quadrada modul p.

La demostracié de Zagier que exposem en aquest treball no utilit-
za aquest fet. Es tracta d’una simplificacié d’una demostracié donada
per Roger Heath-Brown [1], basada en 1’accié de grups sobre conjunts.
La demostracié de Heath-Brown, al seu torn, esta inspirada en una
demostracié donada per Liouville [3].

1.1 Una demostracié d’una sola frase

Don Zagier va publicar una nota [4], a 1’American Mathematical
Monthly, el febrer de 1990, que porta per titol:

A One-Sentence Proof That Every Prime p =1 (mod 4) Is a Sum
of Two Squares.

La demostracié d’'una sola frase de la qual parla Zagier és la
seglient:

Com que la involucid en el conjunt finit
S ={(z,y,2) € N*;2* + 4yz = p}
definida per

(r+2z,z,y—xz—2) siz<y-—z,
(LY) (z,y,2) = § Qy—zy,2—y+2z) siy—z<z<2y,
(x—2y,2—y+zy) siz>2y;

té un unic punt fix, #S és senar i la involucié (x,y,z) — (x,z,y)
també té un punt fix. O

Només cal fer algunes comprovacions per completar la demostracio,
que Zagier deixa al lector.

D’entrada, S és un conjunt finit ja que una terna (z,y,z) de
naturals que satisfaci % + 4yz = p no pot tenir cap component més
gran que p.

En primer lloc, laplicacié descrita per (1.1) esta ben definida,
perque les desigualtats exposades no exclouen cap element de S: en
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cas d’haver-hi una igualtat obtindriem immediatament divisors no
trivials de p. En segon lloc, les imatges dels punts de S sén elements
de S perque

(z+22)2 +dz(y —x — 2) = 2® + 4wz + 428 + dyz — 4oz — 42% = p,
2y — ) +dy(z —y + 2) = 4° — day + 2° + 4oy — 4y° + dyz = p,
(x—29)2 +4(x —y + 2)y = 2° — 4oy + 4y* + 4oy — 4y° + dyz = p.

Comprovem que (1.1) defineix una involucié:
Si x < y — z, aleshores se satisfa que x + 2z > 2z i, per tant,

(x+2z,z,y—x—2) — (x+22 -2z, 2+22—2+y—z—2,2) = (x,y, 2).

Si estem en la situacié en que y — z < x < 2y, aleshores y — (x —
y+2) <2y—x<2yi, per tant,

Qy—z,y,x—y+2)— 2y—2y+z,y,2y—x—y+z—y+z) = (z,y, 2).

En el tercer cas, en que x > 2y, tenim que x —2y < x —y+z —y,
de forma que

(x—=2y,x—y+z,y) — (x—2y+2y,y,c—y+z—x+2y—y) = (z,y, 2).

Suposem ara que (z,y, z) és un punt fix per la involucié (1.1). Es
comprova rapidament que només pot ser

(12) (l’,y,Z) = (2y—$»y>l’—y+z)7

ja que les altres possibilitats porten a contradiccié. Obtenim que
x =y =1 fent servir (1.2), per la primera igualtat, i fent servir que
p = 22 + 4dyz = x(x + 42), per la segona igualtat. Per tant, 'inic
punt fix per (1.1) és (1,1, k), on k és tal que p = 4k + 1. Notem que
aqui utilitzem que p =1 (mod 4).

Si tenim una involucié sobre un conjunt finit amb un tnic punt
fix, aleshores podem deduir que el cardinal del conjunt és senar, ja
que la involucié emparella cada punt amb la seva imatge. Un cop
sabem que #.S és senar, pel mateix motiu deduim que tota involucié
sobre S té, com a minim, un punt fix. Finalment, un punt fix de la
involucié (z,y,z) — (z,z,y) ens proporciona una manera d’escriure
p com a suma de dos quadrats.
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1.2 Observacions

Cal dir que la demostracié que acabem de veure no és constructiva:
en cap cas obtenim un metode per expressar p com a suma de dos
quadrats. En aquest sentit, succeeix un fenomen similar al que suc-
ceeix en l'analisi matematica o en la topologia amb els teoremes de
punt fix.

El principi basic que hem usat és que el cardinal d’'un conjunt
finit i el del seu conjunt de punts fixos per una involucié sén de la
mateixa paritat. En aquest sentit, estem usant un analeg discret d’un
resultat de topologia: la caracteristica d’Euler d’un espai topologic i
la del seu subespai de punts fixos per una involucié continua sén de
la mateixa paritat.
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Capitol 2

Construccio de corbes
planes amb molts punts

A.Ri1o

Introduccio

Quan tractem amb corbes afins, en contrast amb les corbes completes,
podem diferenciar entre punts enters i punts racionals. El teorema
de Siegel (1929) sobre punts enters estableix que en una corba afi
de genere positiu, definida sobre un cos de nombres K, hi pot haver
unicament un nombre finit de punts K —enters. Aquest teorema pot
considerar-se el primer resultat important sobre equacions diofantines
que depen unicament del genere, i no de cap forma algebraica especial
de les equacions.

Per al cas de corbes el-liptiques definides sobre el cos dels nombres
racionals, Zagier aborda a [17] la qiiesti6 de cercar eficientment punts
enters grans d’una corba donada i la de construir corbes el-liptiques
que tinguin algun punt enter gran. Déna tres respostes a la primera
qiiestid, totes de complexitat O(loglog B) per obtenir solucions en-
teres amb |z|, |y| < B.

Amb finangament parcial de MTM2006-15038-C02-01 i 2005SGR 00443.

7
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2.1 Corbes sobre cossos de nombres

Per a genere g > 1, el teorema de Siegel va ser finalment superat
pel resultat de Faltings, conegut préviament com a conjectura de
Mordell:

2.1.1 Teorema. (Faltings, 1983) Una corba no singular de génere
g > 2 definida sobre un cos de nombres K té només un nombre finit
de punts K—racionals.

En plantejar-se la variacié d’aquest nombre de punts racionals
quan es consideren families de corbes, Caporaso, Harris i Mazur (cf.
[4] i [5]) arriben a la formulacié de les dues conjectures segiients:

2.1.2 Conjectura. (d’uniformitat) Siguin K un cos de nombres i
g > 2 un enter. Existeix un nombre B(K, g) tal que per a tota corba
no singular X de génere g definida sobre K se satisfa que

(X (K)| < B(K, 9).

2.1.3 Conjectura. (d’afitacié universal) Sigui ¢ > 2 un enter.
Existeix un nombre N(g) tal que per a qualsevol cos de nombres
K existeix només un nombre finit (de classes de K—isomorfisme)
de corbes de génere g definides sobre K amb més de N(g) punts
K —racionals.

En el segon dels treballs citats anteriorment, els autors proven
que aquestes conjectures d’uniformitat sén conseqiiencia de les con-
jectures diofantines de Lang, conjectures que provenen d’un intent de
generalitzar el teorema de Faltings a varietats de dimensié superior:

2.1.4 Conjectura. (de Lang feble) Sigui X una varietat de tipus
general definida sobre K. El conjunt dels punts K—racionals de X
no és Zariski-dens a X.

2.1.5 Conjectura. (de Lang forta) Sigui X una varietat de tipus
general definida sobre K. Existeix una subvarietat tancada propia Y
de X tal que per a qualsevol cos de nombres L O K tots els punts
L—racionals de X estan continguts en Y amb excepcié d’un nombre
finit.
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Aix{ doncs, a [5] es demostren els dos teoremes segiients:
Teorema d’afitacié uniforme.

Conjectura de Lang feble = Conjectura d’uniformitat.

Teorema d’afitacié geneérica universal.

Conjectura de Lang forta = Conjectura d’afitacié universal.

FEn aquest punt resulta oporti esmentar també el resultat obtingut
per Abramovich i Pacelli (cf.[1] i [9]), que demostren que si B(K, g)
existeix, aleshores només depen del grau [K : Q.

Amb lobjectiu de promoure la discussié al voltant d’aquestes
qiiestions, Caporaso, Harris i Mazur publiquen a [4] una recopilacié
de resultats relatius a B(Q,g) i N(g). El punt de partida sén re-
sultats per a generes petits: Brumer ha obtingut B(Q,2) > 144 i
B(Q,3) > 72, i Elkies B(Q,4) > 126 i B(Q,3) > 132. A contin-
uacié descriuen un metode per obtenir corbes no singulars amb un
bon nombre de punts racionals, amb el qual proven les fites inferiors
seguents:

2.1.6 Teorema. (Caporaso, Harris, Mazur)

6g+38 sig=7 mod8

6g+26 sig=1 mod8

6g+30 sig=5 modb6

B(Q,g) > 6g+18 sig=1 mod6
6g+12 sig=2 mod®6
6g + 14 st g senar

\ 69+ 10 en general

La seccions segiients es dediquen a demostrar que N(3) > 72
i N(2) > 128, usant en ambdés casos la superficie quartica de P3
definida en coordenades homogenies per l'equacié X (X — Y3) =
Z(Z3 — W3). En la part final del treball es cerquen estimacions per
a N(g) amb g arbitrariament gran. Usant en principi superficies
de P° de la forma F(X,Y) — F(Z,W) = 0, amb F(X,Y) polinomi
homogeni, obtenen la taula segiient:

g 6 | 10 | 15 | 21 | 28 | 36 | 45 | 55 | 153 | 171
N(g) > || 145 | 180 | 217 | 256 | 261 | 320 | 781 | 864 | 1501 | 1600
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Amb una segona teécnica arriben a un resultat general: N(g) >
8g + 14 per a tot g. Cal observar que aquesta fitacié no millora els
valors obtinguts a la taula anterior. A la darrera seccié del treball
es descriu un metode de Mestre de construccié explicita de corbes
hiperel-liptiques de genere g que exhibeix directament 8g + 12 punts
K —racionals, essent K un cos de nombres qualsevol. Per al cas K =
Q, la fita B(Q, g) > 8¢+ 12 millora els resultats del teorema anterior,
excepte per a un nombre finit de valors de g.

El treball [3] de Caporaso es presenta com una actualitzacié de
I’article que acabem de descriure, amb una recopilacié de records
vigents en aquell moment i una descripcié del metode de Brumer,
que millora el resultat anterior amb la fitacié N(g) > 16(g + 1) per a
tot g.

Pel que fa als records, en génere 2 la corba
y? = 278271081 z2(22 — 9)% — 229833600 (x? — 1)?

obtinguda per Kulesz, permet afirmar que B(Q,2) > 588. Val a
dir que aquesta corba té com a minim 12 automorfismes, i que si
restringim el problema a corbes sense automorfismes extra, aleshores
tenim I’exemple de Stahlke

y? = 9703225 2% — 9394700 2° + 152200 2+ + 1124745 2.3
+119526 22 — 42957  + 2061

que té almenys 306 punts racionals. En genere 3, Keller i Kulesz
obtenen B(Q,3) > 112 amb

y? = 48397950000 (2% + 1)* — 939127350499 (23 — )2,

una corba que té almenys 16 automorfismes. Quant a les fites inferiors
per a N(g), Elkies troba les que figuren en aquesta taula:

g 31459 10]45
N(g) > |[ 100 | 126 | 146 | 180 | 192 | 781

Les fites de Brumer s’obtenen amb corbes hiperel-liptiques que
tenen un grup d’automorfismes gran. Considerem la familia de corbes
hiperel-liptiques de genere g

Cap: v =a(z9t +1)2 — b2ttt
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on a,b # 0 sén del cos base, que suposem que és Q. A més de
la involucié hiperel-liptica, s’observen dos tipus d’automorfismes: la

involuci6
1y
([E, y) ;7 29+1

(‘T7y) - (Cixay),

iles g+ 1 rotacions

on ¢ és una arrel primitiva (¢ + 1)—eésima de la unitat, i per con-
seglient | Aut(Cpp)| > 4(g + 1). A més, tots aquests automorfismes
estan definits sobre I’extensié ciclotomica Q(¢). Si trobem m punts
Q-—racionals, automaticament ’orbita pel grup d’automorfismes ens
proporcionara 4m(g + 1) punts Q(¢)—racionals.

D’altra banda, si (x;,y;) sén m—punts racionals, podem consi-
derar les equacions y? = a(;chJrl +1)? + bx; com un sistema lineal
en a,b i 'inic que cal és imposar que sigui compatible. Amb m = 3
s’obté una conica del pla projectiu sobre Q(z1, z2, x3), que té un punt
racional evident: el que correspon a la solucié b = 0. Per tant, en
té una infinitud, i una tria generica de nombres racionals x1, 2, 3
proporciona infinits parells (a,b) tal que C,; té 3 punts racionals.
En el cas m = 4, la condicié rang = 2 doéna lloc a dues equacions en
Y1, Y2, Y3, Y4 que s’'interpreten com a quadriques de I’espai projectiu
sobre Q(z1,z2,23). La corba interseccié és una corba el-liptica que
té alguns punts racionals obvis: y; = :t(:z:lgJrl + 1). Les addicions
d’aquests punts proporcionen nous punts racionals, que donen lloc a
corbes C,, amb almenys 4 punts racionals. Finalment es prova que
aquest meétode produeix una infinitat de corbes no isomorfes sobre Q
i aixi s’obté la fita esmentada anteriorment: N(g) > 16(g + 1).

2.2 Punts ciclotomics

El problema de trobar punts ciclotomics, és a dir, punts de coor-
denades arrels de la unitat, d’una corba f(x,y) = 0 és tractat per
Beukers i Smyth a [2]. Si f(z,y) = " a;jz'y’ € Clz,y], el seu suport
es defineix com supp(f) = {(4,5) € Z* | a;; # 0}. L’envolupant con-
vexa de supp(f) s’anomena politop de Newton de f. La seva area la
denotem V' (f).
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El cos de coeficients de f és 'extensié de QQ generada per totes
les raons a;j/a;; entre coeficients diferents de zero. Denotem Q%
I’extensié abeliana maximal de Q.

Direm que f és un polinomi reciproc si f(x,y) = \x®y?f(1/z,1/y)
per a alguna constant no nul-la A\ i enters a,b > 0, on f denota el
conjugat complex.

2.2.1 Teorema. (Beukers, Smyth) Amb les notacions previes:

o f té com a molt 22V (f) punts ciclotomics o en té infinits.

e Si en té infinits, ha de tenir un factor de la forma x%y’ — w,
amb w arrel de la unitat © a,b enters no tots dos zero.

e Si cap factor absolutament irreductible de f és reciproc, f té
com a molt 4V (f) punts ciclotomics.

e Si cap dels cossos de coeficients dels factors absolutament irre-
ductibles de f és un subcos de Q®, aleshores f té com a molt
2V (f) punts ciclotomics.

e FEn els enunciats anteriors, la constant 22 no pot rebaixzar-se
per sota de 16 i les constants 4 i 2 son optimes.

En particular, si f(z,y) és un polinomi de grau m, aleshores el
seu politop de Newton estd contingut en un triangle d’area m?/2;
i si tots els seus factors absolutament irreductibles sén no reciprocs,
tindrem la fita 2m? per al nombre de punts ciclotomics. Per exemple,
siom(r)=1+z+2%+-- +a2mi

f(@,y) = om(x) + Pm(y) — 1

aleshores les arrels comunes de f(z,y) i f*(z,y) = 2™y™ f(1/x,1/y)
sén:

(w:n-kla‘wfn) 1=1,....,m; j=1,...,m—1
A j ) — . > —

(w;{nawm+1) Z—l,...,m—l’]_l"‘.’m
% —1 -

(w2m+17w2m+1) 1= 1,...,2m

on en cada cas w, indica una arrel primitiva r—esima de la unitat.
Aixo prova que tots els factors absolutament irreductibles sén no
reciprocs i déna una familia de 2m? punts ciclotomics de la corba

f(z,y) =0.
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2.3 Corbes sobre cossos finits

Per a una corba completa no singular absolutament irreductible de
genere g definida sobre un cos finit de g elements, el resultat ar-
quetipic sobre el nombre N dels seus punts racionals prové de la
hipotesi de Riemann, que estableix [N — (¢ 4+ 1)| < 2g¢'/?. Hasse
[7] va provar aquest resultat per a corbes elliptiques i Weil [16] va
donar-ne la primera demostracié general. La fita que se n’obté,

N <q+1+42¢\/q,

es coneix com a fita de Weil o de Hasse-Weil. Aquesta, fita és la millor
possible en el sentit que si fixem el génere g i deixem variar el cos
base, llavors 2¢g no pot substituir-se per cap constant menor. Pero,
d’altra banda hi ha diversos casos en que la fita de Hasse-Weil pot
millorar-se. Per comengcar, cal tenir en compta la remarca de Serre:

N <q+1+g[2/4q],

una fita que alguns autors anomenen de Hasse-Weil-Serre o de Weil-
Serre. Segons [6], aquesta va ser considerada essencialment optimal
fins que el 1981 Manin i Thara van trobar fites que sén significativa-
ment millors quan g és gran comparat amb gq.

Entre 1981 i 1983, Ihara, Drinfeld-Vladut i Serre (cf. [7]) van in-
vestigar fites per a A(q) = limsup |C(F,)|/g(C), on el limit es pren so-
bre totes les corbes completes no singulars absolutament irreductibles
definides sobre el cos finit F,, obtenint que 0 < A(¢) < /g — 1 per a
tot ¢ i que si g és un quadrat, llavors s’assoleix el valor maxim ,/q—1.
Sig> %(q —/4), aleshores es pot millorar la fita de Weil.

Stohr i Voloch es plantejen al treball [15] abordar de manera gene-
ral aquesta qiiestié de millora de la fita proporcionada per la hipotesi
de Riemann.

2.3.1 Teorema. (Stohr, Voloch) Sigui F, un cos finit de q ele-
ments i de caracteristica p > 2.

(1) Sigui f € Fylz,y] un polinomi absolutament irreductible de grau
d, amb 1 < d < p. Aleshores el nombre N de solucions de
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lequacio f(x,y) =0 a Fg satisfa que
1

(2) Sigui C una corba algebraica projectiva no singular de génere
g > 3, definida sobre F,. Sigui N el nombre dels seus punts
racionals. St p > 2g — 1, aleshores

N<2+g(g—1).

(3) Sigui C una corba algebraica projectiva no singular de génere
g > 3, definida sobre Fy. Sigui N el nombre dels seus punts
racionals. Si g < % (p+3) i C no és hiperel-liptica, aleshores

N§2

2q+g@—2%

Per a una corba de no-hiperel-liptica de genere 3, la immersi
canonica és una immersié plana de grau 4. Pera g =31ip > 5, els
dos primers apartats del teorema anterior proporcionen la mateixa
fita i exemples de Serre mostren que aquesta és Optima per a ¢ =
5,7,11,13,17,19 i 25. Per a ¢ = 23 i corbes de genere 3, Serre prova
que el maxim nombre de punts racionals és 48.

2.4 Corbes planes amb molts punts enters

En aquesta seccié descrivim el treball [10] de Rodriguez-Villegas i
Voloch en que es basa el treball posterior amb D. Zagier que déna
titol a aquest capitol. En ell defineixen una familia de polinomis de
grau creixent i amb moltes solucions enteres.

Segons descriuen els autors, aquests polinomis van apareixer en el
decurs d’una altra recerca: ’estudi de ’equacié de Picard-Fuchs d’un
periode d’una diferencial holomorfa de la familia de varietats donada
per (z1 + -+ ay)(z;t + -+ 2y') = A, amb A € C. L’equacié
de Picard-Fuchs es relaciona amb 1’equacié de Jév , on Jy indica la
funcié de Bessel estandard, i aquesta equacié pot obtenir-se recursi-
vament. Com a coeficients de major ordre de la recurréncia apareixen
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els polinomis Tj:
T, = 1,
(21) T1 = v,
Ter1r = yTp+k(z+k—1)Tk_q, Vk > 1.

Per exemple, tenim

T, = v+y°,

T3 = 3yr+y3+2y,

T, = 3% +6y°x+ 6z +y* + 82,

Ts = 15yz? + 10y3x + 50y + y° + 20y° + 24y
De la recurréncia que defineix la familia Ty (z,y) es dedueix que

Ti(z, —y) = (=)  Ti(z,y), per a tot k > 0.

Si considerem els subindexs parells, aleshores la familia de polinomis
P, € Z]z,y] queda definida per la igualtat segiient:

(2.2) Toa(z,y) = Py(—z,7°).
Els primers polinomis de la familia P; sén
Py y—x,
Py, = 322 —6yx —6z+y>+8y
= 3y-—o)y—r+2) -2y -1,
P3 = —1523 + 45yx® + 9022 — 15y%x — 210y — 120z + o3

+40y? + 184y.

La recurrencia (2.1) mostra que T} és un polinomi de grau k, amb
coeficients enters no negatius i tal que el coeficient de y* és 1. D’altra
banda, si per a un polinomi H € Z[z,y| es defineix ||H||; com la suma
dels valors absoluts dels seus coeficients, aleshores

ITklln = Te(1, 1).
Si posem ¢, = T (1,1), de la recurréncia (2.1) obtenim ara
co=1 c1=1, cpp1=cp+kc,

d’on es dedueix que
ITk|1 = KL

Tot aix0 comporta per als polinomis P, les propietats recollides a la
proposicié segiient.
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2.4.1 Proposicié. Sigui Py(z,y) el polinomi definit per (2.2).

(1) Py té grau d.
(2) Els coeficients de Py(—x,y) son enters > 0 relativament primers.

(3) IPally = (2d)".

El resultat principal del treball [10] consisteix d’una banda en
provar la irreductibilitat dels polinomis P, i d’altra banda en trobar
families de zeros de coordenades enteres.

2.4.2 Teorema. Sigui Py(x,y) el polinomi definit a partir de (2.2).

(1) P és absolutament irreductible

(2) Py s’anul-la en els d>+2d+3 punts enters de les quatre families
seguents:

(1) (n,0),(n,2%),(n,4%)...(n,n?), amb 0 < n < 2d—1in
parell,
(1) (n,1%),(n,32),(n,5%)...(n,n?), amb 0 <n <2d—1in
senar,
(III) (4d,2?), (4d,6%), (4d,10%) ... (4d,4(2d — 1)?),
(IV) (8d+1,3%), (2d —4,—6d +4), (2d —3,—2d + 1).

Els autors també presenten dades experimentals sobre altres punts
de les corbes P; = 0, per a 3 < d < 12. Per exemple, 'equacié P3 =0
defineix una corba el-liptica d’equacié de Weierstrass minimal

y? + 2y +y = 2° — 2% — 627052 + 5793697

i conductor N = 2-3%2-5%2-11-6007 = 29734650. Una cerca exhaustiva
de punts amb |z| < 1000 proporciona un total de 25 punts (z,y) de
coordenades enteres, 7 d’ells no provinents de les families descrites
anteriorment:

(=14, —56), (—4, —20), (—1,-9), (1,1), (16, 144), (67, 25), (345, 1225).
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2.5 Corbes planes amb molts punts

En ’article comentat a la seccié anterior, trobem la remarca segiient:

Don Zagier suggested to us a simpler way to study the
properties of the polynomials Tj. One may define the
polynomials by means of the generating series

HX) =(1=N"(1+AN =) Tu(-z—y,—2+y) 5
k>0

which satisfies the differential equation

dH/d\ — «z LY
H  (1-=X 1+
giving the recursion of the 7. As an example of this
approach, P; clearly vanishes at the points (I) and (II) of
the theorem, since H is a polynomial of degree x + y for

z,y € N.

Aquesta remarca sembla ser I'origen de l’article objecte d’estudi en
el capitol: Constructions of plane curves with many points de F.
Rodriguez Villegas, J.F. Voloch i D. Zagier, publicat a la revista Acta
Arithmetica 'any 2001 ([11]). En aquest treball s’investiguen corbes
planes amb molts punts sobre QQ, cossos finits i cossos ciclotomics.
Concretament, es troben:

e polinomis a Q[z, y| de grau arbitrariament gran amb molts zeros
racionals;

e polinomis amb el maxim nombre possible de zeros ciclotomics
i de zeros sobre cossos finits;

e valors de d per als quals els polinomis P; tenen més zeros que
els de les quatre families descrites anteriorment.

2.5.1 Variacions d’una construccié de Schaefer

Si considerem un polinomi f(z) € Z[z] amb arrels enteres diferents
ai, ..., 0, aleshores el polinomi f(z) + \f(y) és genericament irre-
ductible, té grau d = n i n? = d? arrels enteres a (7,y) = (a4, ;).
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Per millorar aixo considerem A = —1 i treiem el factor lineal x —y.
El polinomi
f(z) = fy)
T—=Y

té graud = n—11in?—n = d?> + d arrels enteres. Si suposem, a més,
que f és parell, aleshores podem considerar el polinomi

f(z) = fy)

22 — o2

)

que té grau d = n — 2 i n? — 2n = d? + 2d arrels enteres. Observem
que aquest nombre de zeros és proper al nombre d? + 2d + 3 trobat
abans per als polinomis P;.

Una generalitzacié d’aquesta construccié s’obté en substituir la
condicié f parell per la condicié f invariant per la subtituciéo x — (x,
amb ( arrel k—esima de la unitat, i passant a treballar sobre un cos
K que contingui les arrels k—esimes de la unitat. Posem

f(@) = [a* - ab).

onai,...,q. € K*sén elements tals que les seves potencies k—esimes
sén diferents. Aleshores,

f(z) = fy)

P(x,y) = ok yF

té grau d = k(r — 1) i k?r(r — 1) = d* + kd arrels a (Ca;, ('), on
¢, ¢’ s6n arrels k—esimes de la unitat i 7 # j.

Suposem ara que K = I, i que k£ és un divisor de p — 1, tal que

—1 -1
k< pT Si prenem r = pP—2_ 1, la construccié anterior déna lloc

a un polinomi de grau d = k(r —1) =p — 1 — 2k amb
1
Erir—1)=d*+ kd = gdd+p—1)

arrels a IF,,. Es a dir, s’assoleix la fita de Stohr i Voloch. Val a dir
que encara falta considerar la irreductibilitat absoluta del polinomi
P(z,y), cosa que es fara tot seguit per al cas

x(m+2)k -1

xk—1

(2.3) flz) =
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2.5.2 Els polinomis G,
Per a cada m > 1, considerem el polinomi homogeni de grau m

Gm(z,y,2) = > zhyl 2.
ij k>0
i+7+k=m

Si fem 1s de la férmula de sumacié d’una serie geometrica, obtenim

1 m+2 _  m+2 m+2 _  m—+2
(24)  Gley,2) = (“’" T )

T —Yy Tr—z B Yy—z

En particular,

1 g(m+2k _ 1 g (m+2)k _
k Kk _ _
Gm(xyyvl) - :L,k_yk< J:k_]_ yk—l
flz) = fy)
— " P(z,y),

amb f(x) com a (2.3).

2.5.1 Teorema. Per a cadam > 1, la corba projectiva plana de grau
m definida per
Gm(x7 y7 Z) = 0

és no singular en caracteristica zero o caracteristica p{ (m+1)(m+2)
i té zeros a 2m? punts de coordenades x,y, z arrels de la unitat.

Fent 1is de I'expressié (2.4) trobem de manera immediata els 2m?
punts ciclotomics seglients:

e m?+m=(m+1)2— (m+1) arrels (¢,¢’,1), amb ¢, ¢ arrels
m + 2 de la unitat, ( # 1, ¢ #1;

e m?—marrels (¢, (', 1), amb ¢, ¢’ arrels m+1 de la unitat, ¢ # ¢’
i¢,¢#1.
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Cal remarcar que 2m? és el maxim nombre de punts ciclotomics
per a un polinomi no reciproc de grau m a coeficients en Q, i que
un polinomi de Q[z, y] no singular i que no s’anul-la a l’origen és no
reciproc.

Estudiem ara la no singularitat de les corbes d’equacié G,, = 0.
Per fer-ho, primer reescrivim la igualtat (2.4) de la manera segtient:

D 11 1
Gm=—5", amb Dyry2)=||z = y]|,
2 LN yn

considerem la m fixada i simplifiquem la notacié amb G' = G, (x,y, 1)
iD= Dpia(z,y,1). El polinomi Ds(x,y,1) és (z—1)(y — 1)(y — x).
Deixant de banda els punts tals que Dy = 0, que sén facils d’estudiar
per separat, tenim que

G=0 D=0
=

9% _, 9D _,

oy dy

Ates que D = det(v(1),v(x),v(y)), amb v(z) = (1,z,2™+?)!, tenim

oD

B = det(v(1),v(z), v (y))

iv(y) =(0,1,(m+2)y™THt Siz # 1, els vectors v(1) i v(z) no sén
mai proporcionals i el rang de la matriu (v(1),v(x), v(y), v (y)) és > 2.
L’anul-lacié dels dos determinants D i 9D /0y vol dir que aquest rang

és 2. I llavors també det(v(1),v(y),v'(y)) = 0. Per tant, anul-lacié
simultania de G i 0G/dy vé donada per les arrels del polinomi

11 0
g(y) = det(v(l),v(y),v'(y) ={[1 v 1
1 ym+2 (m+2)ym+1

(G+1)y =Gy,y).

|

7=0

Explicitament, cada zero de G = G /Jy = 0 té com a segona co-
ordenada una arrel de g i cada arrel y; de g és segona coordenada
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d’exactament m — 1 zeros de G = 0G/0y = 0, essent les abscisses les
arrels del polinomi

2™t — (m+ 2)y" e+ (m A+ 1)y
(. —1)(z —yi)? .

Amb aixo hem provat que
Res,(G,0G[dy) = g(y)™ !,

on Res, indica la resultant com a polinomis en z. En principi, la
igualtat és a menys de constants, perd observant els termes de grau
maxim es comprova que aquesta constant val 1.

Per tal de trobar les singularitats hem de buscar arrels comunes
de G, 0G/0y i 0G/0x; és adir, de g(y) i 0G/0zx. Raonant de manera
analoga a lanterior, trobem que v(1), v(z), v'(z), v(y) i v'(y) han
d’estar al mateix espai de dimensié 2, que té complement ortognal
generat per w(y) = ((m + 1)y™*2, —(m + 2)y™*1,1). Per simetria,
aquest complement ortogonal també ha d’estar generat per w(x), de
manera que ambdés vectors han d’ésser iguals. En restar-los, tenim

(m+ 1)@ —y™2) =0 1 (m+2)@@™ -y =0,

la qual cosa és impossible si m 4+ 11im + 2 sén # 0.

2.5.3 Construccié de corbes amb molts punts sobre Q

2.5.2 Teorema. Per a tot d enter divisible per 6 existeizen infinits
polinomis Fy(z,y) € Qx,y], de grau d, que s’expressen de la forma

F(h(@) — fh))
Fale.y) = =5 0 " hiy)

i tals que la corba Fy(z,y) = 0 és no singular i té almenys d* + 6d
punts ractonals

Considerem h(x) = 25 — 22% + 22 i

(AA=1)(A+1)(2A = 1)(A —2))?

co) = (A2 —A+1)8
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Aleshores,

hz)-cN) = ][] (-0

aeS(N)

amb

A —1 A2 —2) 22 —1
S(\) =<+ )
) {)\2—)\+1’ A=A+ 17 /\2—>\+1}

Prenem Aj, ..., A\, nombres racionals tals que els valors C'(\;) siguin
tots diferents i definim

FX) =[x -co) i Fay ="

i

(h(z))

f(h(y))
h(z) ‘

h(y)

El polinomi F té grau d = 6n — 6 i s’anul-la en tots els punts (z,y),
amb

reS\), yeSly) (<i#j<n),
és a dir, en 36n(n — 1) = d? + 6d punts racionals.

La corba definida per F'(x,y) = 0 és no singular llevat d’un nom-
bre finit de (A1, ..., Ay) € Q™ ates que el conjunt de n—ples complexes
per a les quals la corba és no singular formen un obert per la topologia
de Zariski.

2.5.4 Els polinomis P,

Ara, els mateixos polinomis P; de la secci6 (2.5) s’estudien des d’un
altre punt de vista. Recordem que Py(—X,Y?) = Tpy(X,Y) i que els
polinomis T} s’havien definit mitjancant una recurréncia. Doncs bé,
ara considerem que aquests polinomis provenen de la funcié genera-
triu

+k

H(t):= 1=t (1+8)° =Y Th(—r—s-r+ $)
k>0

Si fem I'expansi6 dels binomis, obtenim

Ti(—r —s,—1 +5) = k! zk:(nn (7’;) (k B n) .

n=0

Aquesta interpretacié permetra mostrar 10 construccions de families
de solucions enteres de P;(x,y) = 0, que resumim en la taula segiient:
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Familia ‘ Condici6 ‘ f Zeros ‘
I r, s petits d?>+d
II r=4d d
11 y=29 1
v r=2d—302d—14 2
| V. | z=4d-3 | [odd] |
VI r=2 2616d+1
VII r = 3, 4, 5 2648d+1
VIII r=2d+2 269442
IX r=2d+3 2€64+7
X r=2d—502d—6

on [odd]=1 si d és senar i 0 altrament, i €, = 1 si n és un quadrat i
0 altrament.

L’objectiu final sera cercar polinomis P, que satisfacin simulta-
niament les condicions de les families I-VII, i que tinguin, per tant,
com a minim d? 4+ 2d + 8 arrels enteres.

Familia I. Si r i s sén enters no negatius, aleshores el polinomi
H(t) = (1 —t)"(1 + t)® té grau r + s. Per tant, en el seu
desenvolupament el coeficient de t* és zero per a tot k > r + s,
és a dir,

Ti(—r—s,—1r+s5)=0, sik>r+s.

Posem r + s =mn1—r + s = m. Les condicions r, s enters > 0
ir+s<2destradueixenen 0 < m<n<2d—1,in=m
mod 2. Aixi obtenim d(d + 1) zeros enters (z,y) = (n,m?) de
Pd(xu y) =0.

Familia II. Si r i s sén enters senars positius i posem r + s = 2k,
aleshores

()2 (1) - o

D’aquesta antisimetria deduim que el coeficient central ha d’ésser
zero: Hp(—2k,—r+s) =0. Si agafem s =2d+nir=2d—n,

amb 0 < n < 2d1in senar, aleshores Hyy(—4d,2n) = 0 i obtenim

els d zeros enters (x,y) = (4d,4n?) de Py(x,y) = 0.
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Familia III. Si prenem r = 4d — 1 i s = 4d + 2, aleshores podem
escriure H(t) = (14 1)3(1 — ¢2)4=1 i veure que el coeficient de

24 serd igual a

4d — 1 4d — 1
—1)4 _
o [(0) -]
que val zero. Per tant, Hog(—8d+1,3) = 01 aix{ tenim un zero
més: P;(8d—1,9) =0.

Familia IV. La derivada logaritmica de H(t) =1 —¢t)"(1 +t)% és

H'(t) r s

HE) 1t 1+t

d’on s’obté la formula recursiva
Tpr1 =Y T —f—k‘(X—{—k: — 1)Tk_1

per als polinomis Ty(X,Y). Per a la subfamilia Py(x,y) =
Toq(—x,/y ), aixo déna lloc a la recurrencia

Pi1 = [y— (4d+1)x +8d*)P,
—[2d(2d — 1)(z — 2d + 1)(x — 2d + 2)] Py_;.

FEls dos coeficients s’anul-len si @ = 2d — 1 0 2d -2 iy =
(4d+ 1)z — 8d? i tenim dos zeros més amb coordenades enteres.

Familia V. Ara considerem » = d — 11 s = 3d — 2, de manera que
H(t) = (1 —t2)471(1 4 )29=1 i el coeficient de 27 és

S (1) ().

que s’anul-la si d és senar, perque els termes per anid—n es
cancel-len. Aixi doncs, Hog(—4d +3,2d — 1) = 0 si d és senar i,
per tant, en aquest cas Py(4d — 3, (2d — 1)?) = 0.

Familia VI. Si r = 2, llavors

H(t) = (1+t)*"2 —4t(1 4 t)°
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Ti(—s = 2,5 = 2) = k[ ("}?) = 4(,"))]
Zs(sf1)...(5—k+3)[(257k‘+3)2— (8k+1)].

Els zeros s = 0,1,...,k — 3 ja s’han obtingut en la familia I,

perd si k = 2d i 16d + 1 = a? per a algun enter a, aleshores

trobem un nou punt enter

() - () (5

de Py(x,y) = 0. De fet, obtenim dos punts, atés que podem
canviar a per —a.

Familia VII. Sifixem r, i prenem k > r, aleshores podem reescriure

To(—r — 5,1+ 5) = <’:> B (k ’ 7~> Qv (ks s),

Ou(k, ) = r!nz:;)(—l)" (fz) <T e ’“) e Zk, 5|

és un polinomi de grau r. Si r és senar, posem Qr(kt,s) =
Qr(k,s)/(r + s — 2k), per eliminar zeros que ja han estat con-
siderats a la familia II.

on

Fixant r = 3, trobem
4Q3(k, s) = (2s — 4k + 3)* — (24k 4 1).

Prenent k& = 2d, si 24k + 1 = 48d 4+ 1 és un quadrat, aleshores
hi ha dos zeros enters de Py(x,y) = 0.
Per ar =4,5, tenim
Qalk,t +2k —4) = 32k — 2+t —1)2 — (2t* — 2t2 + 3),
3Qs(k,t — 2k —5) = 5(6k —t2 + 3t — 5)% — (2t* — 10> + 53)
i només un nombre finit de valors d que proporcionin solucions

(k = 2d, s), atés que corresponen als punts enters d’una corba
el-liptica definida sobre Q i de rang positiu.
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Familia VIII. Una altra familia de zeros enters de Py(x,y) = 0, per
a valors especials de d, ve donada per

d=2%-1, z=y=4¢,

amb ¢ enter positiu. Aixd correspon a r = 2c¢> —cis = 2c?+c.
El coeficient de ¢2@ = t4¢°~2 = ¢7+5=2 en H(t) = (1 — )" (1 +1)*
és, a menys de signe,

i s’anul-la en aquest cas.
Familia IX. Ens fixem ara en el coeficient de t"773 en H(t) que,
novament llevat del signe, és

rr—=1)(r—2) rs(s—r) s(s—1)(s—2)
6 LR 6 ’

és a dir,
1

6(7“—8)(T2—28T—3T+S2—3S+2)

Sis=2d—r—31i6d+ 7 és un quadrat, la forma quadratica
r2 —2sr — 3r + s> — 3s + 2 s’anul-la per a

r:%<3+2di\/m>.

Aix{ doncs, si 6d+ 7 és un quadrat, aleshores Py(2d+3,6d+ 7).

Familia X. Sifixemz=2d—2v—10x =2d —2v —2, amb v > 1,
aleshores k = 2d > x = r + s i estem en les condicions de la
familia I, on ja hem trobat d — v solucions de ’equacié de grau
d determinada per Pj(x,-) = 0. El cas v = 1 correspon a la
familia IV, mentre que si prenem v = 2, per trobar les arrels que
falten estarem considerant les possibles arrels d’un polinomi de
grau 2. En concret, tenim

6d> —9d+4=¢> = Py(2d—5,5—6d+2e)=0
10d?> —15d +9 = f> = Py(2d —6,10—10d +2f) =0

En cada cas, les condicions sobre d sén equacions de tipus Pell
amb infinites solucions. Les primeres sén d = 4, 33, 320, 3161, ...
id=8,33,144,637,..., respectivament.
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Un cop fet aquest estudi exhaustiu podem demostrar el resultat
segilent.

2.5.3 Teorema. Per a infinits valors de d, l’equacié Py(x,y) = 0,
de grau d, té almenys d*> + 2d + 8 solucions enteres.

Per a un valor de d senar, les families I-V proporcionen un total
de d? + 2d + 4 solucions enteres de Py(x,y) = 0. Per trobar valors
de d per als quals tinguem 4 solucions addicionals, considerarem les
condicions de les families VI i VII simultaniament:

16d+1 = a2,
48d + 1 b2.

Aquestes condicions donen lloc a I’equacié de Pell
3a2 - 12 =2,
les solucions positives de la qual venen donades per
(2.5) b+av3=(1+V3)(2+V3)", ambn>0.
Aleshores,

a2—1 b -1
2. = p—
(2.6) d 16 48

és enter sin = 0,3 mod 4 i senar si

n=3,4 mod 8.

En resum, si anem donant valors n = 3,4 mod 8, calculem el val-
or de a (o de b) usant (2.5) i llavors la férmula (2.6) anira proporcio-
nant els valors de d per als quals Pequacié Py(x,y) = 0 té d*+2d+8
solucions enteres.

Per exemple,
en=3=a=41, b=71=d =105,

e n=4=a=153, b=265=d= 1463,

e n=11=a=1542841, b= 2672279 = d = 148772396955,
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e n=12= a=>5757961, b =9973081 = d = 2072132179845,

e n =19 = a = 58063278153 = d = 210709016867040443213 .

Aquest conjunt de valors enters d, tot i no ser gaire dens, és certament
infinit, i tenim doncs demostrat el teorema anterior.

Per acabar, cal remarcar que altres combinacions de parells de
condicions també donen lloc a equacions de Pell amb infinites solu-
cions, perd tnicament d? + 2d + 7 solucions enteres. I no es possible
combinar tres condicions, per exemple VI, VII i VIII, perque aixo
correspondria a trobar punts enters en una corba el-liptica definida
sobre Q i en tindriem tnicament un nombre finit.
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Capitol 3

Formes modulars 1
operadors diferencials

T. CRESPO

Introduccio

La derivada d’una forma modular no és una forma modular. Tan-
mateix existeixen operadors diferencials que envien formes modulars
a formes modulars. R.A.Rankin en dona una descripcié general a
[4]. L’objectiu de 'article [6] és estudiar aquests operadors de Rankin
tant des del punt de vista diferencial com algebraic.

3.1 Preliminars

Recordem la definicié de forma modular (cf. [5]). Considerem l’acci6
de SL(2,R) sobre C = CU {oco} donada per
az+b a b
32) = -

=z L(2.R C.
o rd’ d)GS(,),zeC

Amb finangament parcial de MTM2006-04895 i MRTN-CT-2006-035495.
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Es facil comprovar la formula

Im(z)

Im(y(2)) = m

que déna que el semipla superior de Poincaré
H:={z € C:Im(z) > 0}

és estable per accié de SL(2,R). A més —1 = < _(1) _(1) > actia
trivialment sobre H. Tenim doncs una accié de PSL(2,R) sobre H,

que es pot provar que és fidel.

Anomenem grup modular el grup I = SL(2,Z)/{£1}. Es generat
per les matrius

0 -1 11
s (0 1) re (11,
Una funcid feblement modular de pes k és una funcié meromorfa
f sobre H que compleix

(3.1) f(y(m) = (et +d)¥f(r), peratotyel.

En particular f compleix que f(7 + 1) = f(7), i per tant es pot
expressar com una funcié f de ¢ = €™, que és meromorfa sobre
el disc perforat 0 < |g| < 1. Si f es pot estendre a una funcié
meromorfa (resp. holomorfa) a l'origen, diem que f és meromorfa
(resp. holomorfa) a co. Aleshores f admet un desenvolupament en
serie de Laurent a ’entorn de l'origen

f(Q) = Z(ann.

Una funcio modular és una funcié feblement modular que és mero-
morfa a l'infinit.

Si f és holomorfa a I'infinit, el seu valor a I'infinit és f(co) = f(0).

Una forma modular és una funcié modular que és holomorfa a
tot arreu (inclos a l'infinit). Si s’anul-la a 'infinit, s’anomena forma
parabolica.
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Exemples de funcions modulars sén les series d’Eisenstein. Per a
un enter k£ > 1, considerem la série

! 1
Gr(z) = Z ma

m,n

on m,n sén enters i el simbol Y. indica que la suma es fa sobre
els parells d’enters (m,n) diferents de (0,0). Per a k enter > 1,
la serie d’Eisenstein G(z) és una forma modular de pes 2k. Es té
que Gp(oo) = 2((2k), on ¢ indica la funcié zeta de Riemann. El
desenvolupament en serie de potencies de ¢ de Gy, és

Gr(z) = 2¢(2k) + Q(QL)%, > oak-1(n)g",
“ =1

on oi(n) =3 g, d* és la suma de les potencies k-esimes dels divisors
positius de n. Es defineix la serie d’Eisenstein normalitzada de pes
2k com

Bi(2) = Gu(2)/2((2k).

En particular, tenim les series d’Eisenstein nomalitzades de pesos 4
i6:

Ey=1+240) o3(n)q", E3=1-504) o5(n)q".

n=1 n=1

Es pot definir analogament la seérie d’Eisenstein normalitzada F; de
pes 2 pero no és una forma modular.

Més en general, es poden definir formes modulars respecte d’un
subgrup G de T', és a dir complint la relacié (3.1) per a v € G.
Dos punts z1, 22 de H sén G-equivalents si existeix un element v €
G tal que 2z = vz1. Un domini fonamental per al grup G és un
conjunt obert D que conté exactament un punt de cada classe de
G-equivalencia. Els punts de compactificacié de D sobre la frontera
de H s’anomenen puntes. En la definicié de funcié modular (resp.
forma modular) respecte de G s’exigeix la condicié de meromorfia
(resp. holomorfia) a totes les puntes (cf. [3], [1]).

A Tarticle de Zagier [6], es consideren formes modulars respecte
d’un subgrup fixat I' de PSL(2,R), pero quin és aquest subgrup no
juga cap paper en els resultats que s’hi obtenen.
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3.2 El claudator de Rankin-Cohen

Siguin f(7),g(7) formes modulars de pes k i [ respecte d’'un grup
I' ¢ PSL(2,R). Considerem 'operador diferencial

o Ltd_ d

T 2midr qdq

El n-ésim claudator de Rankin-Cohen de f i g es defineix per
(3.2)

Falt= X or ("R (T 0006,

S r
r4+s=n

(q — 627”'7')_

Veurem que [f, g],(7) és una forma modular de pes k + [ + 2n sobre
el grup I'.

L’espai vectorial graduat M, (I") té, a més de l'estructura d’anell
graduat commutatiu corresponent al claudator 0-eésim, un conjunt
infinit d’operacions bilineals

[ ) ]n : M, ® M, — M*+*+2n-
Associem a la forma modular f(7) la serie de poténcies formals

_ sl () (1
(3.3) f@X) =) MQMX)”

n=0
introduida per Kuznetsov i Cohen.

Aleshores,

ry ~ _ S [f,g]n(T)
5.4 7 =X)g(r. X) = 1;) (n+k—1)n+1—1)

(2miX)"

(f € My,g € M;).

D’altra banda,

F (v o) = or + e/ er 0 i, x)

a b at +b
(’Y—(c d)GF,v(T)-—CT+d>-

(3.5)
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La identitat (3.5) és equivalent per comparacié dels coeficients a
la serie d’identitats

FOGE) R S er )
nlln+k—1) 2

(2mi)"=m(n —m)! ml(m+k—1)! (n>0),

m=0

que es prova per inducci6 sobre n. Per a n = 0, tenim que f(y(7)) =
(et +d)* (7).

Ara, la identitat (3.5) i la férmula corresponent per a g impliquen
que el producte f(r,—X)g(r,X) queda multiplicat per (cr + d)**!
quan s’aplica la transformacié (1, X) +— (y(7), (et +d)72X) i aix0
dona que el coeficient de X™ en aquest producte es transforma com
una forma modular de pes k-+142n per a tot n, per tant per I'igualtat
(3.4) el mateix és cert per a [f, g], (7). Com la holomorfia en les puntes
es dedueix de la seva definicié, obtenim que [f, g]n(7) és una forma
modular de pes k 4 [ + 2n per a tot n.

Es pot donar una prova alternativa en termes de funcions theta
i polinomis esferics. Aquesta segona prova déna que l'operador [-, ],
és I"inic operador diferencial de grau 2n que envia formes modulars
a formes modulars.

3.3 Propietats algebraiques dels claudators de
Rankin-Cohen

Els claudators de Rankin-Cohen satisfan unes quantes identitats al-
gebraiques

per a tot n. Kl claudator 0-esim és la multiplicacié usual, per tant
satisfa

[[£, glo, Rlo = [ [g, ho]o

i dota (M,,[, ]Jo) d’'una estructura d’algebra commutativa i associa-
tiva. Tenim també

[f71]0:[17f]0:f7 [f:l]n:[laf]nzo (TL>O)
El primer claudator, donat per

[figh=—lg. fli=kfgd —1f'g € Mypipo (f € My, g € M),
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satisfa 'identitat de Jacobi

[[f,gl1, R]1 + [lg, Ry, fln + [[h, fl1, 9] = 0,

i dota M,_o d’una estructura d’algebra de Lie graduada.

Els dobles claudators [[ , Jo, J1 1 [[, |1, Jo satisfan les identitats

[[f, glo, M1 + [lg, hlo, f11 + [[R, flo, g1 = 0

m|[f,gl1, hlo + k[[g, 1, flo + U[[h, fl1, 9]0 = 0

(f € Mk7g € Ml7h’ € Mm)7

aixi com també les relacions barrejades

[[f,9lo,hlr = g, hl1, flo = [[hs 11, 9lo
= g, hl1, flo + [If, hl1, 9o,

(k+m+D[[f gli,hlo = Kl[h, flo,gl1 = Ulg, Mo, fl1-

La primera d’aquestes relacions indica que el claudator de Lie amb
un element fixat de M, actiia com una derivacié respecte de 'estruc-
tura d’algebra associativa donada per [, ]o, i.e. M, és una algebra de
Poisson.

Les relacions anteriors, que no sén totes independents, descriuen
totes les identitats que relacionen els claudators de nivell 0 i 1. Les
relacions del segon claudator

[fogle= ("3 fg" — (k+ 1)U+ 1) f'g" + (5 "9 € Myyi4a
(f € My,g € M)

ja son bastant complicades. Amb f,g,h € My, M;, M, (resp.), po-
dem escriure nou expressions trilineals de pes k + 1 4+ m + 4, que
son

[[f:glo, k]2, [[f, gl hlr, (IS gl2, Rlo
i les seves permutacions cicliques. (Les transposicions donen el mateix
element tret del signe). L’espai que generen té dimensié 3 i una base
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ve donada pel primer o I'tltim grup, que es relacionen mutuament
per

(k+ 1)+ D[S, glo, hl2 = =m(m + 1)[[f, gl2, hlo

+(k+1)(k+ 1+ 1)[[g, hl2, flo + (I +1)(k+ 1+ 1)[[h, fl2, glo,

(k+1+m+1)(k+1+m+2)[[f gl2, hlo = —(k + 1)(I + 1)[[f, glo, h]2

+(+1)(k+ 1+ 1)[[g, hlo, fl2 + (K + 1)(k + 1+ 1)[[R, flo, glo,

mentre que el segon grup (que és linealment dependent per la identitat
de Jacobi) s’expressa en termes d’aquests per

[[f, 9l1, k1 = (g, Rlo, fl2 — [[R, flos g2 + [[g, Rl2; flo — [[h, fl2, 9lo-

3.4 Operadors de Rankin-Cohen i formes del
tipus de Jacobi

Fixem un subgrup I' de PSL(2,R). Per a cada enter k > 0, sigui
Jr = Ji(I') el conjunt de totes les funcions holomorfes ¢(7, X') sobre
H x C (H= semipla superior) satisfent

) <’Y(7'), X 2> — (CT + d)keCX/(CT“rd)(b(T’X)

(er +d)?
- 2 1))

i.e. equacié (3.5) amb ¢ en lloc de faixi com les condicions d’holo-
morfia usuals en les puntes. Anomenem el elements de Jy de tipus de
Jacobi de pes k.

(3.6)

Clarament la restriccié d’una forma de tipus de Jacobi a X = 0 és
una forma de pes k sobre I' i el nucli de l'aplicacié J, — My, = M ('),
o(1,X) — ¢(7,0) és justament X - Ji1o(T).

L’equacié_funcional (3.5) indica que tenim una seccié canonica
f— (k—=1)!f de Jy — My, de forma que la successié

0— Jk+2(1‘) — Jk(F) — Mk(F) — 0
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és exacta i escindeix canonicament.
Si escrivim ¢(7,X) € Ji(I') com Y7 dp(7)(2miX)", aleshores
comparant coeficients de X a (3.6) s’obtenen les equacions funcionals

n

BT (er +d) o) = 3 ( L e

m! %m‘—{—d

>m¢%mv>

m=0

i, reciprocament, qualsevol successié de funcions holomorfes ¢, (7)
satisfent (3.7) i una condici6 de creixement a les puntes defineix un
element de Ji(I'). Les equacions (3.7) sén al seu torn equivalents a
la serie de lleis de transformacio

$o € My, ko1 — ¢y € Myyo,

2(k 4 2)(k + 1) o — 2(k + 1)} + ¢ € Myya, - .-

1 d
(recordem D = = (:T) i, en general,
i dr

n

(3.8) hpi= > (-1)"

m=0

2n—m+k—2)!

- 6™ € Myion (n>0).

n—m

L’igualtat (3.8) es pot invertir per escriure

2m+k—1 ,
(3.9) PnlT) = +Z_ T zm ek ()

0, equivalentment, com

[e.9]

31, X) = (2n+k — 1)hy(r, X)(2miX)"
n=0

i aleshores la modularitat de h,, se segueix inductivament de la igual-
tat

ra X k_cX/(ct+d) 7
(3.10) f <7(T)’(c7'+d)2> = (cm + d)FeX/ D f(7, X)
aplicada a %n/, n’ < n, i de la propietat de tipus Jacobi de ¢.

Les equacions (3.8) i (3.9) proporcionen una bijeccié entre Ji(T")
i I1, Mit2n(T).
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Ara podem obtenir més relacions satisfetes pels claudators de
Rankin-Cohen considerant els aixecaments f(7, X), g(7,Y") de Cohen-
Kuznetsov de dues formes modulars f € My, g € M; i una familia de
polinomis homogenis auxiliars en quatre variables

1 1
Ho(k X, Y) = ) (—1)7"(”+iC )(”Jri >X”Ys.
r+s=n

L’equacié que defineix [f, g, es pot escriure de nou com

[f» g]n = Hn(kv l; DTUDTQ)(f(Tl)g(TZ))|7'1=7'2=T'

Obtenim

3.4.1 Proposicié. Per a f € Mi(I'),g € M), h € My(T') i
a, B,v € C, lexpressio

r

> enlk, b, B)er—n(k + 1+ 2n,ms o+ B,Y)[[f, glns hlr—n

n=0

que dona un element de Myyiymyor(T)(r € Z>o) és simétrica per
Paccié de les permutacions de (f, k,«),(g,l,3), (h,m,~), on ¢, ve
donat per

nl(n+k+1-2)!

cn(k‘,l;a,ﬁ):(2n+k71)(n+k_1)!(n+l_1)!

Hy(k,l; o, B).

Variant r i comparant coeficients dels diferents monomis en «, § i
7, obtenim sistematicament identitats universals satisfetes pels clau-
dators de Rankin-Cohen del tipus estudiat abans.

3.5 Operadors de Rankin-Cohen i operadors
pseudodiferencials

Sigui D = (27i)~'d/dr. Per operador pseudodiferencial formal en-
tendrem una serie de poténcies formal Y7 1 g, (7)D ™", on els g, sén
funcions holomorfes en el semipla superior. Estenent la férmula per
a la multiplicacié d’operadors diferencials implicada per la regla de
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Leibniz als operadors pseudodiferencials, obtenim que dos d’aquests
es poden multiplicar amb la férmula

(Z fm(T>D_m)<Z gn(T)D7") =
m=0 n=0

> () tal o,

m,r,n>0 "
on (") =(-m)(-m—1)...(—m—r+1)/rl.

Per un canvi de coordenades 7 +— 7, 'operador de diferenciacié D
es transforma en D = j7'D, on j = d7/dr, i a aquesta transformaci6
li correspon una accié sobre els operadors pseudodiferencials. Si el

~ b b
canvi de coordenades és T = (1) = ar + amb vy = ( CcL > c
cT

+d d
SL(2,C), aleshores j = (er + d)~2 i obtenim

D™ = [(cr+d)*D]™"

- i ! <T"> <”T 1> (c/2mi)" (er + d)> D",

r=0

Tenim doncs una accié de I' sobre els operadors pseudodiferencials,
per a un grup modular I' que opera sobre el semipla superior, per
tant té sentit dir qu'un operador diferencial > > gn(7)D ™™ és I'-
invariant. Si ng és I'index més petit amb g,, # 0 per a un tal oper-
ador, llavors obtenim

1
Gno € Mong, gno+1 + 5(”0 + l)g;lo € Mong+2, - -
que recorda a les equacions (3.8). En efecte, obtenim que la seérie de
potencies
. gn(T)
— = (=2m X)) "0

Z n!(n — 1)!( miX)

n=ngo
pertany a Ji(I"), establint una correspondéncia bijectiva entre opera-
dors diferencials invariants de la forma >, g, (7)D™" i formes del
tipus de Jacobi de pes k.
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Combinant aquesta correspondencia amb I'aixecament de Kuznet-
sov-Cohen que envia una forma modular f a la serie de poténcies f,
trobem que hi ha un aixecament canonic

1) = D) = 3
r=0

(f € My, k > 0 parell)

de formes modulars a operadors pseudodiferencials, i que reciproca-
ment qualsevol operador pseudodiferencial I'-invariant es pot desen-
volupar en suma d’aixecaments. En particular, com que el producte
de dos operadors pseudodiferencials I'-invariants n’és un altre, podem
associar a un parell de formes modulars f € My, g € M; una successio
de formes modulars {hy, },>0 via

DIf] Dlgl = > _Dlhn]  (hn € Mysison)-
n=0

Per la unicitat dels claudators de Rankin-Cohen, ha de ser

hyp = tn(k7 l)[fa g]n

per a un cert factor universal ¢, = t,(k,[). La férmula per a t,(k,[)
aixi com també altres aspectes de la connexié entre operadors pseudo-
diferencials i formes modulars es troba a ([2]).

3.6 Algebres de Rankin-Cohen

Definim una algebra de Rankin-Cohen (o algebra RC) sobre un cos
K com un K-espai vectorial graduat M, = @p>oMy (amb My = K.1
i dimg My, finita per a tot k) junt amb operacions bilineals

[ ]n: My ® Mp — Myqiq2, (K, 1,n >0)

que satisfan totes les identitats algebraiques satisfetes pels claudators
de Rankin-Cohen.

Suposarem car K = 0.

Ezemple 1.
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3.6.1 Definicid. Sigui R, una algebra commutativa graduada amb
unitat sobre K junt amb una derivacié D : R, — R, de grau 2 (i.e.
D(Ry) C Rgqo per atot ki (fg) = f'g+ fg’), i definim [,]p,, per

[ 9lpm =D (1) <n e 1> <n e 1) F7g) € Riyiyon

S T
r4+s=n

(f € Ri,g € Ry).

Aleshores (R, [,]p,n) és una algebra RC que anomenem 1’algebra RC
estandard sobre (Ry, D).

Ezemple 2. M,(I') amb el claudator de Rankin-Cohen no és una
algebra estandard ja que no és tancada per I'accié de D = (2mi)~1d/dr.
Busquem una algebra RC estandard no massa gran que la contingui.
Considerem primer el cas I' = PSL(2,Z). Aqui M,(I") = C[E», E3],
on Fy i E3 sén les series d’Eisenstein normalitzades de pesos 4 i

1
6. Les seves derivades venen donades per Ef} = g(ElEg — FE3) i

EY = —(E1E3—FE32), on Ey és laserie d’Eisenstein normalitzada de pes

1

2
2, i com que també tenim Ef = %(E% — E»), aixo vol dir que M, (T")
esta continguda a ’algebra RC estandard sobre(C[E}, E2, E3], D).

Sigui K un cos de caracteristica 0 i definim una derivacié sobre
K[E17 E27 E3]

D : K[E\, Es, E3|« — K|[E1, E, E3).42,

on Fy, Esy, E3 tenen graus 2,4,6, per

E}—Ey, 0O +E1E2—E3 0 +E1E3—E§ 9

D pu—
12 0E; 3 0FE> 2 OFE3’

aleshores la subalgebra generada per Fs i E3 és tancada per 'accid
dels operadors [, |, = [,]pn per a tot n > 0.

Ezxemple 3. Observem que tenim també una derivacié 0 de grau 2
sobre la subalgebra M, = K[FE,, E3] de R, = K[E1, Es, E3| definida
en termes de D per

(3.11) 8f = Df — %El‘f S Mk+2 (f S Mk)
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o directament per

Podem reconstruir (R,, D) a partir de (M., 0) usant (3.11) per definir
1
Df per a f € My, i definint D(E;) com E(E% — Es).

3.6.2 Proposicié. Sigui M, una K-algebra graduada commutativa
i associativa amb My = K.1 junt amb una derivacié 0 : M, — Mo
de grau 2, i sigui ) € My. Definim claudators [ |gypn(n > 0) a M,
per

alosn= 3 Cor("TET (") € M,

S T
r+s=n

per a f S Mkvg S Ml) on fT S Mk:-‘rZTagS € Ml+25(7°,s 2 0) e}
defineizen recursivament per

fr+1 = 3fr+7“(7“+k—1)¢fr71, gs+1 = 698"’5(8_”_1)7/}95717 (’l‘, s = 0)

amb condicions inicials fo = f,g0 = g (per tant fi = Of, fo = 0> f +
ki f i similarment per a gs). Aleshores (My,[loyn) €s una dlgebra
RC.

3.6.3 Definicié. Una algebra RC s’anomena canonica si els seus
claudators estan donats com a la proposicié 3.6.2 per a alguna deri-
vacié 0 : M, — M, de grau +2 i algun element 1 € My.

Idea de la prova. L’nica manera de comprovar que quelcom és una
algebra RC és immergir-lo en una algebra RC estandard (R., [, ]p«)
per a algun anell graduat més gran R, amb derivacié6 D. Prenem
R, = M[¢], := M, @k K[¢], on ¢ te grau 2, i definim D per
(3.12)

D(f) =(f) + k¢f € Riya (f € My), D(¢) =9 + ¢ € Ry.

Aleshores provem que [f, g]p.n = [f, 9lo,yn, Per a figa M, iésclar
que M, és tancat per l'acci6 dels claudators [|g..r-
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3.7 Un teorema d’estructura per a les alge-
bres de Rankin-Cohen

Donada una RC algebra M, sobre un cos K, volem realitzar els seus
claudators com els claudators [, |54 per a alguna derivacié 0 de
grau 2 i algun element v de grau 4. Com que el claudator 0-ésim
dona a M, una estructura d’algebra commutativa, tenim estructura
d’anell. Suposem que aquest anell és integre o, com a minim que
existeix un element homogeni F' de grau positiu N que no és divisor
de zero i sigui M, el cos de fraccions de M, o M[1/F], respectiva-
ment. La compatibilitat dels claudators en el cas d’una algebra RC
estandard implica que podem estendre els claudators canonicament
a ]\7*/\ Definirem ara una derivacié 0 : ]/\4\* — ]\7*+2 i un element
1 € My per

a(f) = [Ij\}f]l (Fel), o= J\W([Jﬁ\;f]i)lﬂ

Es pot provar que els claudators [ , ]9, » associats a 0 i 1) coincideixen
amb els claudators donats a J\/Z* Per tant qualsevol algebra RC J\/I\*
que contingui al menys un element homogeni F' de grau positiu que no
sigui divisor de zero és una subalgebra d’una algebra RC canonica i,
per tant, també una subalgebra RC d’una algebra estandard, 'algebra
(M.[¢],[, ]p+) amb ¢ de grau 21 D : M[¢], — M[p]«42 definida per
(3.12).

El teorema segiient déna un criteri per a que una algebra RC sigui
canonica que es pot comprovar en temps finit.

3.7.1 Teorema. Sigui (M,,[, |«) una dalgebra RC finitament gener-
ada sobre un cos de caracteristica 0. Aleshores les propietats seglients
son equivalents.

(a) (M, [, ]«) és canonica.

(b) Per a cada element homogeni F € M, existeiz un element G €
Mo tal que

(i) [F, fl1 = kfG (mod F) per a tot k >0 i tot f € M.

(ii) [F,F]2 = (N +1)G? — (N + 1)[F,G]1 (mod F?), on N =
deg F.
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(¢) La propietat (b) es compleix per a algun F' € M, homogeni, no
divisor de zero.

FEspecificament, si (F,G) és un parell d’elements satisfent (i) i (ii),
1 amb F € My no divisor de zero, aleshores el claudator sobre M,
coincideir amb el claudator canonic associat a

[F, flh — kfG

ora(f) = — NF (f € My),

[F,F]2+(N+l)([F,G]1—G2).

Yre = NZ(N + 1)F?

Finalment, Zagier fa notar que les algebres de Rankin-Cohen
tenen similaritats amb altres objectes que apareixen de forma natural
en diferents contextos matematics. Aquests sén algebres d’invariants,
els operadors de Moyal de la teoria quantica i les algebres d’operadors
de vertexs.
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Capitol 4

Calcul d’invariants j
supersingulars

A. TRAVESA

Aquest capitol correspon a l’exposicié que tingué lloc el dia 30 de
gener de 2008 a Vilanova i la Geltrd, en la quarta de les sis sessions
dedicades al tema “Monografic sobre treballs de Don Zagier” dins el
marc del 22¢ Seminari de Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC). L’ob-
jectiu era donar compte de I’article segiient que, alhora, correspon a
una exposicié dels seus autors que tingué lloc I'any 1995 a Chicago i
que citaré [K-Z] (cf. [4]):

[K-Z] Kaneko, M.; Zagier, D.: Supersingular j-invariants, hyperge-
ometric series, and Atkin’s orthogonal polynomials. Computational
perspectives on Number Theory, 97-126, AMS/IP Stud. Adv. Math.,
7, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1998.

4.1 Introduccid

L’article [K-Z] és una revisié i una posada al dia de la part dels treballs
classics de M. Deuring [1] i de H. Hasse [3] en que es fa 'estudi dels

Amb finangament parcial de MTM2006-04895 i MRTN-CT-2006-035495.
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invariants supersingulars. Comencaré per fer una descripcié breu del
seu contingut sense entrar, en aquest moment, en el detall precis dels
resultats.

Kaneko i Zagier consideren el polinomi supersingular en carac-
teristica p, polinomi que anomenen ss,(j) i que pertany a Fp[j], i es
plantegen com a problema donar polinomis canonics de Q[j] per als
quals la reduccié modul p tingui sentit i proporcioni ss,(j). Amb
aquest objectiu, construeixen polinomis de tres maneres diferents i,
aixi, obtenen:

(a) polinomis que provenen de formes modulars;

(b) els polinomis ortogonals d’Atkin; i

(c) altres polinomis ortogonals que provenen de séries hipergeometri-
ques.

(a) Dels polinomis que provenen de formes modulars en donen quatre
per a cada p > 5. Per a aix0, comencen per ensenyar com associar
polinomis a formes modulars i, a continuacié, es dediquen a constru-
ir quatre formes modulars, de les quals consideraran els polinomis
associats.

(b) Pel que fa als polinomis ortogonals d’Atkin, els autors els de-
fineixen a partir del producte escalar d’Atkin, del qual donen fins a
quatre descripcions diferents; aixo els permet donar, també, quatre
descripcions diferents dels polinomis d’Atkin.

(c) També proporcionen quatre polinomis diferents associats a series
hipergeometriques, la reduccié modul p dels quals coincideix amb el
polinomi supersingular.

L’article conté demostracions autocontingudes de la majoria dels
resultats que els autors utilitzen, de manera que la seva exposicié es
pot pensar com una teoria sobre els invariants supersingulars.

De fet, en aquesta exposicid, només comentarem amb detall tot
allo que fa referencia a formes modulars i als polinomis ortogonals
d’Atkin, i ens limitarem a enunciar els resultats que es relacionen
amb les series hipergeometriques.
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4.2 Una mica d’historia

Abans d’entrar en el detall del contingut de [K-Z|, convé destacar
quins sén els resultats classics sobre els quals tracta el tema. Comen-
cem per la definicié d’invariant supersingular, tal com es déna en

K-Z).

4.2.1 Definicié. (Cf.[4], p.97) Es diu que una corba elliptica E
definida sobre un cos k de caracteristica un nombre primer p és su-
persingular si el grup de p-torsié de E sobre una clausura algebraica
k de k és trivial; o sigui, si (k) no té elements d’ordre p.

Com que l'invariant j de la corba elliptica, j(E) € k, només depen
de la classe d’isomorfisme de E sobre k, el fet que una corba elliptica
sigui supersingular o no només depeén del valor j(E). Podem parlar,
doncs, dels invariants j supersingulars: sén els elements de k que
es corresponen amb les classes d’isomorfisme de corbes elliptiques
supersingulars.

La definicié classica d’invariant supersingular que déna Deuring
fa s dels cossos de funcions elliptiques. Concretament:

4.2.2 Definicié. (Cf.[1], p.249 i p. 198-199) Sigui K un cos de fun-
cions elliptiques de caracteristica p, de cos de constants algebraica-
ment tancat k, i d’'invariant j(K) € k. Es diu que j(K) és supersin-
gular si K té multiplicacié per un ordre d’una algebra de quaternions
sobre Q.

En l'article de Deuring [1] es demostra que, obligatoriament, ’or-
dre és maximal, que ’algebra de quaternions només ramifica en p i
00, 1 que aquesta definicié només depén de j(K). Denotem aquesta
algebra per Q). Disposem, doncs, de dues definicions del concepte
d’invariant supersingular; Deuring mateix demostra que totes dues
sén equivalents.

4.2.3 Teorema. (Cf.[1], p.251-252 i p.200) Per a un invariant su-
persingular j de caracteristica p, el cos elliptic K d’invariant j no té
cap classe de divisors d’ordre p.

També val, reciprocament:
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Si K no té cap classe de divisors d’ordre p, aleshores K té un
ordre mazximal de Qpoe com a anell de multiplicadors. L’invariant j
corresponent és, per tant, supersingular. [J

Altres teoremes classics de [1] asseguren que, fixat un nombre
primer p, els invariants supersingulars associats a cossos k de carac-
teristica p sén nombres algebraics sobre el cos primer IF,, indepen-
dentment de quin sigui el cos k sobre el qual considerem les corbes
elliptiques; a més a més, tots séon de grau 1 o bé 2, és a dir, pertanyen
alF, obéal,,isijy€F,—F,é un invariant supersingular, el
seu altre conjugat galoisia també ho és.

Com a conseqiiéncia, només hi ha una quantitat finita d’invariants
supersingulars, i té sentit que en [K-Z] es consideri el polinomi

ssp(J) = H (J = Jo) € Fplil.

jo supersingular

Anomenarem aquest polinomi el polinomi supersingular en carac-
teristica p. Notem que, per definicié, aquest polinomi no té arrels
multiples.

En [1] es demostra que el nombre d’invariants supersingulars en
caracteristica p, o sigui, el grau del polinomni ss,(j), coincideix amb
el nombre de classes de 'algebra @), ; i, per a aquest nombre, que
préviament havia calculat Eichler (cf. [2]), en déna I’expressié

1, perap=2, p=3,
p—1
BT perap= 1 (mod 12),
~5

(4.1) p={%5" +1 perap=5 (mod 12)

p-7 +1, perap=7 (mod 12),

p—11

+2, perap=11 (mod 12).
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Per a p = 2 i per a p = 3, 'inic invariant supersingular és j =
0 = 1728; en particular, ssa(j) = j € Fa[j] i ss3(j) = j € F3[j]. Per a
p > 5, Deuring atribueix a Hasse (cf. [1], [3]) 'expressié segiient per
a un invariant A 'anullacié del qual en un valor concret de j equival
a dir que aquest valor de j és supersingular:

AT P(]), perap= 1 (mod 12),
GpAT P(]), perap= 5 (mod 12),
g3\ P( ), perap= 7 (mod 12),

p—11

ggggA 2z P(j), perap=11 (mod 12),

A=

on go i g3 soén els coeficients d'una equacié definidora
(4.2) y* = da® — gax — g3

de la corba elliptica en forma normal de Weierstrafl, A és el discri-
minant

i P(j) denota un polinomi de linvariant j “del qual se sap com a
minim que el seu grau és com a maxim igual a l'exponent de la
poténcia de A que el precedeix”(cf.[1]). Deuring demostra que el
polinomi P(j) té efectivament el grau maxim possible, conjecturat per
Hasse, i, en conseqiieéncia, que no té arrels multiples, perque el nombre
d’arrels de A coincideix exactament amb el nombre de classes h.

No només aix0, Deuring també proporciona la férmula explicita
seglient per al calcul de 'invariant A:

En el cas que es disposi de l'equacié de Weierstrass (4.2) de més
amunt,

(4.3)
()T AT (52),0), sip= 1 (mod 12),

2(-1)' T3 TAT g (2

®,(j), sip= 5 (mod 12),

2~ T3 AT g (% 10,(j), sip= 7 (mod 12),

26(—1)" T 3757 AP gags (1%1)@,,(]'), sip=11 (mod 12),
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on
)7' 1_26 33 —l)

_ 4
27
p V(=L 4 3
0<1<P 37! ] AN

(4255
o<icz (2i+1)! (pT— )'(p+1+z)

‘I)p(j) = j[ll}

sip=1 (mod 4); i

)

sip=—1 (mod 4).

En el cas que es disposi de la forma normal de Legendre

(4.4) v = e — 1)z — ),
(4.5) A= (—1)% % <pg,1>2)\i, pera p >3,
i—o
on A és una qualsevol de les sis arrels de
PETCEDYCEDY);
A2(1—))?

Com a conseqiiencia, i si tenim en compte que els valors de j que
corresponen a go = 0ia g3 =0sén j =017 = 1728, respectivament,
obtenim una expressié explicita del polinomi ss,(j).

4.2.4 Proposicié. Sigui p > 5 un nombre primer. Llavors,
ssp(4) = 5°(7 — 1728)°®,(j) € Fplj],

ond=0,sip=1(mod6), d =1, sip=—1 (mod6), e =0, si
p=1 (mod4),e=1, sip=—1 (mod 4), i el polinomi ®,(j), donat
més amunt, no s’anulla per a j =0 ni per a j = 1728. A més a més,
ss2(j) = j € Falj], i ss3(j) = j € Fs[j]. O

Notem que els polinomis ®,(j) sén, de fet, polinomis de coefi-
cients racionals p-enters, de manera que el polinomi ss,(j) € Fp[j]
és reduccié modul p d’un polinomi explicit de coeficients racionals
p-enters. L’objectiu de Darticle [K-Z] és donar explicitament altres
polinomis canonics de Q[j] tals que la seva reduccié modul p tingui
sentit i proporcioni els polinomis ss,(j) € Fp[7].
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4.3 Polinomis supersingulars i formes modu-
lars

Els primers polinomis que es consideren a [K-Z] que redueixen als
polinomis supersingulars s’obtenen a partir de formes modulars; per
aixo convé fixar les notacions de la teoria classica, de la qual podem
trobar més detalls en [5], [6] i [7], d’acord amb les emprades a [K,Z].

Sigui H := {7 € C: Im(7) > 0} el semipla superior complex. Una
funcié modular de pes k per a PSL(2,Z) és una aplicacié meromorfa
f:H— CU{oo} tal que

F(E5) = e s,

Z} € SL(2,Z) i tot 7 € H, i que també és

meromorfa en infinit; és a dir, que admet un desenvolupament en
serie de Fourier de la forma

= Z anqna q= eQWiTv no € 7.

n>ngo

per a tota matriu [CCL

Es clar que si f, g, sén funcions modulars de pesos k i k/, respectiva-
ment, el seu producte fg és una funcié modular de pes k + k’.

Una forma modular de pes k és una funcié modular de pes k
holomorfa a tot arreu, inclos oo (és a dir, ny > 0); i una forma
parabolica és una forma modular que s’anulla en oo (és a dir, ng > 1).
Per a tot nombre enter £ > 0, denotarem per M; ’espai vectorial
complex de les formes modulars de pes k per al grup PSL(2,7Z), i per
S el subespai de les formes paraboliques.

El resultat fonamental del qual se segueixen la majoria de propie-
tats basiques de les formes modulars per a PSL(2,Z) es pot escriure
de la manera segiient.

4.3.1 Proposicié. Si f és una funcio modular per a PSL(2,7Z), de
pes k i no nulla, se satisfa la férmula

46) o)+ qulh) + qul$) + 3 or(h



56 Cap. 4 Calcul d’invariants j supersingulars

/
on la suma Z s’estén a tots els elements P d’un conjunt de repre-

P
sentants de les orbites de l'accio de PSL(2,7Z) en HUQU {oc} dife-

—14+14v3
rents de les orbites de i, p = if i 00, i on vp(f) denota

lordre de la funcié meromorfa f(1) en el punt P. O

Notem que, en particular, si f € My, és a dir, si f és una forma
modular, tots els nombres enters voo(f), vi(f), v,(f), 1 vp(f) sén no
negatius. Si escrivim la férmula anterior en la forma

(4.7) 12000 (f) + 60i(f) + 4v,(f) + Z 120p(f

obtenim immediatament que per a tot k£ senar i per a k = 2 és
M. = (0), i també que My = C, perque tota funcié holomorfa sense
zeros és constant. Més avall veurem que els espais vectorials My i S
sén de dimensio finita.

Els primers exemples, i molt importants, de formes modulars sén
les series d’Eisenstein. Denotem per Bj els nombres de Bernoulli,
definits pel desenvolupament en serie de poteéncies

T By
=Y —T" e Q[T};

el —1 k!
k>0

i, per a tota parella de nombres enters r > 0, n > 1, sigui
n):= Z d"
dln

la suma de les potencies r-esimes dels divisors naturals de n. Per a
tot nombre enter parell k£ > 0, el desenvolupament en serie de Fourier
de la k-esima serie d’Eisenstein normalitzada és

27rz7'

(4.8)  Ei(r) —1——Zak1 , a=q(r)=

n>1

Clarament, és Ey = 1; i, per exemple,

(4.9) Ey(r) =1-24) a1(n)q" € Z[[q]],

n>1
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(4.10) Ey(r) =1+240) a3(n)q" € Z[[q]],
n>1

(4.11) Eg(r) =1-504) a5(n)q" € Z[[q]].
n>1

En general, Ey(7) € Q[[q]], perd Ex(7) ¢ Z[[q]]; per exemple,

65520
(412) E12(7') =1 + W 0'11( )qn
n>1

Per a k > 2, parell, la serie Ei(7) és convergent en H i, per a
k > 4, defineix una forma modular de pes k per al grup PSL(2,7Z),
no parabolica. En particular, per a k > 4, parell, és My # (0). En
canvi, per a k = 2, malgrat que la serie és convergent i que, d’acord
amb la definicié que hem donat, se satisfa la llei de transformacié
Es(t + 1) = Ey(7), E2 no és una forma modular de pes 2, perque se
satisfa la llei de transformacié

(4.13) B <2‘Zifl> = (er + A Ba(7) + geler +d),

a b ; 12
per a [c d] € SL(2,Z), que té el sumand extra %C(CT +d).

Si apliquem la férmula (4.7) a les séries d’Eisenstein Ey(7) i Eg(7),
obtenim que F4(7) només té un zero, i és simple, en els punts de
lorbita de 7 = p; i que Eg(7) només té un zero, i és simple, en els
punts de ’orbita de 7 = 3.

Un primer exemple, i el més important, de forma modular para-
bolica el proporciona la funcié A(7), que es pot definir per

Ey(1)3 — Eg(1)?
1728 ’

Escrivim els primers termes del desenvolupament de Fourier de A(7):

A(T) :=

(4.14) A(7) := q—24¢* +252¢> + - -- € Z[[q]], g = q(r) = 2.

La funcié A és una forma modular de pes 12, i no nulla; i, de nou a
partir de (4.7), només té un zero, i és simple, en els punts de 1’orbita
de 7 = oo; és, doncs, una forma parabolica de pes 12.



58 Cap. 4 Calcul d’invariants j supersingulars

Com a exemple important de funcié modular de pes zero i no
constant, tenim l'invariant modular j(7); es pot definir com

_ Ey(r)?
A

(4.15) j(r):

Escrivim els primers termes del desenvolupament de Fourier de j(7):
(4.16) '
J(7) =g '+ 744 + 196884 + - € Z[[q]],  q=q(1) = *"".

Com que la funcié j és quocient de dues formes modulars del mateix
pes, és una funcié modular de pes zero; és holomorfa en H, només
té un zero, i és triple, en els punts de l’orbita de 7 = p, i només
té un pol, i és simple, en els punts de l'orbita de 7 = oco. Per la
seva importancia, citem el resultat segiient, que es pot obtenir com a
conseqiiencia de la proposicié que establirem a continuacio.

4.3.2 Corollari. El cos C(j) és el cos de les funcions modulars de
pes zero. [

Aquests exemples d’aplicaci6 de la férmula (4.7) es poden dur més
enlla; s’obté el resultat segiient.

4.3.3 Proposicié. Sigui k > 4 un nombre parell. Ezisteixen nom-
bres enters m > 0, 6 € {0,1,2}, ¢ € {0,1}, dnics tals que k =
12m + 46 + 6. L’espai vectorial My, és de dimensid m + 1, i to-
ta forma modular f € My es pot escriure de manera unica com un
producte

(4.17) F(7) = A(T)"Ea(7) Es(7)° f(§(7)),

on f(j) és un polinomi de grau menor o igual que m, el coeficient de
g™ del qual és igual al terme constant del desenvolupament de f(T)
en seérie de Fourier (de poténcies de ¢ = e*™7). Més generalment, si
tots els coeficients de Fourier de f(7) pertanyen a un mateiz subanell
K C C, llavors f(j) € K[j].

DEMOSTRACIO. La demostracié de I'existéncia i la unicitat de m,
0 i€ és immediata a partir de la classe de congruencia de k modul 12.
D’altra banda, si f € M} és una forma parabolica no nulla, llavors
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és divisible per A de manera que fA™! € My_15 i, per tant, S =
AMj_15. Com que, per a k # 2, parell, S és de codimensié 1 en My,
i B en genera un suplementari, tenim que dim My = dim .S, + 1 =
dim My _1o + 1. Aixi, tant la dimensié de M} com el valor de m
augmenten d’una unitat quan k£ augmenta de 12 unitats. El resultat
sobre les dimensions es redueix, doncs, a veure que My = C, i que
M = EC, per a k = 4, 6, 8, 10, i 14; equivalentment, que, per a
aquests valors de k, és dim S, = 0. Pero la férmula (4.7) ens diu que
qualsevol forma parabolica no nulla és de pes més gran o igual que
12, i diferent de 14, perque v (f) > 11 vp(f) > 0, per a tot P.

Resta veure la descomposicié. Sigui, doncs, f € M} una forma
modular no nulla. De nou el fet que tots els nombres vp(f) siguin
enters no negatius obliga que f tingui un zero d’ordre més gran o
igual que § en 7 = p i un zero d’ordre més gran o igual que € en
T = 1; per tant, f és divisible pel producte Eg ¢ 1 el quocient és
una forma modular de pes 12m. Si dividim aquesta nova forma per
A™ resulta una funcié modular de pes 0 (meromorfa) que té pols,
com a maxim, en 7 = 00, i d’ordre menor o igual que m. Per tant,
és un polinomi en j, de grau menor o igual que m i de coeficient
del monomi de grau m el mateix que el coeficient del terme constant
del desenvolupament de Fourier de f, perque la divisié pel producte
EfEEg no fa variar aquest coeficient del desenvolupament, i la divisié
per A™ el deixa com a coeficient de ¢~"". [J

Aquesta proposicié ens ensenya a associar, a cada forma modular
f € My, un polinomi f(j) € K[j], on K C C és 'anell generat pels
coeficients de Fourier de f(7).

Per exemple, podem considerar, per a tot nombre enter parell
k > 4,laforma modular F(7) i el seu polinomi associat E(j) € Q[J].
Notem que Ey(j), E¢(j) € Z[j] i que, de fet, E4(j) = Es(j) = 1.

4.3.4 Corol'llari. L’algebra graduada de les formes modulars és iso-
morfa a l'anell de polinomis en dues indeterminades Ey, Fg; és a dir,
EBkZO My, ~ C[E4FEs], on E4 és de grau 4 i Eg de grau 6.

DEMOSTRACIO. En efecte, si en la demostracié anterior se substi-

3

E -
tueix j per —= en el polinomi f (7), i després es multiplica tot per A™,

A
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E} — E?
s’obté una expressié de f com un polinomi en Ey, Egi A = ——6.

és a dir, com un polinomi en Ey, Fg. Ila unicitat de I'expressi6 (4.17)
equival a la independéncia algebraica de E4 i Fg. (I

4.3.5 Observacié. Sigui p > 5 un nombre primer, posem k :=p—1,
i escrivim k en la forma k = 12m+49§+6e, com en la proposicié (4.3.3).
El valor § = 2 no és possible, perque seriap = k+1 = 12m+6¢+9 =0
(mod 3). De les férmules de Deuring (4.3) es dedueix immediatament
que el grau del polinomi ssy(j) € Fp[j] és exactament m + § + ¢
i que ssp(j) és divisible per jo(j — 1728)¢. [K-Z] proporciona una
demostracié alternativa d’aquest fet.

Ara disposem de les eines necessaries per a definir tres dels poli-
nomis que cerquem. Un d’ells és el polinomi Ej(j), associat a la série
d’Eisenstein Fj(7), per a tot valor parell de k > 4; en particular,
associat a un nombre primer p > 5, el polinomi Ep_l(j). La definicié
de dos polinomis més és conseqiiencia del resultat segiient.

4.3.6 Proposicié. Sigui k > 4, parell, i escrivim k = 12m+46 + 6¢,
ambm >0, 0 € {0,1,2}, i e € {0,1}. Definim el polinomi

(4.18) Hy(Ey, Eg) € Z[Ey, Eg),
com el coeficient de X* en el polinomi
(1 —3E4X* + 2E5X5)%/2 € Z[Ey, Eg)[X],

1 el polinomsi
(4.19) Gr(E4, Eg) € Z[1/2][Ey, Eg),
com el coeficient de X* en la série de poténcies

(1 —3E4X* + 2E5X5)™V2 € Z[1/2]|Ey4, Es)[[X]].
Llavors, Hi(E4(T), Es(7)), Gk (E4(T), E¢(T)) son formes modulars de
pes k.

DEMOSTRACIO. Podem substituir 7' per —3F4X* + 2EsX° en el
polinomi (1 + T)*/2 € Z[T] i en la serie (1 + T)~'/2 € Z[1/2][[T]];
obtenim que

(1 —3E4X* 4+ 2EsX5)*/? € Z[E,, Eg)[X]
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i que
(1 —3E,X* +2E5X5)"Y2 € Z[1/2]|Ey4, E][[ X]].

Donem pesos 4 a Ey, 6 a Fg, i —1 a X; llavors, 1 — 3E,X* + 2E X
és un polinomi isobaric de pes 0. Per tant, el polinomi i la serie

(1 —3E,X* +2EsX5)%/2 (1 —3E,X*+2E:X%)~1/2,
sén isobarics de pes 0 i els coeficients respectius de X*,
Hy(E4, Eg) € Z[Ey, Eg), Gr(FE4, Es) € Z[1/2][Ey, E¢],
sén polinomis isobarics de pes k en Fy, Eg. Aixo ens diu que
Hy(7) == H(E4(7), E6(7)) i Gi(7) := G(Eu(7), E6(7))
son formes modulars de pes k. [J

4.3.7 Definicié. Per a tot k > 4, parell, escriurem En(5), Hy(j),
Gr(j), els polinomis associats a les formes modulars de pes k

En particular, per a p > 5, primer, obtenim els polinomis Ep,l(j),

Hy-1(9), 1 Gp-1())-

Per a la definicié del quart dels polinomis que cerquem, cal parlar
de la derivaci6 de formes modulars. La derivacié de funcions modulars
o de formes modulars no produeix, en general, ni funcions modulars
ni formes modulars. Per exemple, se satisfan les relacions

1 Ey(7)2 — Ey(1)
4.2 —D(FE =
(4.20) omi D (B2 T) 12 ’
1 Ey(1)Ey(1) — Eg(7)
4.21 —D(FE =
(4.21) omi DELT) 3 ’
1 Ex(1)Eg(T) — Eq(1)?
@2 Lpg.n = BDEOZAO
21 2
1
(4.23) %D(A, T) = Es(1)A(T),
on D := — és la derivacié habitual. Pero es pot definir un operador

-
de derivacié de formes modulars que augmenta el pes en dues unitats.
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4.3.8 Proposicié. L’assignacio f — 9 (f,) donada per

(4.24) 9elf.7) = 5=D(f,7) — 2 Ba(r) [ (7)

defineix una aplicacio C-lineal 9y : My — Mo tal que si g € My,
llavors

Ve (fg,7) = Ok (fi7)g(7) + f(T)0k (g, 7). O

Notem que si fo(q) és el desenvolupament en seérie de Fourier de
f, és a dir, si fo(q) és la serie de poteéncies tal que f(7) = fo(q(7)),

on ¢(7) = ¥ llavors és %D(f, 7) = q(7)D(fo, q(7)).

4.3.9 Proposicié. Sigui k > 4 un nombre enter parell tal que k % 2
(mod 3). L’equacid diferencial

k(k +2)

(4.25) DoV (Fiy ) = =

Ey(1)Fi.(7)
té una solucio Fy € My, unica llevat de multiplicacio per escalars, i
no parabolica.

4.3.10 Observacio. L’espai de solucions de 'equacié diferencial és
de dimensié 2, perque es tracta d’'una equacié diferencial lineal ho-
mogenia d’ordre 2. La proposicié assegura que la interseccio de I'espai
de solucions amb M}, és un espai de dimensié 1. D’altra banda, notem
que si k = p — 1 per a un nombre primer p > 5, les condicions k > 4,
k parell i k # 2 (mod 3) se satisfan automaticament.

Obtindrem aquest resultat com a conseqiiencia del segiient.

4.3.11 Proposicié. Siguik > 4 un nombre enter parell tal que k Z£ 2
(mod 3). L’assignacid

_ OkyoUrf

= on(f): £

defineix un endomorfisme ¢ : M — My, que diagonalitza en una
base de vectors propis de valors propis Ki_12;, 0 < ¢ < dim My — 1,
r(r+2)

on Ky := ———.

144
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DEMOSTRACIO. Si k > 4 és un nombre parell, i k # 2 (mod 3),
llavors k+4 # 0 (mod 3), de manera que, en escriure k44 = 12m +
40 4 6, amb 6 € {0,1,2}, € € {0,1}, m € Z, resulta que 6 # 0.
Per tant, tota forma modular de pes k + 4 té un zero en 7 = p i,
en conseqiiencia, és el producte de F4 per una forma modular de
pes k. Aixo implica que podem considerar I’endomorfisme C-lineal

Dy 0¥
¢« My, — M, donat per ¢p,(f) = ’“*,b?,ff Ara, si Fy, € My, i si

considerem el seu desenvolupament en serie de Fourier

Fk(T) = Z anqn7 q= 627ri7—a

n>0

podem calcular el terme constant del desenvolupament en serie de

k(k+ 2
Fourier de ¢y (F}), que resulta ésser krag, on kg := (14—2) Com

a conseqiiencia, ’espai Sy de les formes paraboliques és invariant per
¢r 1, a més a més, en 'espai quocient My /S, que és de dimensié 1, ¢
indueix la multiplicacié per k;. En particular, si My és de dimensid
1, llavors ki és un valor propi de ¢, i qualsevol funcié no nulla
Fy, € My és propia de valor propi kg i, per tant, és una solucié de
I’equacié diferencial, no parabolica perque en aquest cas és Sy, = (0).

Anem a provar, per induccid, que M} admet una base de funcions
propies de valors propis ki_12i, 0 < 7 < m, diferents. De la férmula
(4.23) es dedueix que ¥12(A,7) = 0, de manera que els operadors
diferencials 9, commuten amb la multiplicacié per les poténcies de
A(T); és a dir, se satisfa que Jx(A'f,7) = A(T)Wp_12:(f,T), per a
0 <i < m (notem que k = 12m +4(6 — 1) + 6¢). Aixi, si prenem una
funcié propia no nulla Fy_19; € Mj_19; de valor propi kr_19; per a
br_12i, 1 < i < m, resulta que el producte Fj,_15,A’ € M}, és funcié
propia no nulla de ¢, de valor propi Kr_12; # Ki. Inductivament,
obtenim una base de Sy de funcions propies de ¢; de valors propis
Kk—12i, 1 <1 < m, diferents. Ara, com que en Mj/Sk, de dimensié 1,
¢ és una homotecia de rad ki i en Si, que és un subespai invariant
per ¢, hi ha una base de funcions propies de valors propis diferents
de kg, existeix una funcié propia Fy € My, Fy ¢ Sk, de valor propi
Ki; és a dir, existeix una solucié de ’equacié diferencial en M}, que
és unica llevat del producte per un factor escalar. [J

Ara disposem de les eines necessaries per a definir el darrer dels
quatre polinomis que cerquem.
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4.3.12 Definicié. Siguin p > 5 un nombre primer, posem k := p—1,
i escrivim k = 12m + 46 4+ 6e, amb m > 0, § € {0,1,2}, ¢ € {0,1}.
Llavors, k # 2 (mod 3) i podem considerar la forma modular Fj,
de pes k = p — 1, soluci6 de ’equacié diferencial que proporciona la
proposicié 4.3.9, normalitzada de manera que el coeficient constant

k=5
del seu desenvolupament en serie de Fourier sigui (—1)™ < 7% ) I

podem considerar el polinomi F,_1(j) € C[j] associat a la forma
modular Fj,_(7).

k—
4.3.13 Observaci6é. Notem que no és un nombre enter, perque

k és parell; de manera que cal considerar

() R0 (e

m m!

Un cop definits els polinomis E,_1(5), Fp—1(j), Gp—1(j), i Hy—1(j),
per a p > 5, primer, ja podem enunciar el primer dels resultats prin-
cipals de l'article [K-Z].

4.3.14 Teorema. Sigui p > 5 un nombre primer i posem p — 1 =
12m + 46 + 6, amb m > 0, 6 € {0,1}, i e € {0,1}. Sigui f(j) €
{Ep1(5), Fpo1(d), Gpo1(4), Hy—1(§)} un qualsevol dels polinomis
que acabem de definir. Llavors, els coeficients de f(]) son nombres
racionals p-enters i se satisfan les congruéncies

Eypa(h) = - 1(7) (mod p),
Gp-1(7) = Hy1(j) (mod p),
By 1(4) = (- 1)‘5+5H 71( ) (mod p),

ssp(4) = §°( — 1728)°Ep1(j)  (mod p)

Abans de demostrar el teorema, diguem que en [K-Z] es propor-
cionen exemples concrets per a k = 28. Notem que els coeficients
no sén enters, llevat dels de ﬁgg(j), aixi com també la simplicitat
creixent dels coeficients dels polinomis, amb l’ordenacié donada E,
G, H, F.
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s o 9699870640000 . ~ 1180807372800000

Bog(i) = 42 —
28(7) = J 3302780147 ° T 3392780147
- 3304503 , 8394435
_ _ 1
Gas () 5018 1 J + 176359680,
Hos(j) = 660831652 — 23558895360/ — 1434705592320,
391

Fas(j) = o 2 — 114244 + 4644864.

I, per a p =29, [K-Z] fan notar les congruencies

Ens(j) = Fas(j) = —Gas(j) = —Has(j)

) . 5Sp(J
=2+2j+21= 7}(‘7) (mod p).

A fi de provar el teorema, convé comencar per recordar el cri-
teri per a decidir si una corba elliptica sobre un cos finit és o no
supersingular.

4.3.15 Proposicié. Siguin p > 5 un nombre primer, g =p", r > 1,
E la corba elliptica sobre F, donada per una equacio y? = f(x), on
f € Fylx] és un polinomi de grau 3, i sigui a, € Fy el coeficient
de xP~1 del polinomi f(:v)pTil Llavors, #E(F;) = 1 — Ng_r,(ap)
(mod p). La corba elliptica E és supersingular si, i només si, a, = 0.

DEMOSTRACIO. Donat un element qualsevol z € F,, tenim que
g—1 %

2z €{0,1,—1}, segons que sigui z =0, z € IFqQ, o bé z € F; —F;Q;
z

per tant, si escrivim <> € {0,1,—1} C Z I'inic nombre enter tal
p

z q—1

que () =z 2 (mod p), tenim que el nombre de solucions (y, z)
p

z
de Iequacié y%> = z en F, x F, és exactament 1+ <> Per tant, per
p

a tot x € F,, el nombre de solucions de y? = f(x) és 1 + (f(ac)>7
p

aixi, en tenir en compte el punt de l'infinit, obtenim que

#EF) =1+ (1+ f(2)7) (mod p).

zel,
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Ara bé,
> {—1, si g — 1 divideix j # 0,
€T =
ey 0, altrament;
. qg—1 ,
per tant, per a 0 <57 <3 , s

)DEEE S
€T =
0,

Ty altrament.

Com a conseqiiencia, si a; € Fy és el coeficient de 2971 del polino-
mi f(x)q%l, obtenim que #E(F;) = 1 — a, € F;, de manera que
#E(F;) =1 — a4 (mod p), perque la igualtat anterior diu, en parti-
cular, que a4 € IF).
-1 —1

o = (ptpt )
si designem per f(pj)(q:) el polinomi que s’obté de f(z) en elevar a la
poteéncia p’ els coeficients de f(x), obtenim la igualtat

Ara, tinguem en compte que

q—1 p—1

[@)'7 = f@)'7 - fP@)T

. , . _ . . p—1
de manera que si a, és el coeficient de zP~1 del polinomi f(z) 2 ,
tenim que

r—1, p—1

rfl)(xp ) > ,

_ l4prp?e4pmt
ag = ay, = Nr_|r, (ap)-

Per tant, #E(F,) = 1—ay = 1— N r,(ap) (mod p), com calia veure.

Vegem, finalment, la qiiesti6 relativa a la supersingularitat de la
corba E. Notem que si a, = 0, llavors #E(F,r) = 1 # 0 (mod p),
per a tot r > 1; per tant, F¥ no té punts d’ordre miltiple de p sobre
cap cos Fyr; o sigui, no té p-torsié sobre F,. I si a, # 0, llavors per
a n miltiple de l'ordre de l'element Ng, r,(ap) € F, és #E(Fgn) =
1 — Np,r,(ap)" = 0 (mod p), de manera que E té p-torsié sobre el
cos Fyn. U

Podem procedir ara a la demostracié del teorema 4.3.14 per al
cas del polinomi H,_1(j); més concretament, provarem el resultat
segilent.

4.3.16 Proposicié. Sigui p > 5 un nombre primer i posem p — 1 =
12m+40+6¢e, ambm >0, 6 € {0,1}, i e € {0,1}. Els coeficients de
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H,_1(j) son nombres enters i se satisfa la congruéncia

ssp(f) = (—1)°75°(j — 1728)°H,_1(j) (mod p).

DEMOSTRACIO. Considerem 1’algebra de polinomis Z[z, @, R] en
tres indeterminades =, ), R, i donem pesos 2 a x, 4 a Q1 6 a R.
Llavors, 22 — 3Qx + 2R és un polinomi isobaric de pes 6, de mane-
ra que (3 — 3Qz + ZR)T%1 és isobaric de pes 3(p — 1) i, en con-
seqiiencia, el coeficient de 2P~ d’aquest polinomi, que podem denotar
com H, 1(Q, R) € Z|Q, R], és un polinomi isobaric de pes p — 1.

1
Si canviem x per X2 i ho multipliquem tot per X5, el polinomi

22 — 3Qx + 2R es transforma en el polinomi 1 — 3E,X* 4+ 2E X6 que
hem usat en la definicié de la forma modular Hy,_1(7) (cf. la proposicié
4.3.6); d’aqui obtenim que

Hp1(Ea(7), E6(7)) = Hp-1(7).

I, com hem fet en la proposicié 4.3.3, pero ara en Z[Q, R], podem
escriure aquest polinomi en la forma

Hy-1(Q, R) = A"Q°R*Hy—1(j),
per a un cert polinomi ﬁp,l € Z[j], on ara es posa

QS o R2 - Q3

A=y IE A

; _ [P
ionm= [12},
5 0, sip=1 (mod 3), 0, sip=1 (mod4),
= E =
1, sip=2 (mod 3), 1, sip=3 (mod4),

son els nombres definits per la igualtat p —1 = 12m+ 4§ + 6. Notem
que se satisfa la igualtat m = [%} perqué p — 1 # 2 (mod 3).

Sigui, ara, E una corba elliptica sobre F,. Com que p > 5, E
és isomorfa a la corba donada per una equacié de Weierstrafl de la
forma y? = 3 —-3Q(FE)z+2R(E), amb Q(FE), R(E) € F,. L’invariant
Q(E)’
A(E)’

j de la corba E, per a aquesta equacid, és donat per j(E) =
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E 3 _ E 2
on A(E) = QE) 725( ) . Per tant, j(E) = 0 si, i només si,

Q(E)=0,1j(F) = 1728 si, i només si, R(E) = 0.

-1

D’altra banda, el coeficient de 27! en (23 —3Q(E)z+2R(E)) "z
és

Hy-1(Q(E), R(E)) = A(E)"Q(E)’ R(E)*Hy-1(j(E));

la caracteritzacié de les corbes elliptiques supersingulars donada en
la proposici6é 4.3.15 ens assegura que F és supersingular si, i només

si,

J(E)’(§(E) — 1728)°H, 1 (j(E)) = 0.

Per tant, ss,(j) divideix el polinomi j°(j —1728)°H,_1(j) € F,[J]
i, a més a més, s5,(j) té les mateixes arrels que j(j —1728) Hp_1(j).
Com que, per definicid, el polinomi ss,(j) no té arrels multiples, si
veiem que jO(j — 1728)°H,_1(j) no té arrels multiples, tindrem que
els dos polinomis coincideixen llevat d’'un factor constant, i només
restara calcular aquesta constant.

En aquest punt, en [K-Z] s’observa que el resultat (abans de la
determinacié de la constant) es dedueix immediatament de la férmula
de Deuring (4.1) sobre el grau de ssp(j),

deg(ss,(7)) = m + 3 +

perd se’n déna una altra demostracié. En efecte; és suficient provar
que totes les arrels del polinomi j°(j — 1728)° »—1(J) son simples.

e Cas j =0.

Notem que, en Z[z, Q, R], se satisfa una identitat de la forma
_ _ -1 _:
(3 —3Qz+2R)"T = (3 +2R)"T —3%Qx<x3+23)% +O(QY),

on O(Q?) indica un polinomi miltiple de Q2. El calcul del coeficient
de zP~! proporciona que
p—1

Ha(@ 1) = (32 ) 2R)'F +01Q)

3
sip=1 (mod 3), i que
-3

_ P o5
Hp—l(QvR) = _3pT1 <pg2> (2R)TQ + O(Qz)a

3
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sip =2 (mod 3). Per tant, per a R # 0, Q = 0 no n’és arrel, sip =1
(mod 3), i n’és una arrel simple si p =2 (mod 3).

Ara bé, per a una corba elliptica E, tenim que A(E) # 0, de ma-
nera que si Q(F) = 0, llavors R(E) # 0; i, a més a més, j(E) = 0 si,
i només si, Q(F) = 0. Aixi, j = 0 és una arrel de H,_1(j) si, i només
si, @ = 0 és una arrel de Hy,_1(Q, R); pero aixd només succeeix per a
p =2 (mod 3) i, en aquest cas, és § = 1, de manera que el polinomi
H, 1(j) € Fp[j] no s’anulla en cap dels dos casos per a j = j(E) = 0
i, si j =0 és arrel de j°(j — 1728)¢ ~p,1(j), n’és arrel simple.

e Cas j = 1728.

En larticle [K-Z], només es diu que es fa de manera similar. Fet
Pexercici, resulta que en Z[z, Q, R] se satisfa una identitat de la forma

_ _ -1 _
(13 —3Qz+2R)"T = (x3—3Qx)”%+2PTR(:U3—3Q$)¥+O(RQ),

on O(R?) indica un polinomi multiple de R?. El calcul del coeficient
de 2P~! proporciona que

p—1 -
H, 1(Q. R) = (%) (-3Q) + O(R),

4

sip=1 (mod 4), i que
-1 p=3 p—7
Q1) =25 () (30 Rt 0L
4

sip =3 (mod 4). Per tant, per a @ # 0, R = 0 no n’és arrel, sip =1
(mod 4), i n’és una arrel simple si p =3 (mod 4).

De nou, per a una corba elliptica F, tenim que A(F) # 0, de ma-
nera que si R(E) = 0, llavors Q(F) # 0; i, a més a més, j(E) = 1728
si, 1 només si, R(E) = 0. Aixi, j = 1728 és una arrel de H, ;(j)
si, i només si, R = 0 és una arrel de H,_1(Q, R); pero aixd només
succeeix per a p = 3 (mod 4) i, en aquest cas, és ¢ = 1, de manera
que el polinomi H,_1(j) € F,[j] no s’anulla en cap dels dos casos per
aj=j(FE)=17281i,si j = 1728 és arrel de j°(j — 1728)° H,_1(j),
n’és arrel simple.
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e Cas j #0, 1728.

Més endavant (cf. el teorema 4.5.10, a) veurem que el polinomi
ﬁp,l( J) satisfa una equacié diferencial lineal de segon ordre de coefi-
cients polinomics i coeficient dominant el polinomi j(j — 1728). Aixo
implica que qualsevol arrel comuna diferent de j = 01 de 57 = 1728
en F, de ﬁp_l(j) i el seu polinomi derivat també ho seria del derivat
segon i, per induccié, de tots els derivats successius; per tant, obtin-
driem un zero de multiplicitat infinita, contradiccié. Notem que 1’ar-
gument també és valid en el nostre cas, en que la caracteristica és
p, perque el polinomi no és un polinomi en jP, fet trivial perque el

polinomi és de grau m = [2?1—2] <p.
Per a acabar la demostracié de la proposicid, resta determinar
la constant de proporcionalitat i veure que és (—1)°7¢; és a dir, cal

veure que el coeficient del monomi de grau maxim de H,_1(j) modul
p és (—1)°F=,

El coeficient del terme de grau maxim del polinomi f(j) € C[j]
associat a una forma modular no nulla f(7) € M} coincideix amb
el terme constant del desenvolupament de Fourier de f(7) (cf.la
proposicié 4.3.3); en particular, el coeficient dominant del polino-
mi f(j) € C[j] associat a un polinomi isobaric de pes k, f(Ey4, Eg) €
C|[Ej4, Eg), s’obté en substituir £y = Eg = 1 en el polinomi f(Ey, Fs).
Per tant, cal calcular Hp,_1(1,1) i reduir modul p. Notem que E4 =
Eg = 1 no correspon a cap corba elliptica E, perque seria A(E) = 0;
pero no hi ha cap inconvenient a substituir les indeterminades pels
nombres que vulguem.

Ja hem vist que H,_1(Q, R) és el coeficient de 2P~ del polinomi
(23 — 3Qz + 2R)% € Z[r,Q, R]; o sigui, el coeficient de XP~! del
polinomi (1 — 3QX* + 2RX%)"z

Sals Z1X,Q, R]. Per tant, H, 1(1,1)
és el coeficient de XP~! del polinomi (1 — 3X* + 2X6)p%1 € Z[X].



4.3. Polinomis supersingulars i formes modulars 71

Ara bé, com que 1 —3X* 4+ 2X% = (1 — X?)2(1 + 2X?), tenim que

(1—3X*+2X%) "
—(1 - X2 (1 +2X%) T

1— X2)P _ _ _
:(1_)(2)((1+2X2)’”21 —3"7 43"

1— X% - - -
EW(O + ZXQ)% —3% 4 BPTI) (mod p)

=(1 - X?P)

(1+2Xx2)% —3% /31— X%
1— X2 p) 1—-X2"’

3 _
ja que, d’una banda, <> = 3% (mod p) i, de I'altra, els polinomis
p
(1+2X2)" —3" i1— X% sén divisibles pel polinomi 1 — X2. A
més a més, el quocient

p—1

(142X —3%
1- X2

és un polinomi de grau p — 3, de manera que el polinomi

(1+2x2)%% — 3%
1— X2

(1—X?)

no té monomis de grau p — 1; com que

1— X2
Ty =LA X X

obtenim que per al coeficient del monomi de grau p — 1 del polinomi
3} 1 - X%
p) 1—X?2

a1 = (2) = (-1 (mod p)

se satisfa la congruencia

com calia veure. OJ

A partir d’aquest resultat, no és gaire complicat demostrar el
teorema 4.3.14 per al polinomi Gp,_1(j); ho fem en la forma segiient.
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4.3.17 Proposicié. Sigui p > 5 un nombre primer. Els coeficients
de Gp—1(j) son nombres racionals p-enters i se satisfa la congruéncia

Gpr(j) = Hya(j) (mod p).

DEMOSTRACIO. Recordem que Hp_l(E4, E6) i Gp_l(E4, Eﬁ) son
els coeficients de XP~1 en el polinomi (1— 3E4X4+2E6X6)pz;1 ienla

21
serie (1 — 3F;X* 4+ 2E6X%)2 |, respectivament. Ara bé, com a séries

de Z[1/2][E4, Eg][[X]], se satisfa que

(1 - 3B, X" + 2B X%) "z
(1—3E,X* +2EsX6) 7

= (1 —3E;X*+2E;X%)2
=1+ 0(X?) (mod p),

perque la serie (1+7) 2 t6 els seus coeficients en Z[1/2] i els coeficients
dels termes de grau k, 1 < k < p — 1, sén divisibles per p.

En conseqiiencia, les dues series
(1 - 3B X4+ 2B:X%) ", (1 —3E,X*+2E.X%)%

tenen, modul p, el mateix coeficient de XP~1; és a dir, se satisfa la con-
gruencia Hp—l(f?4, Es) = Gl,_l(E4, Es) (mod p) i, per tant, se satisfa
la congruencia G,—1(j) = Hp—1(j) (mod p) que calia provar. O

La demostracié del teorema 4.3.14 per al polinomi Ep_l( j) s’obté
en el resultat segiient.

4.3.18 Proposicié. Sigui p > 5 un nombre primer i posem p —1 =
12m +46 + 62, amb m > 0, § € {0,1}, i e € {0,1}. Els coeficients de

E,_1(j) son nombres racionals p-enters i se satisfa la congruéncia

Bpr(j) = (=1)"*°G, 1 () (mod p).

DEMOSTRACIO.  Sigui Eic la corba elliptica associada al tor
C/(Zt + Z), d’invariant j(7), per a la qual podem prendre I’equacié
de Weierstrafl

y? = 2 — 3E,(7)x + 2Es(7).
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Aquesta corba admet la parametritzacié analitica z = P(u), y =
—1
D(P,u), on

2

127/2B
2 n -2
Pu) :=u"*— E nn = 9)] 2)!En(7')u"
n>4, parell

és una renormalitzacio de la funcié p de Weierstraf a fi que els coe-
ficients siguin racionals.

Per a tot nombre enter parell £ > 4, la definicié6 de la forma
modular G (7) s’ha fet de manera que

dX

Gi(r) =R ’
K(7) = Res V1= 3B, (1) X" + 2Fg(1) X0

El canvi de variable X = P(u)~'/2 = u + - -- proporciona la igualtat
Gr(7) = Resy—o P(u)%du, de manera que tenim

Gr(7) = Res P(u)%du

0
k£l
2
12"/2B,, . du
=Res(1- > )Ll Ukl
n>4,parell
k1
2
12"/2B
— : k _ n n
= coeficient de u” en |1 Z o 2)!En(7')u
n>4,parell

Calculem, per a k = p — 1, la reduccié modul p del coeficient de uP~!
de la serie

b

2

127/2B
1-— Z ————E,(T)u" :

— 2!
n>4,parell n(n 2)
o sigui, de la serie
'
p— p—1
127/2B, 125 B,
1-— ——F n_ = " TP @ p—1
L L ey T L

n=4,parell
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serie que admet 'expressié

L) (- & e

r>0 n=4,parell

12" B, 2\
BRI T AL B

—1
Per a r > pT, tots els termes de la poténcia r-esima del

parentesi contenen una potencia de u d’exponent més gran que p — 1;
Aix0 permet limitar-nos a una suma finita.

El sumand que correspon a 7 = 0 és 1, i no hi ha termes en v~
Per a r = 1, el coeficient de uP~! és exactament

"W -3

p
on ja s’ha inclos el nombre (2> Ara, el teorema de Clausen-von
T

po,1
(p—1)!

po,1

(p—1)! !

Staudt ens diu que el nombre és p-enter i que

(mod p), per tant,
12°2 pB,_ - 12
— P PPpl 9t = () = (3> = (—1)6+5 (mod p),
2(p—1)(p—3)! p p

i la reducci6 modul p del coeficient de uP~! per al sumand que corres-
ponar=14és (—1)°FE, (7).

B
Finalment, observem que per an < p—1, el nombre —7 és p-enter
n

(de nou, teorema de Clausen-von Staudt) i que, per tant,'

B,E,(t) B, 2 y
n! Tl (n—1)! Zon_l(u)q

v>1

és un polinomi en Ey4(T), Eg(T) de coeficients p-enters. En particular,

té sentit la seva reduccié modul pi, peral <r < P , el coeficient
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de uP~! coincideix amb el de

r
P 2 1272
2 — -2 n n
(r) Z n(n — 2)!En(7)u ’
n=4,parell

P
que porta incorporat el factor <7%) =0 (mod p). Doncs, per al coe-

ficient de uP~! modul p és
Gp-1(7) = (=1)°"E,_1(7) (mod p),
com calia veure. J

Per a acabar la demostracié del teorema 4.3.14, només resta el
cas del polinomi F},_1. S’obté en el resultat segtient.

4.3.19 Proposicié. Sigui p > 5 un nombre primer. Els coeficients
de F,_1(j) son nombres racionals p-enters i se satisfa la congruéncia

Fy-1(j) = Ep1(j)  (mod p).

DEMOSTRACIO. Recordem que Fj,_1(7) s’ha definit com 1'inica,
llevat el producte per una constant, forma modular de pes p — 1 del
nucli de I'operador lineal ¥)19,_1 —kp—1F4. Dit d’una altra manera,
F,_1 és I"inic, llevat del producte per una constant, polinomi isobaric
de pes p — 1 en Ej, Eg, anullat per 'operador ¥,119p-1 — kp—1E;.
Notem que, aqui, I'operador no és un endomorfisme, perque trans-
forma polinomis isobarics de pes p — 1 en polinomis isobarics de pes
p+ 3.

Considerem l’espai de formes modulars de pes p — 1 modul p; és
a dir, I'espai dels polinomis en Fy4, Eg i coeficients en F,, que sén
reduccié modul p de formes modulars de pes p — 1 i coeficients p-
enters. Els valors propis kp—1-12;, 0 <17 < ﬁ, de £ 119p+119p_1 sén
p-enters i diferents modul p. Per tant, la caracteritzacié de Fj,_1 que
hem donat resta valida modul p.

Com que E,_1(q) = 1 (mod p) (de nou, el teorema de Clausen-
von Staudt), la constant 1 és una forma modular de pes p — 1 modul
p; a més a més, anulla la reduccié modul p de 'operador

(p—1)

(ﬁp-i-lﬁp—l - "ip—lE4)f = f” - %DEZJC/ + b 12 Eéf,
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d d,
on f/(1) = 253;)7 = qu; Per tant, Fj,_; i E,_1 sén proporcionals

modul p. I com que hem definit F},_1 de manera que el terme constant
del desenvolupament de Fourier de Fj,_1(7) és

o (5) =1 modp)

m

obtenim que F,_1(j) = E,_1(j) (mod p), com calia veure. [J

4.4 Els polinomis ortogonals d’Atkin

En larticle [K-Z] es fa una descripcié, deguda originalment a Atkin
pero no publicada, dels polinomis supersingulars. Comencem per un
repas de polinomis ortogonals.

Donat un cos qualsevol K, considerem V := K[X] com a K-espai
vectorial, una forma lineal ¢ : V — K, i el producte escalar en V'

donat per (f,g) := ¢(fg).

4.4.1 Lema. (Metode de Gram-Schmidt aplicat a la base {X"},>0)
La successio de polinomis donada recursivament per

1 n
mmzﬂ—zgﬁgmu>

m=0

3

proporciona una base ortogonal de polinomis monics P,, de grau n,
sempre que per a tot n > 0 sigui (P, P,) # 0. O

4.4.2 Observacié. Si K és un subcos de R i la forma lineal ¢ és
donada en la forma

b
Mﬁ:/fuwwmx

per a certs nombres reals a < b i alguna funcié w(X) positiva en
I'interval obert (a,b), la condicié de no-degeneracié del producte es-
calar se satisfa automaticament; és a dir, (f, f) > 0, per a tot f € V,

f#0.
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En [K-Z] es proporciona una altra manera general de caracteritzar
i calcular els polinomis P, (X), sempre que sigui (P, P,,) # 0, per a
tot n > 0; en particular, quan el producte escalar és definit positiu.

4.4.3 Proposicié. Siguin K un cos, V = K[X], ¢ : V — K
una forma lineal, i posem (f,g) = ¢(fg) per al producte escalar
definit per ¢. Suposem que per a tot n > 0 és (P,(X), Py(X)) # 0
i considerem la base de polinomis ortogonals { Py (X)}n>0 obtinguda
pel metode de Gram-Schmidt. Definim

(Pu(X), Pr(X))
(Pr1(X), Po1(X))

Llavors,
(a) Per als polinomis P,(X) se satisfan relacions de recurréncia de
la forma

Poi1(X) = (X — ap)Po(X) = by Po1(X), an€ K, n>1,

amb X
Px)=x - 2% 9
o(1) 90
(b) Per a la successio {Qn(X)}n>0 definida per aquesta relacid, pero
a partir de Qo(X) =0, Q1(X) = go = ¢(1), se satisfa que

Qn(X)
Pa(X)

=O(X)+OX " Y e K[[X7')], on ®(X):=) goX "\
n>0

Aquesta propietat caracteritza univocament els polinomis P, (X) i
Qn(X), si imposem, a més a més, que els polinomis P, (X) siguin
monics i de grau n.

(¢) Definim nombres A, € K per l'expressio

(426) gt grtga’ o= T e K[l
1—

1— )\2$
1—--.

Llavors, tots els A\, son no nuls 4

Ap = >\2n + )\2n+1; bn - )\271—1)\2717 n > 1.
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DEMOSTRACIO. (a) Com que els polinomis P, (X) sén monics i
de grau n, existeixen constants a, , € K, 0 < m < n, tals que

XPn(X) = Pn+1(X) —i—anmPn(X) +an7n_1Pn_1(X) +-. .- +an,0P0(X).
Per a 0 < m < n — 1, podem calcular els productes escalars
an,m(Pm(X)’Pm(X)) = (XPo(X), Pn(X)) = (Po(X), X P (X)),

la segona igualtat perque el producte escalar només depen del pro-
ducte dels polinomis, i la primera perque els polinomis P, (X) sén
ortogonals. Ara bé, de nou per l'ortogonalitat dels P,(X), obtenim
que

(Po(X),XPn(X)) =0, pera0<m<n-—2,
(Pn(X)vXPn—l(X)):(Pn(X)vpn(X))a peram=n—1.
Com que, per a tot m > 0, és (P, (X), Pn(X)) # 0, obtenim que

0, si0<m<n-—2,

=b,, sim=n-—1,
(Pn—l(X)aPn—l(X))

d’on s’obté la igualtat
XPp(X) = Pri1(X) + annPr(X) + by P11 (X),
equivalent a la demanada amb a, := @y .

(b) Definim ®(X) := » g, X *' € K[[X")]. Llavors, per a un

k>0
n

polinomi qualsevol de grau n, f(X) = Z emX™ € K[X], ¢ € K,
m=0

el producte f(X)®(X) € K((X1)), que és la suma d’un polinomi de

grau n—1 en X i una serie de poténcies de X ! sense terme constant,

es pot escriure com a serie de Laurent de X! en la forma

f(X)(I)(X) = Z Zcmgkaikil = Z (Z Cmngrk) X kL

m=0 k>0 E>—n \m=0

Com que, a més a més,

(L, F(X) = &(f(X)) = D cmgms
m=0
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el producte escalar (1, f(X)) coincideix amb el coeficient de X ~! en la
serie f(X)®(X). I, més generalment, per a dos polinomis qualssevol
f(X),9(X) € K[X], el producte escalar (g(X), f(X)) coincideix amb
el coeficient de X! en la serie f(X)g(X)®(X).

Si apliquem aixo al polinomi f(X) = P,(X) i tenim en compte
lortogonalitat de P,,(X) amb tots els monomis de grau menor que n,
g(X)=X™ 0<m <n— 1, obtenim que el coeficient de X ™1 en
el producte P,(X)®(X) s’anulla; és a dir, hi ha una igualtat de la
forma

Pn<X)(I)(X) - Qn(X) + O(X_n_1>v

per a algun polinomi @, (X) € K[X], de grau n — 1. Reciprocament,
una igualtat com aquesta per a certes families de polinomis P, (X),
Qn(X) de graus n i n—1, ens indica que el producte escalar de P, (X)
amb qualsevol polinomi de grau menor que n és nul, de manera que els
polinomis P, (X) sén ortogonals i de grau n; per tant, si sén monics,
son els polinomis ortogonals obtinguts pel metode de Gram-Schmidt.
Dit d’una altra manera, els polinomis P, (X) sén els tnics polinomis
monics i de grau n per als quals existeix una familia de polinomis de
grau n — 1, Q,(X), tals que

Py(X)®(X) = Qu(X) +O(X ")
0, equivalentment,

Qn(X)

Px) = B(X)+O(X 2 hy.

Finalment, aquesta propietat, juntament amb el fet que per als
polinomis P, (X) se satisfa la relacié de recurréencia de (a), permet
calcular

Qn+1(X) = (X = an)Qn(X) + 0, Qn-1(X) =
(Pn+1(X) — (X —an) Pp(X) + annfl(X))(I)(X)‘i‘O(X_n) =
OX™");

perd Qni1(X) — (X — an)Qn(X) 4+ b,Qn—1(X) és un polinomi, de
manera que Qn4+1(X) — (X — an)Qn(X) + 0,Qn-1(X) = 0 i, en
conseqiiéncia, per als polinomis @, (X) se satisfan les mateixes rela-
cions de recurréncia que per als P,(X), només que, ara, a partir de

Qo(X) =0, Q1(X) = go = ¢(1).
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(c) Modifiquem l'espai vectorial V' = K[X] i considerem V* := K[Y],
amb producte escalar (f(X),g(X)) := ¥(f(X)g(X)), on la forma
lineal 1 es defineix per ¥ (X?™+1) = 0, per a n = 2m + 1, senar, i
PY(X?™) := g, per an = 2m, parell. Notem que, amb la identificacié
X =Y?2, V és el subespai vectorial de V* format pels polinomis en
Y2, és a dir, pels polinomis parells.

En particular, per a V*, podem considerar, com abans, la base de
polinomis ortogonals P} (Y") obtinguda pel metode de Gram-Schmidt
a partir de la base Y. De la definicié del producte escalar, és obvi
que els monomis de grau senar sén ortogonals als monomis de grau
parell; per tant, per induccid, obtenim que els polinomis Py, (Y) sén
polinomis parells (és a dir, polinomis en Y?) i els polinomis P, 1Y)
s6n polinomis senars (és a dir, productes de Y per polinomis en Y?).

Ara, per als polinomis P} (Y) se satisfan les propietats analogues
a les (a) i (b) anteriors; pero el fet que els polinomis siguin alternati-
vament parells i senars obliga que la recursié de (a) sigui de la forma
més senzilla

(4.27) Pon(Y) =YPI(Y) = Ay (Y),

(P (Y), Py (Y))
(P (Y), Py (Y))
Els polinomis @ (Y), obtinguts igual que en (b), sén de paritat oposa-
da a la paritat dels P}(Y), perque sén de grau una unitat inferior i
per a ells se satisfa la mateixa recursié que per als P} (Y),

(4.28) Qn1(Y) =YQu(Y) = M@y 1 (V).

Qn(Y)
bi(Y)

n

per a certs elements ay, =010, = A\, = € K*.

son les millors

I, també com en (b), les funcions racionals

aproximacions a la serie E gkY_Qk_l, en el sentit que
k>0

— ngy—2k—1 + O(Y_2n_1),
k>0

Per induccid, s’obté la féormula matricial

S i) R R A R

n
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de la qual, per un calcul estandard (cf. 4.4.4, més avall), s’obté
I’expressié

goY ! _ Q)
1 A Y2 Pr(Y)
XY 2
172
1=\ Y2
Com que
RY) g9 o In 1
pry) "y Tys Ty TG,
si multipliquem per Y, posem z := Y2, i fem tendir n a infinit,

obtenim 'expressié en fraccié continuada (4.26) que voliem.

Per a acabar la prova, notem que la recurrencia (4.27) que satisfan
)
els polinomis P} (Y') es transforma en dues recurréncies idéntiques

;+2(Y) = (Y2 — An — )‘n—&-l)Prt(Y) - /\n/\n—1P;72(Y)v

una entre els termes parells, i l'altra entre els termes senars, que
només depenen dels primers dos termes, cadascuna. Com que amb la
identificacié de V com a subespai de V* donada per X = Y2, tenim
que P3 (Y) = P,(X), les relacions desitjades entre les constants A,
an 1 b, s’obtenen en comparar la relacié de recurrencia per als Py, (Y)
i la relacié de recurréncia per als P,(X) de (a). O

4.4.4 Observacio. El calcul, que ni es detalla ni del qual no hi ha
cap referencia en [K-Z], es pot fer de la manera segiient. A partir
d’una igualtat matricial sobre K (Y") de la forma

SRR K il

10 v —XC —\Y 2

B Ye+o 1+Y1§

tenim que

v

per induccid, per al producte

an  Bn o Y 1 Y 1
S B R
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obtenim que

ﬂn 1_ )\2Y72 ’
Ll =AY 2

de manera que, per ser

() QZ(Y)] _ [go o] [an ﬁn],

Fona(Y) Pi(Y) Y o1 [ On

obtenim finalment la igualtat

QYY)  goBn g¥V ' goY 1 -
* = = = -2 :
PiY)  YPutdn | yadn L %
Bn 1_ )\QY_2
1=\ Y 2

A partir d’aquestes consideracions generals sobre els polinomis
ortogonals, en [K-Z] es donen fins a quatre descripcions d’un producte
escalar que els autors atribueixen a Atkin. Comencem per la definicié.

4.4.5 Definicié. Considerem ’espai vectorial V' = C[j] dels polino-
mis en una indeterminada j i de coeficients complexos. Si pensem j
com l'invariant modular,

G(r) =q '+ 744 4196884g + -, g =q(1) = >,

podem identificar V' amb ’espai vectorial de les funcions complexes
que sén holomorfes en H, invariants per a l'accié6 de PSL(2,7Z), i
meromorfes en oo (és a dir, amb un creixement en co com a maxim
com ¢~, per a algun nombre N > 0). Ara, en lloc de ¢(7) := ™"
podem prendre j(7)~! o bé

I

A(T) =q—24¢*> +252¢° + - -

com a parametre local d’uniformitzacié en oo per a la superficie de
Riemann I'\(HUQU{oo}). El producte escalar d’Atkin (f, g), de dos
elements f, g € V, es pot definir com el terme constant del desenvolu-
pament de f(7)g(7) com a série de Laurent de A(7). I els polinomis
ortogonals d’Atkin sén els polinomis ortogonals que corresponen al
producte escalar d’Atkin. Els denotarem per A, (j), n > 0.
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4.4.6 Proposicié. FEl producte escalar d’Atkin admet les quatre defi-
nicions equivalents segiients:
(a) (f,g) = terme constant de fg com a série de Laurent de A;

EsE
(b) (f,g) = terme constant de fg 12? 4
6

com a serie de Laurent
de jfl;
(c) (f,g) = terme constant de fgE> com a série de Laurent de q;

(d) i
(f,9) = i/f f(ew)g(ew)da.

A més a més, el producte escalar restringit a Vg = R[j] és definit
positiu.

DEMOSTRACIO. De les férmules (4.23), (4.15) i (4.21) s’obté im-
mediatament la igualtat de formes diferencials

dg(r) _ Ea(r)Ea(r) dj(r)
a(7) Eo(r)  j(7)
_ By(r)Ba(r) di~(r)
T BmD 0

de manera que el calcul dels residus permet relacionar les tres primeres
férmules immediatament i obtenir la seva equivalencia. En efecte,
el terme constant del desenvolupament d’una funcié qualsevol h(7)
expressada com a serie de Laurent d’'un parametre uniformitzador
qualsevol 6(7) coincideix amb el coeficient de 6! en el desenvolupa-

dA(T)
A(r)

= 2miEy(T)dT = Ea(T)

(4.30)

ment de la funcié (5ET) en seérie de Laurent de 6(7); és a dir, amb
T
: . h(7) - :
el residu en 06 = 0 de la funcié 5(r)’ o sigui, amb el residu de la
T
h(7)

forma diferencial dé. Ara, les igualtats (4.30) entre les formes

a(7)
diferencials associades als parametres uniformitzadors A(7), ¢(7) i
§71(7) demostren immediatament I'equivaléncia de les férmules (a),

(b) i (c).

Per a la férmula (d), en [K-Z] es fa servir la férmula dels residus; és

A
a dir, s’integra la forma diferencial M = f(r)g(7)Ea(7)dr
21 A(T)

en el domini fonamental usual per a PSL(2,Z), truncat a una certa
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altura a > 1; aix0 és, en el domini format pels punts 7 = x + yi € H

1 1
tals que z2 + 12 > 1, —3 <z < 2 iy < a. Vegem-ne els detalls.

Per (c), el producte escalar (f(7), g(7)) coincideix amb la integral
de la forma diferencial f(7)g(7)Es(7)dT sobre laresta superior del
domini recorreguda en el sentit creixent de x. En efecte, si escrivim

Fg(MEa(r) =0 Y cng(n)" = Y cn®™,

n>>—0o0 n>>-—oo

tenim que (f(7),g(7)) = co; d’altra banda, en I’aresta superior, y = a,
és T =z + ai i dr = dx; per tant,

/ f(z + ai)g(z + ai) Ex(z + ai)dx = Z Cn/ e2min(z+ai) ..
y=a

n>>—00 Yy=a
x=1/2 ]
_ Z Cne—Qﬂna/ 627rzna;dx = cp,
n>>-—00 r=-1/2

perque

/m—1/2 Jamine {0, sin # 0,
x

=—1/2 1, sin=0.

Com que la funcié f(7)g(7)E2(7) és holomorfa en el semipla superior,
la seva integral sobre la vora del domini truncat s’anulla; i com que
és periodica de periode 1, les integrals sobre les arestes verticals del
domini truncat, que es recorren en sentits contraris, sumen zero. Per
tant, obtenim que el producte escalar (f(7),g(7)) = co coincideix
amb la integral de f(7)g(7)Es(7)dr sobre I'arc 7 = €%, recorregut en

2
sentit decreixent de 6 des de 0 = % fins a § = g; és a dir,

o=2m/6 , o
o :/ f(e?)g(e?)Ey(e?)ie dp.
0=2m/3

Ara bé, el canvi de 7 per — en la meitat esquerra de l'arc, o sigui,
T

) 4 27 27

de € per —e= per a 0 decreixent des de — fins a i (aixo és 6
es canvia per m — ), proporciona l’altra meitat de ’arc recorreguda
en sentit contrari; d’altra banda, la funcié f(7)g(7) és invariant per

aquest canvi, perque és modular, i la funcié Fy(7) es transforma en
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Ey(—1/7) = TQEQ(T)—F%T (cf. (4.13)); és a dir, Ey(e?) es transforma
7r

. . ) 6 .
en Fy(—e %) = %0y (e?) + —¢¥; per tant, s’obté que
i

—Ey(—e )ie " d(r — 0) = Ea(e?)ie?dh + gde,
T
de manera que
0=27/6 ) 6 6 O=m/2 ) )
== [ s 2do =2 [ p(e (s
9=27/4 ™ T Jo=n/3
com calia veure.

Resta veure que la restriccié del producte escalar a R[j] és un
producte escalar definit positiu; pero aixo es dedueix immediatament

de (d), perque per a % <0< g és j(e) € R (i, a més a més,
0 < j(e') < 1728), de manera que per a qualsevol polinomi no nul
de coeficients reals, f(j) € R[j], és f(j(€?))? > 0 i, en conseqiiencia,

w/2 )
/ f(j(e))2do > 0.0
w/3

4.4.7 Observacié. En [K-Z] encara es déna una altra férmula per
al calcul del producte escalar d’Atkin. De fet, no es tracta d’una
férmula essencialment diferent, perque només és conseqiiencia d’un
canvi de variable a partir de la férmula de (d) de la proposicié 4.4.6.
Concretament,

1728
(o) = [ r@eteG)d.  wl) = 200),

on 6 : [0,1728] — [n/3,7/2] és la inversa de la funcié creixent
0 — j(e?).

Dels resultats generals de més amunt i de la descripcié del pro-
ducte escalar d’Atkin s’obté immediatament el resultat segiient.

4.4.8 Corollari. (a) Existeix una familia de polinomis A, (j) € C[j],
n > 0, unica tal que els polinomis son monics, de grau n, i ortogonals
per al producte escalar d’Atkin.
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(b) El producte escalar de dos monomis j™ i j™ és (7,7™) = Gntm.,

on gn és el coeficient de j(7)"""1 en la série
Ey(1)Ea(7) 2 5 1 720
O(7) = "~ =q—24¢" +196812¢° - - - = —— + - 4
(7) Eg(1)j(7) i(r)  j(r)?

(¢c) Els polinomis A, (j) son els denominadors de les millors aproxi-
macions per funcions racionals de la série ®(j(7)).

(d) Per als polinomis A,(j) se satisfan relacions de recursié de la
forma

Ans1(j) = (5 — Qan + A2n41)) An(f) — Aan—1 20 An—1(J),

on els nombres X\, son racionals i positius i definits per [’expressio en
fraccié continuada de ®(5) respecte de j=1. O

4.4.9 Observacié. Es poden calcular explicitament els primers coe-
ficients; en [K-Z] es donen els valors

go=1, g1 =720, go=911520, g5= 1301011200,
g4 = 1958042030400,

i els valors
2001
g

Analogament, els polinomis A4,(j) es poden trobar pel métode de
Gram-Schmidt; en [K-Z] es donen els exemples

Ao(j) =
A1(j) =4 — 7120,
As(j) = ] — 164075 + 269280,

) =

) =
A3(j) = 7 Lim 2 1 1526958] — 107765856,
Aq(j) =

i els autors comenten que els seus coeficients sén racionals i, per a
nombres primers p > 2n, sén p-enters (cf. el teorema 4.5.1, (a), més
avall). Aixo justifica que, si posem ny, := deg(ssp( ), llavors el poli-
nomi A, (j) es pugui reduir modul p, perque n,, és, aproximadament,

AL =720, Ao =546, A3 =374, I =475, A=

74 — 338453 + 352855252 — 11332636805 + 44184000960,

P i, per tant, menor que ]3
12 2
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Aquests resultats previs permeten enunciar els dos resultats se-
glients, dels quals en [K-Z] es diu que foren descoberts, perd no publi-
cats, per Atkin.

4.4.10 Teorema. Sigui p un nombre primer. Aleshores,
ssp(j) = An,(j) (mod p).

4.4.11 Teorema. FEuxisteix una forma lineal ¢ : V — C, unica lle-
vat d’un maultiple escalar, per a la qual tots els operadors de Hecke
T, : V — V son autoadjunts respecte del producte escalar (f,g) :=
o(fg). Aquest producte escalar és, llevat del canvi de ¢ per un
maultiple escalar, el producte escalar d’Atkin.

4.4.12 Observacié. Elteorema 4.3.14 proporciona, per a cada nom-
bre primer p > 5, un polinomi (de fet, quatre polinomis) f() de
coeficients p-enters tals que ss,(j) = j%(j — 1728)° f(j) (mod p). En
particular, el grau del polinomi j°(j —1728)¢ f depén separadament de
m, 0,ie (onp—1=12m+45+ 6¢). En canvi, en el teorema 4.4.10,
el grau del polinomi només depén de n = m+J§+¢ i, en conseqiiéncia,
serveix per a tots els nombres primers p que proporcionen el mateix
valor de n. Per exemple, per als nombres primers p = 23, 29, 31 i
37, és n = 3, de manera que els corresponents polinomis ssp(j) sén
la reduccié modul p del mateix polinomi d’Atkin,

12576
As(j)==j3<—‘4i§—f'2%—1526958j——107765856

A continuacié, presentem la demostracié del teorema 4.4.11 que
hi ha en [K-Z].

DEMOSTRACIO. Lluny de limitar-se a treballar en V' = C[j], en
[K-Z] els seus autors escriuen Vy := V, defineixen Vj com l’espai
de les funcions holomorfes en H que es transformen com si fossin
formes modulars de pes k i que tenen creixement en co com a maxim
exponencial, i consideren 1’algebra graduada C[Ey, Fg, A~!] de la qual
Vi és el subespai de grau k. Aqui, k és un nombre enter arbitrari,
positiu o negatiu, de manera que també treballen amb pesos negatius.
Notem que, encara que no hi ha formes modulars de pes 2, és a dir,
que My = (0), lespai V5 és no nul; per exemple, conté el quocient
E2FEg

A

#£ 0; de fet, V5 és I'espai de les derivades dels elements de V.
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A continuacid, es defineixen operadors de Hecke: per a tot nombre
enter k i tot nombre enter n > 0, els operadors de Hecke T;, en V},
son donats per la féormula

1 at +0b
Wt =t Y (),

a beF\M
c d "

on M,, és el conjunt de les matrius de M(2,Z) de determinant n > 0,
f € Vi és un element qualsevol, i I' := SL(2,Z). En [K-Z] es diu que
aquesta normalitzacié només coincideix amb l'estandard quan k = 2,
pero que és més convenient per a estudiar alhora pesos positius i pesos
negatius. Aquesta féormula només té sentit per a funcions f € Vi,

ct+d
seria independent del representant elegit en T'\M,,.” Per a evitar
aquest problema, es defineixen uns “operadors de Hecke en infinit”,
T2°, per la féormula

FRT) ) =2 3 3 d—’ff(‘”j”);

ad =n b mod d
a,d >0

b
“perque, si f no fos modular, 'expressié (cr + d)~%f ( at + ) o

aquesta formula té sentit per a qualsevol funcié 1-periodica f i coin-
- . . . b n
cideix amb [T, si f € Vi, perque les matrius [8 d] ,0<b<d=—,
a

formen un sistema de representants de I'\ M,,.

Amb aquests previs, encara es defineix el residu en co d’una funcié
F', holomorfa en H i 1-periodica, com

Res(F) := residu en oo de 2miF'(7)dT,

o sigui, com el terme constant del desenvolupament de F(7) com a
serie de Laurent en ¢, i es proven les férmules

Res((fx75%) - h) = Res(f - (hlasT32)),  f.h € C((a),

(9E2)|2T° = (gloTn) - B2 (mod Va), g W.
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Per a la primera, s’observa que els operadors en infinit 7>° actuen
sobre les series de Fourier per la férmula

<Z Arqr) |kT7(L>o _ nk/2 Z dl_kZArdqary

ad=n T

de manera que, per a
f = ZATqT’ h =: ZBSQS’
T S
es pot escriure

Res ((fe720)0) = 72 3 3" d* 44, B oy

ad=n T
— nlfk/Z § : a*lJrk Z BasA—ds
ad=n s

= Res (f(hl2-sT77))-

Per a la segona, es comenga per escriure la llei de transformacié (4.13)
en la forma equivalent

3 .
EQ(T):EE(T)+7T7y’ T:$+yla %KJER

on la funcié (no holomorfa) E3(7) es transforma com una forma
modular de pes 2. Llavors, es considera 'espai V5 de les funcions (no
necessariament holomorfes) que es transformen com si fossin formes
modulars de pes 2, s’observa que V'V;" C V5, i es nota que 'operador
|27, també actua en l'espai V5'; aixo permet escriure la igualtat

3 _ _
(9E2) 2T, = (9loTn) B2 = —((9y DI2Te° = (gloTu)y™")  (mod V5)

que, juntament amb el fet que

((gy LT = Y %g <aTczr b> I (aT; b)—l

ad=n
b (mod d)

=y~ (gloTn)(7),
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igualtat que assegura que la dreta de la congrueéncia s’anulla, ens diu
que (gE2)[2T5° — (g9]oTn)E2 € Va, ja que és una funcié holomorfa.

Amb aquestes formules provades, i juntament amb la descripcié
(c) del producte escalar de la proposicié 4.4.6 i els fets que V'Va C V5 i
que Resy s’anulla en Vo, s’obté la formula d’adjuncié per al producte
escalar d’Atkin de la manera segiient:

(floTn, 9) = Res ((floT3°) - g - E)
= Res (f - (9B2)2T7°)
= Res (f - (gloTn) - E2)
= (f,9loTh), f,geV.

Per a veure la unicitat, en [K-Z] es diu que si & : V. — C és
un operador lineal qualsevol per al qual se satisfa la conclusié del
teorema, llavors els polinomis

hn:]‘OTnl_]HOTny n>2,
W= 3%0Te -5 — 5 - jlo Ty
pertanyen al nucli de ® i generen un subespai de codimensi6 1 de V,

ja que h, és de grau n i h* no és combinacié lineal dels h,,. Per tant,
® és determinat llevat d’un factor escalar, com calia veure. [

4.4.13 Observacio. Encara s’afirma que es pot provar de la mateixa
manera la férmula d’adjuncié més general

(f’kTTL?g) = (f’g‘—k’Tn)a f € Vk: g e V—kH

on l'aparellament (, ): Vi ® V_ — C és definit per

(/,9) = Res(fgF).

Tot aix0 permet donar una demostracié “modular” del teorema
4.4.10; a la secci6 segiient en donarem una altra, “hipergeometrica”.

DEMOSTRACIO. En primer lloc, recordem que disposem dels
polinomis ortogonals d’Atkin, A, (j), i que les seves propietats es-
tan resumides en el corollari 4.4.8. En particular, per a n = 1 és
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Ai(j) = j — 720, de manera que, per a p = 2 i per a p = 3, és
ssp(j) =3 =7 —720 = A1(j) (mod p), i el teorema és demostrat per
a aquests dos valors de p.

Sigui, doncs, p > 5 un nombre primer. Per als desenvolupaments
en series de potencies de ¢ de les series d’Eisenstein se satisfan les
congruencies

Ey1(¢) =1 (modp),  Epti1(q) = Ea(q) (mod p);

la primera, ja que el teorema de Clausen-von Staudt permet dir que
p—1

By 1

=0 (mod p), i la segona en virtut de les congruencies de Kum-

B B 1
pHl _ 22 (mod p)

mer que, en particular, ens diuen que = =
4 P ’ e 2 12

(ct. [8]).

Com que podem substituir el parametre uniformitzador g pel
parametre uniformitzador j~! o bé a la inversa, tenim un isomorfisme
Zipllal] = Zyy[[57"]], entre els anells de séries de coeficients nombres
racionals p-enters; en reduir modul p, obtenim les congruéncies, ara

com a series de potencies de j71,

E, 1 =1 (mod p), E,11 =E; (modp).

E>(H)E
Aix0 permet canviar, modul p, la funcié racional ®(j) = M
B E6(4)J
per la funcié modular Lzl, que, per ésser de pes 0, també és una
Ep—lEﬁj

funcié racional de j; és a dir, obtenim la congruencia

B(j) Ea()Esy) _ Epri()Ea() (mod p).
E(5)3 Ep1(3)E6(5)J
Ara, la idea és que aquesta funcié racional és una aproximacié per-
fecta de si mateixa, de manera que és la millor possible i, en con-
seqiiencia, el seu denominador hauria d’ésser la reduccié modul p del
polinomi d’Atkin corresponent. Pero cal precisar els detalls d’aquest
argument.

Podem escriure el pes p — 1 en la forma p — 1 = 12m + 46 + 6¢,

amb m = [1%],

5— 0, sip=1 (mod 3), o 0, sip=1 (mod 4),
)1, sip=2 (mod 3), )1, sip=3 (mod 4).
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Llavors, tenim que p+1=12(m+J+c—1)+4(2(1 —9)) +6(1 —¢),
onm+d+e—1,2(1—-90),11—¢, respectivament, sén els nombres m,
0 i € que corresponen al pes p + 1. En virtut de la proposicié 4.3.3,
obtenim les igualtats

Ep1 = A"EJESE, 1, Epp = AU E

que permeten calcular la reduccié de ® modul p, com a funcions de
7, en la forma

_ E3By _ EppEy ARSI L

P — = - = = mod p
Esj Ey 1Es] j Ega E, 1 ( )
E} E?
i, en tenir en compte que j = K4 ique j— 1728 = K6’ com
B(j) = - p+1(J) _ Epni(h) (mod p),

JO = 1728)°Epa () ssp(J)
la darrera igualtat en virtut del teorema 4.3.14.

Notem que el denominador de la darrera expressié és un polinomi
de grau n, = m+ 0 + ¢ = gr(ss,(j)), mentre que el numerador és
un polinomi de grau m + 9 + ¢ — 1 = n, — 1. Pero, per a tot n i, en
particular, per a n = n,, tenim que

Bn(j)
An(j)

per als polinomis d’Atkin A,,(7) i certs polinomis B,,(j) de grau n—1.
Si convé, i per a n = n,, multipliquem A, (j) i B,(j) per una mateixa
potencia de p a fi que el polinomi A,,(j) sigui de coeficients p-enters i,
alhora, primitiu modul p, i denotem per A, (j), By(j) les reduccions
modul p corresponents; obtenim una congruencia

ny (7)
ny ()

d(j) = +03 ),

Ep+1(j)
Ssp(j)

s/

= d(j) = +0(7"™1)  (mod p),

|

on els polinomis an (4), an (j) € Fplj] sén de grau menor o igual
que n, i que n, — 1, respectivament. En multiplicar aquesta igualtat
pel producte ss,(j)An,(j), obtenim que

B, (7)ssp(j) — An, (1) Ept1() = O(i™")  (mod p)
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i, com que és un polinomi, que

By, (7)s5p(5) — An, (7)) Ep1(7) =0 (mod p).

Ara es tracta de veure que els polinomis E,1(j) (mod p) i ss,(j)
sén primers entre si; aixi tindrem que el polinomi ssp(j) divideix
an (4) i, en conseqiiencia, com que Ay(j) és monic de grau ny,, que
el polinomi A, (j) és de coeficients p-enters i redueix a ss,(j) modul
p, com volem demostrar.

I, per a demostrar que els polinomis E,1(j) (mod p) i ss,(j) sén
primers entre si, n’hi ha prou si demostrem la congruencia

d ssp(j) ssp(J) ssp(J)
85 6
g 0 T s

Epi(j) = —12 (mod p),

sp(J)

s
ja que el polinomi ss,(j) no té arrels miltiples. Notem que §—>*

i 6,88}71(:;;8 sén polinomis, perque si 6 # 0, el polinomi ssp(j) és
j —_—

divisible per j, isi € # 0, ho és per j — 1728 (mod p).
Ara bé, de la definici6 de 'operador 9,_1 i de les congrueéncies
E,1=1 (mod p) i Epp1 = E> (mod p), tenim que

d
1219p_1Ep_1 = 12qd7qu_1 — (p — 1)E2Ep_1 = E2 = Ep+1 (mod p),

de manera que el polinomi Ep+1( /) és, modul p, el polinomi associat
a la forma modular 129,_1 E,_1 per la proposici6 4.3.3. Si ara tenim
en compte que la forma modular ¥,_1E,_1 és de pes p+ 1, i que
s’escriu en la forma

ﬂp—lEp—l _ Am+6+£_1Ei(1_6)E61_€(ﬂEp—l)N(j)

Y

veiem que cal calcular el polinomi 12(9E,—1)~(j).

A partir de la igualtat F,_1 = AmEngE’p,l, i en tenir en compte
que la familia d’operadors 9 es comporta com una derivacid, tenim
que

Op-1Ep-1 = Vamrasre: (A" ESE) By + A B E§00(Ep—1);
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com que
0 _5_ € _
Drom+asioe (AT EYEG) = —A™ <3Efz 'Egte + §Ei+6E§ 1) )

obtenim que

_ -4 _
ﬁp—lEp—l — _A™mtote 1Ez(1 )Eé €,
5E25—3Eg€ €E25E§E—2 E25—2Eg£—1190 E
A1 IAGte—1 Ad+e—1 p—1

i+ < A 9
3j ' 2(j—1728) EZ2Eg ° Ep-i,

3 E2
en tenir en compte que j = A4 iquej—1728 = K6' Finalment, com
d 4 d. . d  EIE
que Y9 = g— dq d‘; i i d‘; 4A 6, obtenim 'expressié

'lgpflEpfl Am+(5+5 lE 2(1- 5)El € (5( 1728)

0. e L d)p
3 20—1728) " dj) PV

Per tant, i com restava veure,

. S 46 6 12d\ =~
12(0B,1)"(5) = ' —1r2sy (D0 o B g

Jj—1728)  dj
ssp( /) ssp(J) dssy(j)
= —12 d

ja que ss,(j) = j2(j — 1728)°E,_1(j) (mod p). O

4.5 Aspectes hipergeometrics

Els autors de [K-Z] no es conformen amb la descripcié que han donat
dels polinomis ortogonals d’Atkin, i en donen tres més.

Encara que els polinomis d’Atkin es poden obtenir pel metode
de Gram-Schmidt, a partir d’'una férmula recursiva que utilitza tots
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els polinomis anteriors, el corollari 4.4.8 proporciona una férmula
recursiva d’ordre 2 de coeficients polinomis de graus 1 i 0; aquesta
férmula recursiva es pot fer més explicita amb el calcul dels coefi-
cients A\,,. D’altra banda, els polinomis d’Atkin també es poden donar
explicitament, de manera semblant a la férmula de Hasse i Deuring.
I, per a cada n > 0, es pot donar una equacié diferencial d’ordre 4 i
coeficients polinomics I'inic polinomi monic solucié de la qual és el
polinomi d’Atkin A4, (j).

4.5.1 Teorema. Siguin A, (j) els polinomis ortogonals d’Atkin.

(a) (Férmula recursiva) Per a tot n > 2, se satisfa la relacid recursiva
144n* — 29
A )=1(j—24 An(j
(12n — 13)(12n — 7)(12n — 5)(12n + 1)
n(n—1)(2n —1)2

— 36

An-1(j),
definida a partir de

Ao(4) =1, Aq(j) = 7 — 720, Ay(j) = 7% — 16405 + 269280.
(b) (Férmula tancada) Per a tot n >0, Ay (j) és el polinomi

imm i(—l)m <Z__1172n> Qi%l) (” ;112> <” ;1172> j
=0

o 2n —1
m

(¢) (Equacié diferencial) Posem ¢ := 1728 = 123. Per a tot n > 0,
An(7) és Dinic polinomi monic que és solucid de I'equacid diferencial
d’ordre 4

727 = ¢)*(n*j — 144) D*(Ay, j)

+5(j — ¢) (6n?5% — 144(36n* + 7)j + c;)D?’(An,j)
—((2n* — Tn?)j% — 48(72n* — 245n — 30);?

—4¢(240n” + 413)j + 320¢%) D*(An, j)
—((2n* — n?)5% — 24(72n* — 13n* — 12);

+2¢(192n — 107)) D(A,, 5)
+(n®j — 24(18n* — n?)) A, (j)
=0.



96 Cap. 4 Caleul d’invariants j supersingulars

Per a demostrar aquest teorema i donar una segona demostracié
del teorema 4.4.10, hipergeomeétrica, en [K-Z| es comenga per recor-
dar la definicié de les series hipergeometriques de Gauss.

4.5.2 Definicié. S’anomenen series hipergeometriques de Gauss les
series I' = 9 F] definides per

o <L) (o)
F(a,b,c;x) ::Z(zc)(:)x :ém(—x) :

on (a), :==ala+1)---(a+n—1),1c o béés un nombre no enter,
0 bé és un nombre enter positiu. Sén convergents, com a minim, en
el disc x| < 1. Notem que si a 0 b és un nombre enter no positiu,
llavors la serie és, de fet, un polinomi.

4.5.3 Definicié. Els autors de [K-Z] no en tenen prou amb les séries
hipergeometriques i treballen amb series hipergeometriques truncades.
Per a tot n > 0, defineixen quatre polinomis monics Uy, Vrf , 0,
e € {0,1}, les funcions hipergeometriques truncades i amb canvis
de variable, per les férmules

I (g ) = U2+ OG,

i - 1TW)F <172E117j28> = U, (5) +0G™),
G- 1728)"F (g0 o prgs ) = VA6 + O,
i =178 (g b g ) = U2 + 06 )

Aquestes funcions els permeten expressar d’una altra manera, més
adient per als seus proposits, els polinomis A, (7).

4.5.4 Proposicié. Els polinomis A,(j) definits per la relacid de re-
curréncia i les condicions inicials donades en el teorema 4.5.1 (a),



4.5. Aspectes hipergeometrics 97

admeten les expressions segiients en funcid dels polinomis UZ(5), V.2(5):

o () () () e
o (R (LE) ()
= () () () o

= (LR (E) () e

4.5.5 Observacié. Aquestes férmules poden ésser invertides de ma-
nera que, per exemple, es té que

ot = 3w (L) () (s Y et

An(j) =

M+ 11

m

|
NE

m

3

m=

La proposicié 4.5.4 permet provar les relacions de congruencia
modul p entre el polinomi supersingular i les séries hipergeometriques
truncades, de manera que s’obtenen quatre descripcions més del poli-
nomi supersingular.

4.5.6 Proposicié. Siguip > 5 un nombre primer i posem p = 12m—
80 — 6+ 1, ambm >0, §, e € {0,1}. Llavors,

ssp(j) = Us,(j) = V3(j)  (mod p). 0

4.5.7 Observacié. Notem que, aqui, en [K-Z] se surt de la manera
que s’ha usat habitualment per a escriure £k = p —1 = 12m + 44 + 6¢,
i s'usa el fet que —8 = 4, —6 = 6 (mod 12), que pot fer variar els
valors de m i de ¢.

Com a corollari d’aquesta proposicid, s’obté una segona demos-
tracio del teorema 4.4.10. D’altra banda, com a corollari del teorema
4.5.1, obtenen el resultat segiient, que atribueixen a Atkin.
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4.5.8 Proposicié. Es tenen els valors especials segiients:

(A, Ay) = —190n=1 Z1/12)n(5/12)n(7/12)0(13/12)n

(2n — 1)!(2n)! ’
i1 (—=1/12),(5/12),
An(O) — (_12)3 +1( fzn)(l)/! ) ’
1 (—=1/12),(7/12),,
An(1728) = —12° +1 <2n)(1)/! b 0

A continuacié, presentem algunes propietats hipergeometriques
de les formes modulars Fj(7), per a k # 3 (mod 3), i dels seus poli-
nomis associats, Fk(j) Recordem que aquesta forma modular ha
estat definida com 1’inica solucié, normalitzada amb un factor cons-
tant, de I’equaci6 diferencial de segon ordre

k(k+2)

V20 Fy — a4

EF, = 0.

4.5.9 Definicid. Sigui £ > 4 un nombre enter parell, i posem k& =
12m + 49 + 6, amb m > 0, § € {0,1,2}, € € {0,1}. Definim

1—26 1—2¢ kE+1
vy = ——— v = Voo i= ——
0 3 ) 1 2 ) 00 6 )
J
Xo=J:=——, X;:=1-— Xoo i = —1
0 J 1728’ 1 J7 o] )
Yy := E3, Yy = —EZ, Yoo 1= —1728A.

Notem que se satisfan les igualtats
wt+vi+rvee=2m+1, Xo+X1+Xeo=0, Yo+Y+Y,=0.
4.5.10 Teorema. Sigui k > 0, k # 2 (mod 3), un nombre enter
parell, que escrivim en la forma k = 12m+45+6¢, amb §, € € {0,1}.
(a) (Equaci6 diferencial) El polinomi F},(j) és linica solucid polino-
mica normalitzada de 'equacid diferencial d’ordre 2
i(j —1728) D*(F j)
+H((1 = w1)j + (1= w)(j — 1728)) D(Fy, )
+m(m — veo)Fi(j) = 0.
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(b) (Férmules tancades) Sigui o qualsevol permutacié de {0,1,00}.
Se satisfan les igualtats

Fy(j) = (sen(o) - 1728)" (m ‘n”;’(“)) Ty

F|—m,—m+v,q),1—v, IO
) c(0)» o(00)s Xg-(o) )

Fy(r) = sgn(o) ™ Ea(r)’ Eg(r)*-

m
N\ [T = Vs(0) M = Vg (c0) l m—l
>_(=1) < l >< m—1 )Ya<oo>Ya(o>'

=0

(¢) (Relaci6 de recursié) Per als polinomis Fy,(j) i per a k > 12 se
satisfa que:

(m + 1)(m — Vo) (1 = Voo) Fiy12(j)—

1/00((1 + Voo ) (1 — Vo) j—

1728(1 — 1) (vo + 1) + 2m(m — vao)) Fi(j)+
17282(m — 1) (m — 1) (1 + Vo) Fx_12(j) = 0.

(d) (Funcié generadora) Per a tot k > 0, i tot a, sigui G o(T) el
coeficient de X* en la série (1 — 3E4(1)X* + 2E4(7)X®)®. Llavors,

Fi(r) = (~1)m 022 <2m * 5) (é(’“ - 2)> Gy pa(r).0

m m—+ &

4.5.11 Observacié. La part (d) d’aquest teorema permet explicar
per que les formes modulars Fj,_1, G,—1 i Hp_1 del teorema 4.3.14

proporcionen, llevat de factors escalars, un mateix polinomi modul
-1

p. En efecte, sén les especialitzacions de Gp—1, als tres valors -

p—1 .p-3
2 6

, que sén congrus modul p.

4.5.12 Observacié. La férmula tancada per a Fj es pot escriure
com

Fi = Sgn(a)mEiEgHm(l — Vo(c0)) 1- VU(O)a Ya(oo)vyo(()))’
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L rfn+k—1\ (n+1—-1 rxrs
on Hy(k,[,X,Y) = Y (-1) < ) > ( . > XTY* és
r+s=n
essencialment el simbol 3.J (moment angular) de Wigner de la mecanica
quantica i esta relacionat amb el claudator de Cohen de formes mo-
dulars.

No contents amb tot aix0, els autors de [K-Z] defineixen un altre
producte escalar de manera que els polinomis ortogonals per a aquest
producte proporcionen una altra visié del polinomi supersingular.

Considerem Panell W := C[j'/3, (j—1728)"/?] identificat amb I’es-
pai de les funcions holomorfes en H que sén invariants per a l'accid
del subgrup derivat [[',T'] de I' := PSL(2,Z) i que tenen creixement
com a maxim polinomic en ¢ .

Per a tot r € Z/6Z, sigui x" el caracter del grup ciclic I'/[T", T
determinat univocament per x” ([(1) ﬂ (mod [T": F])) = e™/3,

Sigui W = D, 046 W(r) la descomposicié corresponent de W;
o sigui, W(r) és l'espai propi corresponent a x" per a l’accié de T.

Si es determinen 0 i € per la congruencia 2r = 40 + 6¢ (mod 12),
llavors W (r) s’identifica amb 5%/3(j — 1728)5/2C[j].

4.5.13 Definicié. Definim en W un producte escalar per

TS fG)eG)
(ro)= [ . faew

4.5.14 Proposicié. En j%/3(j — 1728)/?R[j] € W (r), aquest pro-
ducte escalar €s definit positiu o definit negatiu, segons que siguic = 0
oe=1. 01

Per tant, obtenim sis families de polinomis monics {f;, }m>0, f
de grau m, tals que els polinomis j/3 (j— 1728)5/ 2fr sén ortogonals
per a aquest producte escalar.

4.5.15 Definici6. Per a cada classe 2r = 4§ 4+ 6 (mod 12), i cada
m > 0, posem

. 172
Fg)(]) = ]mF (_m7 _m+V071 - V0077.8> )
J
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1-20 12m+45+6e+1
3 0 6 '

on vy 1=

4.5.16 Observacié. Si 2r # 2 (mod 3) i k = 12m + 49 + ¢, llavors
jo (j) només és el polinomi Fy(j) renormalitzat a fi que sigui monic.

4.5.17 Teorema. Per a tot r (mod 6) i tot m > 0, se satisfa que

7 = B
4.5.18 Observacié. Llevat del factor 1728, aquest polinomi és essen-
cialment un polinomi de Jacobi. Aquests darrers sén polinomis P,(La’ﬁ )
que generalitzen els polinomis de Txebychev, als quals els correspo-
nen parametres (1/2,1/2) i s’apleguen en quatre tipus (parell i senar,
primera i segona especie) corresponents a la descomposicié en quatre
parts de C[z'/2, (1 — 2)'/?]; els parametres dels polinomis de [K-Z]
sén (1/3,1/2), 1 hi ha 6, en lloc de 4, families.

L’article [K-Z] s’acaba amb algunes consideracions sobre els de-
nominadors dels polinomis d’Atkin i sobre la relacié entre els poli-
nomis supersingulars i el polinomis modulars, que no comentarem
aqui.
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Capitol 5

Funcions periode per a
formes d’ona de Maass

P. BAYER

Introduccio

Aquesta exposicié proporciona una introduccié a I’estudi de les formes
d’ona de Maass i al de les seves funcions periode. Les formes d’ona de
Maass so6n certes funcions de variable complexa, no necessariament
meromorfes, de quadrat integrable, que estan lligades a ’espectre dis-
cret de 'operador de Laplace-Beltrami. La seva definicié generalitza
el concepte de forma automorfa. En el cas no meromorf, pero, se’'n
coneixen pocs exemples explicits.

L’estudi de funcions periode associades a formes de Maass s’ini-
cia amb Lewis [4] i Lewis i Zagier [5]. Tal com fan aquests autors,
tractarem les funcions periode unicament en el cas del grup modular

SL(2,7).

Amb finangament parcial de MTM2006-04895 i MRTN-CT-2006-035495.
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5.1 Introduccié a les formes d’ona de Maass

5.1.1 L’operador de Laplace

L’operador de Laplace es troba en el centre de la teoria classica del
potencial i de la teoria de Hodge. A R"™, 'expressié d’aquest operador
és

Es tracta, doncs, d’'un operador diferencial de segon ordre, que és
el-liptic. Les funcions de variable complexa que anul-len ’operador
de Laplace sén les funcions harmoniques.

L’operador de Laplace es generalitza a espais no euclidians i pot
esdevenir un operador el-liptic o bé un operador hiperbolic. Per exem-
ple, en 'espai-temps de Minkowski, 'operador de Laplace déna lloc
a 'operador de D’Alembert,

L A S o
ox? Oy 022 c?ot?’

que és un operador hiperbolic.

De fet, 'operador de Laplace pot ser definit sobre qualsevol va-
rietat riemanniana o pseudo-riemanniana. En aquests casos, rep el
nom d’operador de Laplace-Beltrami. La seva accio sobre les funcions
diferenciables és donada per

1 0% f .
Af = ; - 991,
! ma(ww oy

on (¢g*) denota la matriu inversa de la matriu g = (g;;) que defineix
la metrica. Se satisfa que

Af = div gradf.

En coordenades locals, 'operador de Laplace-Beltrami s’expressa en
termes del tensor g i dels simbols de Christoffel {FZ}

g [ 0*f of
= g% — Tk
Af=y <8ui ol by ouk ) ‘
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L’operador de Laplace intervé en la modelitzacié de molts feno-
mens fisics. En mecanica ondulatoria és utilitzat per a estudiar la
propagacio de les ones. En termodinamica és emprat per a estudiar
el flux de la calor. En electrostatica déna lloc a les equacions de
Laplace i de Poisson. En mecanica quantica intervé en ’equacié de
Schrodinger.

5.1.2 Formes d’ona de Maass. Conjectura de Selberg.
Llei de Weyl

En el semipla superior complex H, suposem donada la metrica hiper-

bolica,

| dz|
y )

on ds denota l’element d’arc i du, 'element d’area. Ambdos elements

s6n invariants per l’accié usual del grup SL(2,R) en H.

1
ds dp = ? dz dz,

En el pla hiperbolic, 'operador de Laplace es defineix segons

0? 0?
A=—y? == +-=—),
0x?  Oy?
i és, també, invariant per l’accié de SL(2,R). Es tracta d’un operador
autoadjunt, per la qual cosa el seu espectre és real.

5.1.1 Definicié. Donat un grup fuchsia cofinit I', una aplicacid
u:H—C

de classe C*° es diu que és una forma d’ona de Maass respecte de I'
si satisfa les condicions segiients:

(i) La funcié u és una funcié propia de 'operador de Laplace: exis-
teix una constant A € R, A > 0, tal que

Au = A\u.
(ii) La funcié u és invariant per l'accié de I': per a tota v € I, es

té que
u(yz) = u(z).
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(iii) La funcié u és de quadrat integrable en I'\'H:

/ u(2)|2 dpa(2) < o,
f

on la integral s’estén a un domini fonamental F = Fr de I' en

H.

Per abreujar, parlarem de formes de Maass per a designar les
formes d’ona de Maass.

La conjectura de Selberg. El parametre espectral A se sol escriure en

la forma )
A=-+R%.
1 +
Una conjectura deguda a Selberg afirma que si I' C SL(2,7Z) és un
subgrup de congrueéncia i A # 0, aleshores R € [0, 00); és a dir, no hi
ha valors espectrals petits, ateés que es tindria A > i, per a tot valor

propi no nul de A.

Per a un grup fuchsia cofinit qualsevol, els valors propis A € (0, %)
s’anomenen excepcionals.

Denotem per M(I',\) l'espai de les formes de Maass per I' de
valor espectral A\. Si I' és un grup de congruencia, també es poden
considerar formes de Maass amb caracter (amb les definicions habi-
tuals); denotem per M(T, x, \) I'espai corresponent.

5.1.2 Proposicié. (i) Els espais M(T',\), M(T, x,\) son de di-
mensio finita.

(ii) Si A > 0, tota forma de Maass és cuspidal, en el sentit que en
cada punta tendeix rapidament a zero.

(iii) Les formes de Maass generen la part discreta de l’espectre de
loperador A de Laplace-Beltrami de T'\'H.

(iv) La part continua de l’espectre de A és generada per séries d’Eisen-

stein (cf. la seccio (5.5)).

Els espais M(T', A), M(T, x, A) estan dotats d’un producte escalar
de Petersson,

(u,0) = /f u(2)o(2)du(z),
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per mitja del qual esdevenen espais de Hilbert, de dimensié finita.

Llei de Weyl. SiT' és un grup de congruencia i y és un caracter de
Dirichlet modul N, els valors propis

O=Xg< A\ <A<,

comptats amb les seves multiplicitats, formen una successié discreta
de la qual se sap que satisfa un llei de Weyl general. En particular,
si ' =Tg(NN), i definim la funcié comptadora espectral

Nro(ny(T) := ##{ Ay < T : A\, valor propi de Apg(n)},

se satisfa la formula asimptotica

4 InvT

on A és una certa constant que depén del nivell N i k denota el
nombre de puntes de I'g(N) (cf. [8]).

Ny (T) = wIN) g zfx/fln VT + AVT + 0O <ﬁ> ,

Es creu que per a grups fuchsians I' no co-compactes, pero cofinits
i generics, ’espectre discret de 'operador de Laplace-Beltrami hauria
de ser finit. Es a dir, la presencia de simetries aritmetiques o geo-
metriques seria la causa de la infinitud de Iespectre. Aqui el terme
generic s’empra en el sentit que els grups fuchsians excepcionals de-
fineixen un subconjunt de mesura zero en determinats espais de de-
formacions d’aquestes estructures.

5.1.3 Primers exemples
(i) Les funcions y*,y°z, s € C, sén valors propis de l'operador de
Laplace de valor propi s(1 — s).

(ii) Les funcions

h(z +iy) =y P K 1 (27| aly)e*™",
2
onz,y €R, s€C,a+#0,iK(x) denota la funcié6 de Bessel
hiperbolica de segona especie, sén formes de Maass de valor

propi s(1 — s).
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Avancem que les funcions K(x) de l'expressié anterior mostren
el comportament asimptotic

Ks(x) ~ 5.¢ 5 T 00

per tant, sén de decreixement rapid a infinit. Per a més informacié
sobre aquestes funcions, vegeu la subseccié que segueix.

5.1.4 Funcions de Bessel

Les funcions de Bessel foren considerades per primera vegada per
Daniel Bernoulli, I'any 1738, en una memoria sobre 'oscil-lacié de
cadenes pesades. Posteriorment, foren generalitzades per Bessel.

L’equaci6 diferencial ordinaria de segon ordre

dy dy
5.1 P tr—+ (2 -5y =0
(5.1) wdx2+xdx+(x %)y
és coneguda amb el nom d’equacié diferencial de Bessel. Té una
singularitat regular en x = 0 i una singularitat irregular en x = co.

Donat un s € C, es defineix la funcié de Bessel de primera especie
segons

s [(0+) z
Js(x) := ! (f) / e(tf‘é) t—sLat.

Tomi\2) )

Per definicié, el contorn de la primera integral parteix de —oo, recorre
la circumferencia unitat en el sentit invers de les agulles del rellotge
i retorna a —oo. Si s = n és enter, la definicié se simplifica i es pot

escriure
]_ g -1
Jn(z) = — pezttT )1 gy
n(®) 271
on el contorn de la integral encercla 1'origen i el recorregut es pren
en sentit invers de les agulles del rellotge. Quan s = n és un enter

positiu, es té la representacié integral

Jn(x) = 1/0 cos(nf — xsinf) d 6.

s
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La funcié de Bessel de segona especie (dita, també, funcié de
Weber) es defineix per a valors de s no enters segons

Js(x) cos(sm) — J_s(x) .

sin(sm)

Yi(z) =

I per a s = n, enter,

Y, (z) := lim Ys(z).

s§—n

Les funcions de Bessel {Jg, Y5} formen un sistema independent de
solucions de I'equacié diferencial de Bessel (5.1). Per a n enter, les
funcions Jy, () sén regulars en z = 0 mentre que les funcions Y, (z)
presenten en = 0 una singularitat logaritmica.

L’equacié diferencial ordinaria de segon ordre

d’y | dy
(5.2) x2@+$%—( 241 sMy=0

és coneguda amb el nom d’equacié diferencial de Bessel modificada.

Per a un s € C, es defineix la funcié de Bessel modificada de
primera espécie segons

I(x) == % Js(ix).

Per a s = n enter, aquesta funcié es pot representar com

L(x) : = j{eg(tﬂl)t”ldt.

= o
Per a un s € C, es defineix la funcié de Bessel modificada de

segona especie segons

mls(z) — ]S(z)‘

Ky(z) = 2 sin(s )

Per a s = n enter, es té que

Kn(x) e T
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Les funcions de Bessel modificades {Is(z), Ks(z)} formen un sis-
tema independent de solucions de 'equacié diferencial de Bessel mo-
dificada (5.2). Per a n enter, les funcions I,,(x) sén regulars en z = 0
mentre que les funcions K, (z) tenen en z = 0 una singularitat loga-
ritmica. Les funcions de Bessel modificades també reben el nom de
funcions de Bessel hiperboliques.

5.1.5 Desenvolupaments de formes de Maass

En aquesta seccié suposarem que I' = T'g(N).

5.1.3 Notacié. Per a cada punta p; € P1(Q) de I'g(IV), considerem
un conjunt de matrius o; € SL(2,R) tals que

(i) a(io0) = pj,

(ii) O'jSO'j_l =5;,

on S(z) := z+1 és un generador del grup d’isotropia I's, de la punta
de I'infinit i S; és un generador del grup d’isotropia I'y; de la punta p;.
Aleshores, 0; esta univocament determinada llevat de translacions.

Posarem, també,

1
fn(y) = rin(Roy) = y"* Kip(2n|nly), A=+ R

Observem que K_p(y) = kn(y).

5.1.4 Proposicié. Siguin x un caracter de Dirichlet modul N iu €
M(To(N), x,A) una forma de Maass. Aleshores, a lentorn de cada
punta pj, la forma u admet un desenvolupament en serie de Fourier
del tipus

uj(x +iy) =y, (z +iy) = Z cj(n)kn(y)e?™™, 1< j <k
[n|>1
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5.1.6 L’operador de reflexio
. 1 0 . .
Donades la matriu J := {0 B J , 1 una matriu qualsevol M =
[a b} , es defineix
c d

M*:JMle{a _b}.
—c d

Si x és un caracter de Dirichlet modul N, aleshores
X(M7) = x(d) = x(M)
i la matriu J defineix una involucié en M(I'o(N), x, A).

Una forma de Maass u € M(I'g(NV), x, A) s’Tanomena parella, res-
pectivament senar, si u| ; := u(—2) = u, respectivament, si u| ; = —u.
Si una forma de Maass és parella, el seu desenvolupament de Fourier
només conté termes en cosinus; si és senar, només conté termes en
sinus. Es a dir,

u(z) = a(n) kn(y) cos(2mnx), si u és parella,

Nk

1

T

NE

u(z) = a(n) kp(y) sin(2mrnx), si u és senar.

n=1

Cal observar, pero, que les formes u; en general no sén diagonalitza-
bles simultaniament respecte de J.

5.2 Formes de Maass-Hecke

5.2.1 Formes de Maass per a grups de congruencia

Els operadors de Hecke actuen en els espais de formes de Maass i en
aquest context es té una teoria de formes noves i de formes velles simi-
lar a la teoria d’Atkin-Lehner. Aquesta permet una descomposicié

M(FO(N)a X )‘) = Mvell(FO(N)v X )‘) @ MHOU(FO(N)7X7 )‘)
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5.2.1 Definicié. Una funcié u € M"™"(I'o(NN), x, ) es diu que és
una forma de Maass-Hecke, nova i normalitzada, si f és una funcié
propia de la involucié J i de tots els operadors de Hecke T, per als
quals med(n, N) = 1, i si, a més, el primer coeficient de Fourier de u
és 15 és adir ¢(1) =1, on

u(@ +iy) =Y e(n) knly) €7,
n#0

és el desenvolupament de u a ’entorn de la punta de l'infinit.

De manera similar al cas meromorf, se satisfa el teorema segiient.

5.2.2 Teorema. Sigui u una forma de Maass nova i normalitzada
tal que
To(u) = An)u, u); = eu,

one € {—1,1}. Si el desenvolupament en série de Fourier de u és
u(z) = Y e(m)raly)e™™, (1) =1,
[n|>1

se satisfa que
c(n) = A(n), c(—n)=-¢cA(n),

per a tot n € Zx>o. A més, se satisfan les relacions multiplicatives

c(m)e(n) = Z x(d)c <%> , mecd(n,N)=1,m € Z,
dlmed(m,n)
c(m)e(p) = c(mp), pIN, meZ.

Notem que si u és una forma nova, normalitzada, de valors propis
A(n), aleshores eu també ho és. En general, es té que

T, = x(n)Tw,  A(n) = x(n)A(n), ¢(n) = x(n)e(n),
sempre que mecd(n, N) = 1. En particular, si x(n) = —1, ¢(n) és
purament imaginari. Si x(n) =1, ¢(n) és real.

Les primeres formes construides per Maass eren noves i de coefi-
cients reals; per tant, tenien molts coeficients iguals a zero. Concre-
tament, c¢(n) = 0, per a tots els n € Z>¢ tals que med(n, N) = 11

x(n) # 1.
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5.2.2 Formes de Maass de tipus MR

Sigui F' = Q(y/m) un cos quadratic real, on m > 0 és un enter lliure
de quadrats i m = 1 (mod 4). Suposem que el nombre de classes
restringit de F' és igual a 1. Es a dir, que tot ideal de ’anell d’enters
Or és principal i generat per un element totalment positiu. Aleshores,
m ha de ser un nombre primer (cf. [7]). Per exemple, aquest és el cas
si

m e {5, 13, 17, 29, 37, 41, 53 }.
Sigui n € OF la unitat fonamental per a la qual
NF/Q(U) =—-1

Per a cada k € Z, 'aplicacié

wik/logn
, ona=(z), x>0,

v(e) =5

defineix un caracter de Hecke sobre els ideals de Op. Hem utilitzat
2’ per a denotar el conjugat galoisia de z.

Considerem la série L de Hecke associada al caracter v,

N ) 1
Hew= 2 e g

Com és ben sabut, la série completada

(VMmN (s iTk s itk
Als,v) = <7T> r (2 + 210g77> I <2 - 210g77> Ls,v)

satisfa una equacié funcional quan s — 1 — s.

5.2.3 Proposicié. Sigui m > 1 un enter lliure de quadrats, m = 1
(mod 4). Suposem que el nombre de classes restringit de Q(y/m) és
igual a 1. Aleshores, la série

o(x +1y) = Z ¥(a) y*/? K;r(27N (a)y) cos(2mN (a)z)

és una forma de Maass per al grup de congruéncia I'(m) quan es pren
wk

R = ,

logn

k0.
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1
Més precisament, ¢ € M(T'o(m), Xm, 1+R2), on xm denota el simbol

de Kronecker.

iy L . b
Demostracié. (Indicaci6) Es comprova que per a tota matriu [Z d] €

SL(2,7Z), tal que ¢ =0 (mod m), es té que

o(ira) = (D)oo

A més,

g

5.2.4 Exemple. Per a les dades segiients:

1

m=5n=3(1+V5), k=380, R=25004.164975..,
1

m=5 n=g(1+ V5), k=15320, R = 100016.659912...,

és M(To(5), xs, i +R2) £ (0).

5.2.3 Relacié amb la conjectura d’Artin

Donada una representacié galoisiana, continua i irreductible,
p: Gal(Q/Q) — GL(n,C),
la conjectura d’Artin prediu que la seva funcié L,

L(s,p) := Hdet(l — p(Froby,)p~%)~*
= Z Ap(n)n_sv
n=1

definida inicialment per a Re(s) > 1 i holomorfa en aquest semipla,
admet una prolongacié analitica en una funcié entera de s € C. Per
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un teorema degut a Brauer, aquesta funcié admet una prolongacio
meromorfa a tot C i satisfa una equacio funcional. Pero resta pendent
la qiiestio de si aquesta funcié pot tenir pols a la banda critica.

El teorema segiient, degut a Booker (cf. [1], [2]), relaciona la con-
jectura d’Artin en dimensié 2 amb les formes de Maass.

5.2.5 Teorema. Sigui p una representacio de Galois, continua, pa-
rella i de dimensio 2. Si la série L(s, p) s’estén a una funcio entera,
aleshores la funcio

o0

o(z) = Z Ap(n) y'/? Ko(2mny) cos(2mnz), 2=z + iy,
n=1

és una forma propia de Maass-Hecke respecte del grup principal de

congruéencia I'(N), on N denota el conductor d’Artin de p, de valor
espectral,

1

)\Lp — Z

El reciproc es creu que també és cert: tota forma propia de Maass-
Hecke ¢, parella, de valor espectral A\, = T ha de provenir d’una

representacié galoisiana complexa de dimensié 2, irreductible i par-
ella, segons el procediment anterior. Alguns resultats en aquesta
direcci6é han estat obtinguts per Sarnak.

5.3 Funcions periode

En aquest seccié comengarem a entrar en materia. Les notacions sén
les de l’article de Lewis-Zagier [5].

Denotarem per I' el grup modular SL(2,7Z). Una funcié definida
en ‘H sera anomenada periodica quan sigui invariant per la translacié
z—z+ 1.

Associarem a cada forma de Maass respecte del grup modular dues
series L. Aplicant a aquestes series la inversa de la transformacio de
Mellin, obtindrem certes funcions holomorfes que satisfan una equacié
funcional de tres termes. Més endavant interpretem aquestes funcions
com a funcions periode associades a formes de Maass.
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5.3.1 Solucions periodiques de 1’equacié de Laplace
5.3.1 Definicié. Donada una funcié u diferenciable, considerem les
funcions

(5.3) woly) = -= u(iy), wly) = XL Py,

VY " 27 Ox

La funcié ug és una renormalizacié de u al llarg de 'eix imaginari.
La funcié uq és la derivada normal de u restringida a 1’eix imaginari.

5.3.2 Proposicié. Siguin s un nombre complex, 0 = R(s), ¢ €
{0,1}. Les formules

(5.4) Li(p) = / Ty dy,

(55) (27) T () Le(p—s+5) = /0 " Fli) — (1) f (i) v dy,

estableixen una correspondencia bijectiva entre les tres classes de fun-
ctons seguients:

(a) Solucions periodiques de Au = s(1 — s)u, definides en H, que
satisfan la condicid de creixement

u(z +iy) = 0(y"), y— oo,
per a algun A < min{o,1 —o}.

(b) Un parell de séries de Dirichlet Lc(p), convergents en algun
semipla.

(¢) Una funcié periodica f(z) en C\R que satisfa
F(2)=0(8()™),  I3(2)] = oo,

per a algun A > 0.

Demostracio. Per un teorema degut a Maass, se sap que I'equacio

Au = s(1 — s)u,
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juntament amb la periodicitat de u i ’estimacié del seu creixement
imposats en (a) sén equivalents a la representabilitat de u per una
serie de Fourier de la forma

(56) u(z) = 4?3 A K,y @lnlnly)e?™, 2=t iy, y> 0,
n#0

de coeficients A,, € C de creixement polinomic. La condicié de creixe-
ment és necessaria per a eliminar els termes exponencialment grans
y'/2 I, 1(27|nly)e®™m i el terme constant ay® + By'~* en el desen-
Volupanient de wu.

Donada una funcié v com la d’abans, li associem dues series de
Dirichlet Lg, L1,

[e’¢) An
(57)  Le(p) =) 5 e €{01}, Anci= A+ (-1)°A,
n=1

i la funcié holomorfa f definida en C \ R segons

Z nsT A, 2T g J(z) > 0,
n>0
(5.8) fz) =
NP A e si $(z) < 0.
n<0

El creixement polimomic dels coeficients A,, implica que Lg, L1 con-
vergeixen en un semipla i que f(x +iy) és fitada per una potencia de
|y quan |y| — 0.

Reciprocament, si comencem o bé per dues series de Dirichlet
Lo, L1, que sén convergents en algun semipla, o bé per una funcié
periddica i holomorfa f(z) en C\ R, que sigui O(|(z)|™4) per a
algun A > 0, aleshores el desenvolupament anterior defineix coefi-
cients {Ay}n£0 que tenen un creixement polinomic en n. Aixo és
evident en el primer cas, i s’obté per un argument estandard, degut
a Hecke, en el segon. Després, si definim u, trobem que les funcions
ue corresponents posseeixen un desenvolupament en serie del tipus

o0

Ue (y) = Z(ny)g An,z—: Ks_ (27my),

1
2
n=1
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peray>0ione € {0,1}. Aquests fets, juntament amb la conside-
racié de les transformades de Mellin

o0 1
/ eyt dy = L(p),
0

° _ 1 p—s+3 p+s—3
p—1 g _ 2 2
/0 K, 1@ry)y" dy = 47TPF< 5 >F< 5 :

posen de manifest la relacié que hi ha entre les funcions L, f, i u
considerades.

Les férmules anteriors condueixen a introduir el factor

1 p—s—i—% p—i—s—%

Precisem que
LZ(p) = vs(p+€)Le(p)-
O

5.3.2 El cas parell i el cas senar

Els resultats de la seccié anterior tenen versions més precises per a
funcions parelles i per a funcions senars. Denotarem per C’ el pla
complex menys la semi-recta real negativa:

C'=C\ (—00,0].
5.3.3 Proposicié. (Cas parell) Donada una successid de mombres

complezos de creizement polinomic { Ap }n>1, les afirmacions segiients
son equivalents:

(a) La funcio
o 1/2
u(z) =y 5_1 Ay, KS_% (2mny) cos(2mnz)

és invariant per z — —1/z i, per tant, és una forma de Maass parella.
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(b) La funcio
As(p) == s(p) Z Apn™?
n=1

és entera, d’ordre finit i és invariant per p — 1 — p.

(¢) La funcio

f(Z) — iznsfl/QAn(e:tZWinz - Zf2s€¥27rin/z)
n=1

definida per a I(z) > 0, respectivament, (z) < 0, s’estén a una
funcié holomorfa de tot C' i és fitada en el semipla dret.

5.3.4 Proposicié. (Cassenar) Sigui { Ay, }n>1 una successio de nom-
bres complexos de creizement polinomic. Aleshores, les afirmacions
seglients son equivalents:

(a) La funcio

o0
u(z) = y'/? Z A, Ks_% (2mny) sin(2mnz)
n=1
és invariant per z — —1/z i, per tant, és una forma de Maass senar.
(b) La funcio

As(p) == s(p+1) > Ay

n=1

és entera, d’ordre finit i és anti-invariant per p — 1 — p.

(¢) La funcio
f(Z) — Zns—l/QAn(e:I:%rinz - Z—2se:|:27rin/z)
n=1

definida per a I(z) > 0 o bé I(z) < 0 s’estén holomorficament a tot
C' i és fitada en el semipla dret.

5.3.3 Una equacio funcional de tres termes

En aquest apartat, relacionarem les formes de Maass v amb solucions
1) de certes equacions funcionals de tres termes. Recordem que I' =
SL(2,7Z).
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5.3.5 Proposicié. Siguin ¢ (z) una funcié definida en H i s € C\
Z un nombre complex no enter. Aleshores, la funcid ¥ (z) satisfa
l’equacio funcional

(5.9) W(z)=v(z+1)+ (2 + 1)*2%(%“), seC,

si, 1 momés si, la funcio

(5.10) Y(z) + 272 (j)

és periodica.

Més precisament, les formules

G.11) (o)) = 1) - 7 (),

(5.12) ) = v+ 0 (7)),
on c(s), c*(s) son dues constants que satisfan
(5.13) c(s)c*(s) =1 — e 2mis

estableixen una correspondéncia bijectiva entre les solucions v de l’e-
quacid funcional (5.9) i les funcions periodiques f definides en el
semapla superior H.

El mateix se satisfa en el semipla inferior, pero cal canviar la
condicid c(s), c*(s) per

(5.14) c(s) c*(s) =1 — 2™,
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Demostracio. Sila funcid v satisfa ’equacié funcional de tres termes
5.9, es tindra que

v+ e (S| - e+ @ (2]

z+1

:[w(z+1)—¢(z)+(z+1)_zsw< ; ﬂ

z

(1) [w (Zj1> —9 <z_+11) + <Zi1>25w <_zl>]

=0.

_|_
—_

Per tant, la funcié f definida en (5.12) sera periodica.

En relacié amb les constants, Lewis i Zagier fan a [5] 'elecci6
segiient:

TS 25t

c(s) == m, c*(s) ==+ e Fims

I'(s) ’
on el signe + es pren en el semipla superior i el signe —, en l'inferior.
O

El teorema seglient permetra interpretar en seccions posteriors les
funcions periode v associades a les formes de Maass.

5.3.6 Teorema. Sigui s un nombre complex tal que o := R(s) > 0.
Aleshores, existeix una correspondencia canonica bijectiva entre els
objectes segiients:

(a) Les formes de Maass u cuspidals de valor propi s(1 — s).
(b) Les funcions holomorfes 1 : C' — C que satisfan les equacions

funcionals de tres termes

z
z+1

(5.15) U(2) = Pz + 1) + (2 + 1) 7 )
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1 les estimacions

S(2)[ A+ [2P472), s R(2) <0,

(5.16) P(z) < < 1, si R(z) >0,z <1,

|z| 727, siR(z) >0, |z| > 1.

per a algun A > 0.

Demostracio. La demostracié d’aquest teorema utilitza les funcions
auxiliars i els resultats de les proposicions de les subseccions prece-
dents. Una seérie de calculs acaben donant les implicacions dobles

uHLEHwa7

que permeten comparar la forma de Maass amb la seva funcié periode.
O

5.4 Les funcions periode com a transformades
integrals

En aquesta seccié donarem representacions integrals de la funcié
associada a una forma de Maass u. D’aci que aquestes funcions
s’anomenin funcions periode de les formes de Maass.

5.4.1 Proposicié. Donada una forma de Maass u, siguin ug la re-
normalitzacio de u i uy la derivada normal de u restringida a l’eix
imaginari, tal com han estat definides a (5.3). Aleshores, la funcio

=2 ——— 2 dt — 27l ——dt
Y1(2) SZ/O (22 + 2)5+ m/o 212y

definida per a R(z) > 0, és proporcional a la funcid periode 1)(z)
associada a u.

Demostracio. La demostracié procedeix per comparacio de les trans-
formades de Mellin de 9 i de 1. O
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5.4.2 Corolllari. La funcio 1 satisfa les propietats d’una funcio
periode de Maass: s’estén a una funcié holomorfa de C', satisfa una
equacio funcional de tres termes i satisfa les condicions de creizement
donades a (5.16).

5.4.1 Formes diferencials de Green

Tot seguit interpretarem la funcié periode v associada a una forma de
Maass com a la integral de una 1-forma diferencial tancada. D’aques-
ta manera s’obté una segona demostracié del corol-lari (5.4.2).

5.4.3 Definicié. Donades funcions diferenciables u(z), v(z) de la
variable complexa z = z + iy, es defineixen les 1-formes de Green

{u,v}(2), [u,v](2) segons:

{u,v}(z) == <va“—u8”> dx + <u‘%—va“) dy,

oy dy Ox Ox
ou ov
[u,v](2) :=v 5 dz+u 5 dz.

5.4.4 Lema. Les formes diferencials {u,v}, [u,v] satisfan les pro-
pietats seguents:
(1) ['LL,U] + [Ua U] = d(u U)v [’U,, U] - [’U,'LL] = _i{u7v}‘

(ii) Siwu, v son funcions propies de l’operador de Laplace del mateix
valor propi, aleshores les dues formes diferencials de Green as-
sociades son tancades.

Les formes diferencials que ens interessaran portaran com a u la
forma de Maass i com a v la potencia s-esima d’una funcié auxiliar
R que veurem a continuacio.

5.4.5 Proposicié. Donat ¢ € C, sigui

. Y o 1 B 1
RC(Z)'(a:—C)Q—i—y?2(Z—C z—g)’

on z=z+1iy € H. La funcié R¢ satisfa les propietats segiients:
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(i) Ryc(gz) = (¢ +d)*Re(2), per a tota g = [Z Z} € SL(2,R).

(i) A(R?) = s(1—s)RZ, per a tot s € C.

Observem que la potencia s-esima de R¢ esta ben definida si ¢ €
R; en el cas general, cas restringir-se als arguments z situats en el
complementari en H d’algun cami que uneixi ¢ amb i escollir la
branca evident.

Un calcul relativament senzill proporciona el corol-lari segiient.

5.4.6 Corollari. Siu:H — C és una funcié propia de A de valor
propi s(1 — s), aleshores
(i) La forma diferencial de Green {u, R}} és tancada.
(ii) Se satisfa la igualtat
100

P1(¢) = ; {u, R{}(2), R(C)>0.

Donada una forma de Maass u, la representacié integral ante-
rior de la funcié periode v; permet obtenir la prolongacié analitica
d’aquesta funcié en una funcié analitica de C’, aix{ com també demos-
trar que 17 satisfa ’equacié funcional de tres termes.

5.4.2 Transformades de Hankel i de Laplace

Sigui u una funcié periodica amb desenvolupament de Fourier

u(z) = y2 Y An K1 (2lmlnly) £, 2= 4y, y >0,
n#0

en el qual suposarem que A,, = O(nl/ 2). Es defineix la seva transfor-
mada de Hankel segons

¢(w) — wlfs /OOO sz—% (’w t) U(Zt) dt,

per a {w € C:|¥(w)| < 27|}.
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La funcié ¢ es pot recuperar com a transformada de Laplace de
la transformada de Hankel ¢ de u:

[e.9]
P1(z) = / e wr g (w) dw, R(z) > 0.
0
Aqui, el stmbol = denota que la igualtat té lloc llevat de factors que
depenen uUnicament de s.
Alhora, la funcié ¥;(z) admet un desenvolupament

P1(z) = Znsfl/QAn Cs(2mnz),

n=1

on

‘ 00 Zts+1/2
Cu(z) = /0 Gy Kt %) >0

La funcié Cs és una de les funcions de Lommel. Ve a ser com una
funcié cosinus, que té la seva replica en una funcio sinus, definida per

) 00 ts+1/2
Ss(z) = /0 21 ey K, _1p0(t)dt,  R(z) > 0.

Les representacions anteriors proporcionen els coeficients de Tay-
lor de la funcié 1 donats en el teorema que segueix.

5.4.7 Teorema. Siguiu una funcio de Maass parella, de valor propi
s(1—s) i sigui ¥ (2) la seva funcié periode associada. Aleshores, (z)
és una funcid infinitament diferenciable des de la dreta en z = 0. Se
satisfa que

(1) Sim és parell, )™ (0) = 0.
(ii) Sim és senar,

m!
(2mi)™

1
I'(m+2s) Lo(m + s + 5).

(5.17) »M(0) =
L’expressié (5.17) és 'analeg del fet que la funcié periode associ-
ada a una forma modular holomorfa és un polinomi que té per coe-
ficients multiples senzills de valors especials de la seva L-serie (cf.la
secci6 (5.6)).
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5.4.3 Valors frontera de formes de Maass

En aquesta seccié es tracta de comprendre com, a partir d’una forma
de Maass u, podem deduir formalment la seva cohort de funcions
associades:

u{Le, f, 1, ¢}

Veurem que totes aquestes funcions s’expressen com a transformades
integrals de tipus diversos (Poisson, Stieltjes, Laplace, Mellin) d’una
unica “funcié automorfa” U (t).

Les férmules seran les segiients:

+o00
(5.18) u(z) = ys/ |z —t|7*#U(t)dt, zc™H,
+o0o
(5.19)  f(z) = / (=) 2U@#)dt, zcC\R,
0
(5.20) W(z) = / (-t 2U@)dt, 2eC.

Si, a més, se suposa que les integrals convergeixen suficientment
bé, la funcié u esdevé una funcié propia de 'operador de Laplace, de
valor propi s(1—s), iles funcions f, ¥ esdevenen funcions holomorfes
en els dominis que s’indiquen.

Pero aquesta presentacié té un problema: la funcié automorfa U
no existeix com a tal. Per a véncer aquest petit obstacle, els autors
transformen els arguments formals en rigorosos en interpretar U com
a un objecte I'-invariant en un espai de distribucions. La distribucié
U és invariant en el sentit segiient:

B 25— at+b
U(t) = |et +d| U<ct+d>’

a b
per a tota [c d} el.
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Per a fer els calculs rigorosos, es defineix un espai de funcions test
Vs en en el qual opera I' i el corresponent espai de distribucions al
qual pertany U. L’espai V; consta de les funcions ¢ reals que tenen
un desenvolupament asimptotic

p(t) ~ |72 eat™, |t — oo
n>0
L’accié de I' en aquest espai és donada per

o _9s f(ar+b
(Plo)(a) = leo + 2 (217,

on g = [CCL 2} € I'. La distribucié U és una aplicacié lineal

v: Vs —C

p U= n'?4,3(n).
n=1

La seérie convergeix rapidament ates que p(n) decau quan n — oo
més de pressa que qualsevol potencia de n. Aixo déna sentit a la
integral formal

vl = [ vty d

—0o
El sentit de I’automorfia es manifesta en la proposicié segiient.
5.4.8 Proposicié. Sigui s € C amb R(s) > 0 i sigui {A,}n>1 una
successio de nombres complexos de creixement polinomic. Aleshores,

els A, son els coeficients de Fourier d’una forma de Maass u parella,
de valor propi s(1 — s), si, i només si, l’aplicacio lineal

U:V,—C
definida per
Ul := > n'/*7*4,3(n)
n=1

és invariant per l’accio de I' en Vs.

De la representacié integral donada per a les funcions anteriors,
es dedueixen els desenvolupaments en série per a u i per a f donats
a (5.6) ia (5.8).
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5.5 Formes de Maass no cuspidals

Les funcions tractades fins a aqui es corresponen amb formes de Maass
cuspidals. Estendrem ara aquest concepte al cas no cuspidal.

5.5.1 Definicié. Una aplicacié u : H — C de classe C* es diu que
és una forma d’ona de Maass respecte de I' i de parametre espectral
un nombre s € C si satisfa les condicions segiients:

(i) Existeix A € R, A > 0, tal que

Au = s(1 — s)u.

(ii) u(yz) = u(z), per a tota vy € T.

(iii) La funcié u(z) creix per sota de la funcié exponencial quan
y — 00.

Aleshores, segons la definicié anterior, les formes de Maass cus-
pidals de parametre espectral s constitueixen un espai vectorial de
codimensié 1 dins l'espai de totes les formes de Maass de parametre
espectral s. Les funcions extra sén donades pels multiples escalars de
la série d’Eisenstein no holomorfa Es(z). Aquesta funcié es defineix
de la manera segiient:

S

1 y
E = - g —_ R > 1,
S(Z) 9 ( ~ |mz+n|25 (S)
m,n)E
(m,n)#(0,0)

i, per a un s arbitrari, segons el desenvolupament en serie de Fourier

1/2p(g — L
Ey(z) =((2s8)y° + WFE;Z’) ¢(2s = )y'~
+Iilz'l:)y1/2 Z n1/2780'25—1(n) KS_%(27rny) cos(2mnz).
n=1

Les series d’Eisenstein sén formes de Maass parelles. El fet és
que no hi ha formes de Maass respecte de I' que siguin senars i no
cuspidals.
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5.5.1 Les funcions periode en el cas no cuspidal

El teorema segiient dona compte de com s’estén la teoria dels periodes
a fi de cobrir el cas no cuspidal.

5.5.2 Teorema. Sigui s € C un nombre que satisfaci R(s) > 0,
s¢ 7.

(a) Siu:H — C és una funcid invariant per I' amb desenvolu-
pament de Fourier

oo
(5.21) u(z) = coy® + cry' ~* + 2y*/? Z AK,_1(2mny) cos(2mnx),
2
n=1
i definim una funcié holomorfa i periodica f : C\ R — C per
(5.22)
e = s—1 +27min z
tf(z) = —7——co+ > n*2Ape . S(2) > 0,9(2) <0,
1—‘(§ o 5) n=1
aleshores, la solucié 1 de l’equacio funcional de tres termes (5.9)
definida per (5.11) s’estén a una funcié holomorfa de C' que satisfa
TI'%F(S + %) Co

(5.23) b(z) = Tﬁju%ljuou), z—0.

(b) Reciprocament, sigui v una solucid analitica real de ’equacid
funcional de tres termes (5.9), en Ry, de creizement asimptotic com
a (5.23). Aleshores 1 s’estén holomorficament a tot C', la funcid f
definida per (5.12) admet un desenvolupament en série de Fourier
de la forma (5.22) i la funcié u definida per (5.21) és invariant per
laccio del grup modular T.

Si u = Fjs, aleshores la funcié v = 15 admet a 'entorn del 0 un
desenvolupament asimptotic donat per
(28) 5y, C25=1)

Vslz) ~ oo 25— 1

—1\ B,,
+ Z (cm+ 28 1) ZmHL (o 25)2™,

= m m+1

msenar

on B, denota el n-eésim nombre de Bernoulli.
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5.6 Analogia entre el cas holomorf i el cas in-
finitament diferenciable

En aquesta seccié analitzarem ’analogia entre les funcions periode del
cas holomorf i les funcions periode del cas infinitament diferenciable.

5.6.1 Revisi6 de la teoria d’Eichler, Shimura i Manin

En aquesta seccié veurem que les funcions periode associades a les
formes de Maass s’assemblen als polinomis de periodes associats a les
formes modulars. En el cas especial en que el parametre espectral
és enter, les dues teories no solament sén analogues siné que coin-
cideixen en un cert sentit. En aquest cas, no hi ha formes de Maass
cuspidals, pero hi ha unes funcions propies u de 'operador de Laplace
que sén “gairebé automorfes”. Aixd permet associar a les formes u(z)
funcions periode (z) i funcions holomorfes f(z). Les funcions holo-
morfes f(z) sén formes modulars cuspidals de pes 2k, on s = k € Z>g
és un enter positiu. Quan s =1 — k € Z<( és un enter, les funcions
1(z) sén la integral d’Eichler d’aquesta forma.

La proposicié segiient resumeix la teoria classica dels periodes,
deguda a Eichler, Shimura i Manin.

5.6.1 Proposicié. Sigui f(z) una forma modular cuspidal (holo-
morfa) de pes 2k respecte de SL(2,7). Sigui

[e.e]

f(2) =) anq", z€H, q=e",

n=1

el seu desenvolupament en série de Fourier a l’entorn de la punta
de linfinit. Associat a la forma f, existeir un polinomi ry de grau
2k — 2, anomenat el polinomi dels periodes, que pot ésser definit de
les tres maneres equivalents seguents:

(i) Per mitja de la identitat
(5.24) rp(z) = f(2) =22 f(=1/2), zeH,

on el signe = ara denota una igualtat llevat d’una constant que
depén unicament de k i f denota la integral d’Fichler de la
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forma f, definida pel desenvolupament de Fourier

o
~ a

(5.25) f&)=) g d z€M.

n=1
(ii) Per mitja de la representacid integral
100

(5.26) rp(X)= [ f(n)(r = X)* 2 dr,

0

on la integral es pren sobre l’eix imaginari.

(iii) Per mitja de la férmula tancada

= (—2mi) T
(5.27) re(X) =) O Li(r+1)X",
r=0

133

on Li(p) =3 071 apn™", i la seva continuacid analitica, és la

serie L de Hecke associada a f.

Demostracié. (Indicacid.) La demostracié consisteix en una serie

de calculs que parteixen del fet que

D N(f) = f,
on D denota 'operador diferencial

1 d d

C 2midz qdq.

Un punt decisiu és que D=1 és un operador diferencial que inter-
canvia l'accié del grup SL(2,R) en pesos 2 — 2k i 2k. Es a dir, es

compleix que
DN (Flaarg) = (D*7'F)larg

per a tota transformacié g € SL(2,R) i per a tota funcié diferenciable

F. 0O

Ara es pot establir una analogia entre les férmules que defineixen
les funcions periode de formes de Maass i les funcions periode de
funcions holomorfes. A la taula (5.1) es disposa cada férmula amb la

seva analoga.
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) = o -2 2F (), sen

z
formes modulars

(syilz) = f(z) — 22 (‘1) . 2e€C\R

formes de Maass

)= [T - X2

formes modulars

Q) = Om{u, R} (), R(Q) >0

formes de Maass

2k—2

rX) =Y (2(];27;)_:1)! Li(m+1)X™
m=0

formes modulars

- m!
q/}(m)(()) = W I'(m +2s) Lyo(m+ s + %)
formes de Maass

Taula 5.1: Dues versions de les funcions periode
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5.6.2 Periodes i cocicles

Les analogies entre les dues teories de periodes, en el cas holomorf i
en el cas infinitament diferenciable, encara es poden fer més precises.
Per a tal fi, sigui

Py = {F(X) € C[X] : gr(F(X)) < 2k — 2}.

A D’espai anterior de polinomis considerem ’accié de SL(2,7Z) donada
per |ox—2. A partir de les definicions, es té que el polinomi de periodes
7(X) associat a una forma modular cuspidal f de pes k pertany a
I’espai

Wi g i= {F € Poy,—5: F|(1+5) = F|(1+ U +U?) = 0}.
Aqui, S1U =TS denoten els generadors del grup modular tals que
F:<S7U>7 52:—1, U3:1,

i laccié de I' en P59 ha estat estesa per linealitat a tot I’anell de
grup Z[T'].

La proposicié segiient és ben coneguda.

5.6.2 Proposicié. Les funcions polinomiques

7qf(‘X)7 Tf<X)7 fES(F,2k)
generen un subespai de codimensio 1 en l’espai vectorial Woy_o.

Les relacions que defineixen Waor_o posen de manifest que hi ha
un 1-cocicle _
vl = Poyga, v fI(1—7).
En particular, v(T) =0, v(S) =y,

En el context holomorf es déna la situacié segiient.

5.6.3 Proposicié. Tot element F' de Wo_o és solucio d’una equacio
funcional de tres termes del tipus

F(X)=F(X+1)+ (X +1)"F(

X+ 1)’
amb parametre s = 1 — k. Reciprocament, si k > 1, tot polinomi

amb les propietats d’una funcio periode de parametre s =1—k és un
element de Woj_o.
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Demostracié. Considerem les matrius

. -1 1 ;e (100
S L N

Aleshores, les relacions anteriors es tradueixen en les igualtats
FI(1-T-T)=F|1+4+S8)-F|(14+U+U?|S=0,

que és precisament l’equacié funcional de tres termes. El reciproc és

igualment senzill de comprovar. [J

La proposicié precedent mostra que quan el parametre és s = 1 —
k, els polinomis de periodes de parametre s = 1 —k associats a formes
holomorfes cuspidals de pes 2k produeixen solucions holomorfes d’una
equacidé funcional de tres termes. Ara podem preguntar-nos: com
encaixa aquesta situacio en el camp de les formes de Maass? Veurem
la resposta tot seguit.
Per a cada enter h, I'operador diferencial
ih

op:=D— —
2y

intercanvia 'accié de SL(2,R) en pesos 2h i 2h + 2; és a dir,

On(Fl2n9) = On(F)|2n42 9-

En particular, si F' és modular de pes 2h, aleshores, 0, F' és modular
de pes 2h + 2. En iterar, veiem que la composicié

Of = Opyn-10---004

intercanvia les accions de SL(2,R) en pesos 2h i 2h+2n. Aixi, aquest
operador aplica formes modulars de pes 2h en formes modulars de
pes 2h + 2n. Per induccié es demostra que se satisfa la formula

n_ = n! n+2h—1 ;1 " n—m
ah_z(n—m)!< m ><47ry> DT

m=0

En el cas particular en que h =1—k in =2k — 1, es té la igualtat

g2kl = ph1,
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L’operador 0} preserva sempre la modularitat pero, en general, des-
trueix ’holomorfia; 'operador D™ preserva ’holomorfia pero, en gen-
eral, destrueix la modularitat. Per tant, quan tots dos coincideixen,
es preserven la modularitat i 'holomorfia. Aixi la igualtat

D* N (f) = f
pot ser factoritzada en dos passos:
k—1, 7 k
u:=07_p(f), [=0(u).
Ara, a partir de la férmula recurrent per al calcul de (9]1“:,1 aplicada a
~ © a
f(z) :ZnTn_lqnj zen,
n=1
s’obté I'expressié familiar
(e.)
u(z) =92 Ay K,y (2] nly)e ™,
n#0
on els coeficients de Fourier A,, sén donats per

A — n~kt1/2q,  peran >0,
" 0, per an < 0.

En particular, la funcié u definida a partir de fés una funcié propia
de loperador de Laplace de valor propi k(1 — k), és T-invariant i
decreix a l’infinit. Observem, pero, que no és del tot I'-invariant,
ates que se satisfa que

u(z) —u(—1/z) = 8f:,i(rf).
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Capitol 6

Valors multizeta

X. XARLES

Introduccié

Aquestes notes son, essencialment, les transparéncies que vaig pre-
sentar en una xerrada a Vilanova el dia 2 de febrer del 2008. En
elles explico algunes idees de l'article del Kentaro Thara, Masanobu
Kaneko i Don Zagier “Derivation and double shuffle relations for mul-
tiple zeta values” [4], publicat I’any 2006, on diuen a l'introduccié que
some of the results in this paper (...) originated in work which the
third-named author did in the year 1988 - 1994 but never published.

6.1 Apunt historic

L’any 1730, Leonhard Euler va demostrar un resultat espectacular,
del qual sempre n’estaria ben orgullés:

1 w2
(2)=) —5="%

n=1

Amb finangament parcial de MTM 2006-11391.

141
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Seguidament va demostrar, si denotem com és usual ara

[e.9]

1
C(S) = E?
n=1
que
C(4) = —rt
90"
i que
1 1 1 1
2) = =72, ((4) = —7?, ¢(6) = —7F, ((8) = —n°
((2) = 57, €)= oo, C(6) = 5z, C(8) = o
1 691
10) = 10 1) = — ~—— 12 |
C(10) = G3ms5™ » CU2) = Gagprogrs™
fins & 1315862
26) = 26,
¢(26) = 110944819760305 73125 "

Finalment, un temps més tard, va demostrar que

(_1)n+132n22n71
(2n)!

2n

¢(2n) =

i, per tant, que
C(2n) = c2n((2)", c2n € Q.

La seva demostracid, ara prou ben entesa, tenia llacunes que es varen
haver d’anar omplint amb el temps.

Tot i aixi, ens podriem preguntar si no hi ha una demostracié
elemental, sense passar per la férmula amb els nombres de Bernoulli,
de la racionalitat de {(2n)/¢(2)".

Comencarem per explicar una idea de Zagier de com provar aques-
ta relacié. Aquesta esta explicada en un article seu al primer Congrés
Europeu de Matematiques [8].

6.1.1 Observacio. Considerem

flmom) = b

+ + .
mn3  m2n?2  mdn

Es un exercici elemental veure que tenim la relacié

f(m,n) — f(m,n+m) — f(m+n,n) = R



6.1. Apunt historic 143

Aix{ tenim com a conseqiiéncia que

2
2¢(2)? = Z ooy

m>0,n>0

Z flm,n) — Z flm,n+m) — Z flm+n,n)

m>0,n>0 m>0,n>0 m>0,n>0
= Y - Y fonm - Y fonn)
m>0,n>0 n>m>0 m>n>0
2 1 2
—ann Z<n4+n4+n4)_5<(4)'
n>0 n>0

Seguint la mateixa idea podem demostrar el segiient.

6.1.2 Lema. S7 considerem

2 1 1 2
flm,n) = opey s sy s SRR ey v oy S ey sy
aleshores
1
fm.n) = flm,n+m) = fm+nn) =2 37—
0<j<k
jptu‘ell

D’on es dedueix facilment que
6.1.3 Corol‘lari.

@n+1)¢@2n) = > fmm)=2 Y (()KEn—]).
m>0 0<j<k

jpa,'rell

Per tant, per induccié, obtenim que

¢(2n) € ¢(2)"Q.
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6.2 Preguntes, respostes i conjectures

Ja des dels resultats d’Euler, els matematics s’han fet varies preguntes
sobre quins resultats podrien ser certs sobre els altres valors (en els
senars) de la funci6 zeta. Per exemple, ens podriem preguntar

e Hi ha altres possibles relacions entre els valors de ((n), n € N?
e Podria ser que ((kn) € ¢(k)"Q?
e Ates que

Q{¢(2n) [n=1,2,...}) = Q(((2)),

amb grau de trascendencia 1 sobre (9, que podem dir del grau
de transcendencia de

Q{¢(n) n=2,3,4,...})?

e I delde Q({¢(n) | n=2,3,--- ,k})?

I que sabem? La veritat, no sabem gairebé res.

Sabem que

6.2.1 Teorema. o Apéry 1978 [1]: ¢(3) és irracional.

e Rivoal 2000 [6]: Per a tot € > 0, existeiz ng tal que per a tot
n > ny

dimg Q+¢(3)Q+¢(5)Q+---+((2n+1) log(n).

1—ce¢
>_ - -
Q= 1+ log(2)
e Zudilin 2001 [9]:
Un com a minim dels 4 nombres ((5), ¢(7), ¢(9) i ((11) és

irracional.
I també coneixem algunes petites millores dels resultats anteriors.

D’altra banda, que creiem que és cert? Doncs creiem que és certa
la conjectura segtient.
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6.2.2 Conjectura. e Elsnombres ((n) sén sempre transcendents.

e Els nombres ((2n+ 1) sén sempre algebraicament independents
entre si.

e grau transg(Q(m, {¢(2n+1) |n=1,2,--- | k})) =k + 1.

6.3 Valors multizeta

Els valors multizeta apareixen per primer cop en una carta d’Euler a
Goldbach. En ella es defineix, amb la notacié actual, el valor

1
C(n17n27"'7nk) = E am-”ank’
ar>-—>ap>0 1 k

on al,...,OmEZzl.

Aquesta serie esta definida (o sigui és convergent) per a ny > 11i
n; € Zzl'

Denotem per k£ > 1 la profunditat i per n :=nq + --- + ng el pes
de ((n1,na,...,ng).

Euler mateix va demostrar alguns resultats. Concretament tenim
el segiient

6.3.1 Teorema. (Euler) Si k=2 in =n; + n2 és senar, aleshores
¢(ny,n9) és una combinacio lineal amb coeficients racionals de ¢(nq+
ng) i de {(ny + ng —i)((i), variant i. A més es té que

m—2

2¢(m, 1) =ml(n+1) = > ¢(n—i)((i+1),

=1
()= > ((n,m2)
ni+no=n

1 que

¢(3) = <(2,1).

Aquests valors varen ser “oblidats” fins que, el 1988, Drinfeld els
“retroba” com a coeficients del seu “associador”.
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Cap els anys 90’s, Zagier els “redescobri” i es va posar a estudiar
les relacions entre ells.

Comencem per introduir algunes notacions.
6.3.2 Notacié. Definim

Z:=(((n1,n2,...,n) | m1 >1,n; >1Vi=1,...,k,Vk > 1) CR.

Un punt clau que ara veuré és que Z és un sub-anell commutatiu
(de R). Definim, també,

Zy = (((n1,n2,...,n) | mi+---+np=nVk>1)g CR.

En la seccio segiient, veurem que Z és un anell commutatiu, veient
que el producte de valors multizeta és una suma de valors multizeta.
I en la propera, que de fet ho és de dues formes diferents.

6.4 Producte harmonic

6.4.1 Proposicié. (Producte harmonic)
C(nyy...,ng) - C(ma,...,my) =
= Zmultizetes de pesni+---+np+my+ -+ mp.

Per exemple, tenim que

¢(n) - ¢(m) = ¢(n,m) + ((m,n) + ((n +m).

Aix0 s’obté simplement reordenant la serie:

> = (22 L) e

0<a,b 0<a<b 0<b<a 0<a=b

La demostracié de la proposicié (i el seu enunciat!) és similar.
Veuré I’enunciat més precis més endavant.
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6.4.2 Exemples.

Per a n = 2, tenim:

Per tant,

Un altre exemple:
¢(2)-¢(3) = ¢(2,3) +¢(3,2) +¢(5).
De fet, el punt clau de tota la teoria és que

C(na,...,ng) - C(ma,...,myp) =

= Z multiples racionals de multizetes de pes ni + - - - + my,

de dues maneres diferents!

6.4.3 Exemple. Tenim que

€(2)-¢(3) = €(2,3) +¢(3,2) +¢(5)

i que
Aquest segon s’anomena producte escartejat (shuffle). Obtenim

que

¢(5) =2¢(3,2) +6¢(4,1).

6.5 Producte escartejat

Per a poder definir-lo, primer necessitem una nova expressié dels
valors multizeta, deguda a Drinfeld i Konsevich.
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6.5.1 Proposicié. (Drinfeld-Konsevich) Sin = ni+- - -+ny, aleshores

C(nyy...,ng) =
_ [ dadn i da e
An t1 to 1_tn1 tn—nk—i-l tn—nk+2 1_75717

on
Ap={(t1,,ty) ER[ 1>t > - >t, >0}

Per exemple tenim el resultat segiient degut a Leibniz

C(3)_/1 %dtg dts

Sti>te>ts>0 11 T2 1 —13

La demostracié és facil: només cal desenvolupar en serie de potencies
les funcions de dins de la integral.

Per tal d’introduir el producte escartejat, utilitzarem un seguit
de notacions, aparentment deslligades del problema original, que a la
llarga ens seran molt utils.

6.5.2 Notacid. e Denotem per $) := Q(z,y) l'algebra de poli-
nomis no commutatius en dues variables x i y.

e Denotem per $H! := Q + Hy la subalgebra generada per les
paraules “acabades en y”.

e Denotem per H° := Q + xz$Hy la subalgebra generada per les
paraules “comencades amb x i acabades en y”.

e Denotem per w,(t) = dt/t, i per wy(t) =dt/(1 —1t).

e Denotem per Z : $° — R I'inic morfisme Q-lineal amb Z(1) =
1 que assigna, a cada paraula ujug---ux (on u; = z o y), la
integral multiple

Z(ujug -+ - ug) 1= / Wy Wy * * * Wy, -
Anp

Associem a cada n; € N el monomi no commutatiu z,, = iy,

ian=(ny, - ,ng) la paraula

2 = 2y e 2y, = 2 Ty 2Ty ey

k
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Tenim aleshores que el teorema de Drinfeld ens diu que

Z(zﬂ) = Z(xnl_lya"nQ_ly o "rnk—ly) = C(nla e 7n/€)'

Aixi, z; correspon al valor de la funci6 zeta de Riemman ((k).

6.5.3 Observacié. Observeu que 2, = 2 1y, k =1,2,3,--- generen
lliurement $', perd amb k = 2,3, --- no generen $H°. Per exemple, la
paraula zy? € §° no esta generada per les z’s.

A cada monomi de H! li associem el pes, que és el grau total, i la
profunditat, que és el grau en y. Diem que un element de $H! té pes
(pur) n si tots els monomis que el formen tenen pes n.

El producte escartejat que hem mencionat abans és facil de definir
en paraules.

6.5.4 Definicié. Un escartejament de dues paraules és una paraula
obtinguda posant les lletres de cadascuna de les paraules tot man-
tenint ’ordre intern de cada paraula.

Per exemple, els escartejaments de ab i c¢d sén

abed , acbd , acdb , cabd , cadb , cdab.

6.5.5 Definicié. Si wq i we sén dues paraules qualssevol de ), defi-
nim el producte escartejat

w1 Wwy = E tots els escartejaments de wq 1 ws.

6.5.6 Exemple. Vegem que
¢(2)-€(3) =¢(2,3) +3¢(3,2) +6¢(4,1)

Qui és zy wx3y?
Els escartejaments son
zyx?y, xxyxy, ex>yy, axyy, xryxy,

XTXYY, XTXyY, X2 Tyy, X2 Ty Yy, X2y ry,
d’on
zy waly = zyx’y + 3xiyzy + 6232
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6.5.7 Proposicio. Propietats del producte escartejat:
e 9 esdevé un anell commutatiu amb aquest producte, una Q-
algebra.
e 9l i HY son subanells, sub-Q-algebres.

e FEl producte escartejat de dues paraules de pes pur n i m té pes
n-+m.

e 7 és un morfisme d’anells, o sigui
Z(w1 L ’wg) = Z(wl)Z(UJQ).
Aquesta dltima propietat és una conseqiiencia “formal” de la defini-

ci6, no depen de com hem definit w, i wy, només de si convergeix la
integral.

A $! podem definir el producte harmonic inductivament per
lxw=wx*x1=w,

zZpwi * zjwy = zg (w1 * Zywe) + z1(zpw1 * wa) + zg4(wy * wa),

per a totes k,l > 1, i per a totes les paraules w,wi,ws € $H!, i
estenent-lo per Q-bilinealitat. També es pot estendre a tot $H =

Q(z, y).

6.5.8 Proposicio. Propietats del producte harmonic:

e FEl producte harmonic de dos elements de pes pur n i m té pes
pur n—+m.
e 9! és una dalgebra commutativa per *, i H° és una subdlgebra.

o 7 és un morfisme d’anells també per *, o sigui,

Z(’U}l * ’LUQ) = Z(wl)Z(wg)

Per exemple, tenim que

2k k2] = 22+ 2128 + 2kt
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6.6 Relacions dobles finites

Donades dues paraules wy i wo de H°, tenim, per tant, que
Z(w1 LIJwg) = Z(w1 * wg).

Les relacions obtingudes s’anomenen les relacions dobles finites.

El primer exemple és

46(3,1) +2¢(2,2) = 20(2,2) + ((4) (=¢(2)%),
d’on tenim que 4¢(3,1) = ((4).

Observacié important: Hi ha altres relacions a més d’aquestes.

6.6.1 Exemples. Les igualtats ((2,1) = ¢((3) 1 4¢(2,2) = 3((4) no
s’obtenen de les relacions d’abans.

Podem obtenir més relacions considerant elements de $', que cor-
responen a sumes divergents.

6.6.2 Observacio. Siw € 5’)0, aleshores
yxw=yw+w amb w €.
6.6.3 Observacié. Si w € $H°, aleshores
yww=yw+w" amb w” e H’
6.6.4 Corollari. Per a tot w € $H°, ésyww —y*xw € H.

6.6.5 Teorema. (Zagier) Per a totw € $°, és Z(y ww —yx*w) = 0.

Conseqiiéncia: Tenim més relacions entre els valors zeta multiples.

6.6.6 Conjectura. Les relacions segiients:

per a tot wy,ws € H°, Z(wy wwy — wy * wy) = 0,
per a tot w € H°, Z(yww —yxw) =0,

generen totes les relacions sobre Q que hi ha.
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6.6.7 Exemple. Prenem w = xy en el teorema anterior. A partir
de yway = yry +2xy? ide y*xwy = 21 * 20 = 2129 + 2021 + 23 =
yxy + xy? + 22y, tenim que

yLLI.’Ey*y*I'y:.Iy2*IE2y.

Com a conseqiiéncia, ((2,1) = ((3).

6.6.8 Exemple. Prenem w = 2%y en el teorema anterior. A partir
de y wzly = yrly+ayry+222y% i de yxa?y = 21 %23 = 2123+ 2321 +
24 = ym2y+x2y2—|—$3y, tenim que y w ny—y*xzy = wyxy+a:2y2—x3y.
Com a conseqiiéncia, ((2,2) 4+ ((3,1) = ((4).

6.6.9 Exemple. Prenem w = 272 en el teorema anterior. Obtenim
que ¢(2,2) +¢(3,1) =¢(2,1,1).

6.6.10 Corollari. (dels exemples i de la irracionalitat) La dimensid
sobre Q de cadascun dels espais vectorials Z, generats pels valors
multizetes de pesos n = 2,3,4 és igual a 1, i estan generats per ((n).

6.7 Relacions dobles generals

Anem a estudiar més relacions entre valors multizeta, aquest cop
utilitzant series divergents sortint d’elements qualssevol de $H', i no
només els de la forma y wx?. Per a fer-ho necessitem dos resultats
sobre ’estructura de xy com a anell commutatiu, tant pel producte
escartejat w com pel producte harmonic .

6.7.1 Teorema. (Reutenauer 1993 [5]) Se satisfa que regl, : H}, =
A9 [T], com a Q-algebres, en aplicar y en T i $H° en ell mateir. O
sgut,

1. Peratotw € $H', In > 0 tal que, per a toti =0,...,n, existeix
w; € H° tal que

n
w = g w; wy
=0
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2. Es morfisme d’anells, o sigui

n+m

n m
O wiwy ™) w> ujwy ™)y =>" v uy ¥,
i—0 =0 k=0

ON U = Y 4 jop Wi Wj.
6.7.2 Observaci6. y '™ = nly™.

6.7.3 Teorema. (Hoffman 1997 [3]) regl : ! = H[T] com a Q-
algebres, en aplicar y en T i $° en ell mateiz.

Exercici: y*? = 2y% + zy, y*3 = 69> + 3yzy + 3zy? + 22y.
6.7.4 Corollari. Ezisteizen dos morfismes d’anells
Z% 9l — R[T],
Z*: 9l - R[T)

tals que apliquen y en T i estenen el morfisme Z : $H° — R.

El teorema del Zagier d’abans s’interpreta aixi:
7% (w) = 7*(w),
si w = yw' amb w' € HP.
Potser podriem pensar que Z" (w) = Z*(w) és sempre cert per a

tot w € x'. Perd I'exemple segiient ens mostra que aixd no és aixi.

6.7.5 Exemple.

y T2 (2

Y =2y +ay=Z (y2)=2—(2),
T2

yw2=2y2:>2w(92):7-

6.7.6 Definicié. Considerem

Alu) = exp (Z <‘”"<<n>un) =3k € R
k=0

n

n=2

Tenim que

A(u) = e’ T (14 u), per a |u| <11~ la constant d’Euler.
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Tenimque'mzl,’n:O,’m:@,732—@774=$+

(27

g e

6.7.7 Definicié. Considerem el morfisme R-lineal p : R[T] — R[T]
determinat per

™ — - ™k f o1l Tu —A Tu
P\ T '_kZO’Yk(n—k)!’OSIgmp(e ) = Au)e™ ™.

El teorema principal de I'article de Thara, Kaneko i Zagier [4] és
el segiient.

6.7.8 Teorema. (Ihara-Kaneko-Zagier) Se satisfa que
Z% (w) = p(Z*(w)).

6.7.9 Exemple. Tenim que
2
2% (ey) = “D12 —ac2 )7 +3¢(2,1,1),

i que

2y = 212 @+ cenr+ v e e,

D’altra banda,
p(T?) =T? +((2),

i, per tant, deduim del teorema que
¢(3) =¢(2,1)
i que

3¢(2,1,1) = C(;) + C(;) +¢(3,1) +¢(2,1,1).

La demostracio del teorema 6.7.8 utilitza, entre altres coses, unes
funcions de les quals Zagier té forca resultats: els polilogaritmes.
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6.8 Polilogaritmes

6.8.1 Definicié. El polilogaritme associat a (ny,ng,...,ng) és

. tal
Ll(n1,n27---7nk) (t) == Z a™ g

a ... ank :
ar>>ap>0 1 k
6.8.2 Lema. (Representacio integral) Sin = nj+---+nyg, aleshores

Lty (£) = / - / wi(t)wa(ta) - wn(tn),

E>t1 > >t >0
on w;i(t) =dt/(1 —t) sii=ny,ny+ng,- - ,n; w(t) =dt/t sino.
6.8.3 Observacié6. 1. Li;(t) =log(1/(1 —1t)).

2. Li(nl,nz,...,nk)(l) = C((nl,ng, .. .,nk)), sing > 1.

6.8.4 Definicié. Definim el valor multizeta truncat fins a M com

1
CM(nl,'I’LQ,...,'I’Lk) = Z ni

(1/ “ e ank ’
M>a1>>ap>0 1 k

Tenim aleshores que el producte harmonic s’estén als valors mul-
tizeta truncats, obtenint que

Cu(m)Cu(n) = > Culn”).

certes n’/

D’altra banda, pel producte escartejat tenim que el producte
de polilogaritmes també s’expressa com a suma de polilogaritmes,
seguint la regla del producte escartejat:

Lin(£) Lip () = Y Ligo(t),

certes n'’

Aix0 es relaciona amb els valors multizeta truncats utilitzant la
férmula segiient:

Lin(t) = (1= 1) Y Cu(n)t ",
M=1
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Els dos lemmes segiients sén clau en la demostracié del teorema
6.7.8.

6.8.5 Lema. Es té que
Cu(n) = Z*(n)(log(M) + ) + O(M ™' log” (M),

Lin(t) = 7% (n)(08(;—)) + O((1 — 1) log? ().

t 1—-t
6.8.6 Lema. Si P(T) e R[T] 1 Q(T) = p(P(T)), aleshores
leP(log(M) + )t = T Qlog(;—)) + Olog” (+—)-

6.8.7 Notacié. Definim les regularitzacions com
regly 9y = 9 (7],
regy, = regﬂ |T=0 * fﬁu - 350»
reg! : 91 = 9T,
reg, = reg) |p—o : 91 — 9.
6.8.8 Exemple.
T2

regiy (v)) = =, regw (v°) =0,
T2 2y Ty
regl (y°) = 5 5 o Te8uw (v°) = 5

6.8.9 Proposicié. (Férmules explicites per a les regularitzacions)
Per a tot m > 0 ¢ tot w6 de 551, tenim que

0 Tm—l

regly (y"zwp) = Y _(—1)'a(y’ W)
1=0 '

regy, (y"zwy) = (1) z(y™ wuwp).

Siwg € HY, tenim que
m

reg u (y™wo) = _(=1)'y" wy™ o,
=0
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6.9 Equivaléncies

Un dels resultats principals de ’article de Thara, Kaneko i Zagier és
una llista de afirmacions equivalents a la férmula del teorema 6.7.8.

6.9.1 Teorema. Suposem sabudes les relacions dobles finites. Aleshores
les segiients propietats son equivalents:

(1) Z¥ (w) — pZ*(w) = 0, per a tota w € H'.
o (Z%(w) = pZ*(w))ir=o = 0, per a tota w € H.
2) ZY (w1 wwo — wy * wo) = 0, per a tota wy € H' 7wy € H°.

)
3) Z(regy, (w1 wwo—wi *wp)) = 0, per a tota wy € H i wy € H°.
4) El mateiz canviant w per .

)

(
(
(
(5) Z(regy, (y™ *wp)) = 0, per a tota wy € HO.

Aquest resultat, de fet, es pot aplicar a qualssevol morfismes Z*

i Z" en un anell de caracteristica zero.

D’aquest resultat es poden deduir alguns resultats coneguts, i
d’altres menys coneguts. Un d’ells és ’anomenat teorema de la suma,
que va ser demostrat per primer cop per Andrew Granville. Es una
generalitzacié d’un resultat d’Euler 6.3.1, qui ho va demostrar per al
cas k = 2.

6.9.2 Proposicié. Sigui S(m,k) la suma de tots els monomis a $°
de pes m i profunditat k. Aleshores, sim >k + 1> 2, tenim que

(1) regy (4* 2™+ 1y) = S(m, k + 1) — S(m, k).

DEMOSTRACIO. Tenim que
S(m, k) = (=D (y* wa™ " 2)y.

D’altra banda, tenim que

k k—1
k m—k—1, __ i, m—k—1, k+1—1 i om—k, k—j
y* y=> vz YTy Ty Ry
i=0 =0
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i, com que,
regy, (y°a"y°) = (—1)%@(y" wa""'y°),

obtenim el resultat.

6.9.3 Corollari. (El teorema de la suma de Granville [2]) La suma
de tots els valors multizeta de pes fixat n i profunditat fizada < n és
igual a ((n). O sigui, fitada k < n tenim que

Z C(niy...,ng) =C¢(n).

ni+--4+ng=n
6.9.4 Exemple. ((2,1) = ((3),
C(Sv 1) + C(2’ 2) = <(4) = C(27 L, 1)'

DEMOSTRACIO. Per I'tltima de les equivaléncies, tenim que
Z((—1)" regy (v x 2™ *1y)) = 0.

Per tant,

6.9.5 Conjectura. Les uniques relacions entre els valors de les fun-
cions multizeta s’obtenen d’igualar

Z% (w) = p(Z*(w)), per a tot w € HL.
O bé, equivalentment, el nucli del morfisme
Z: 9" — Z:=(C(n1,na,...,ng) | n1 > 1,m; > 1V4,Vk > 1)g

és igual a
ker(Z) = {regy, (y™ * wo) | Ywo € H°}.

La conjectura 6.6.6 que hem anunciat abans és equivalent a

6.9.6 Conjectura. Se satisfa que

ker(Z) = {regy, (y * wo) | Ywo € H°}.
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Com a conseqiiencies de qualsevol de les conjectures anteriors,
obtenim les conjectures segiients, que formen part del folklore.

6.9.7 Conjectura. Dos valors multizeta de pesos diferents son line-
alment independents sobre Q. O sigui, Z = @,, Z,,, com a Q-algebra.

Per tant, tenim que els valors ((nq,...,ny) sén sempre transcen-
dents.

Per exemple, ((2)? i ((3)? sén independents sobre Q.

6.10 Dimensions

Una de les iltimes coses que fan en 'article és estudiar i demostrar
alguna petita cosa sobre quines poden ser les dimensions de 1’espai
generat per les multizetes de pes fixat. El resultat que esperen provar
ve donat per una conjectura famosa.

6.10.1 Conjectura. (Zagier, Broadhurst-Kreimer) La dimensié so-
bre Q de Z, ésd,,ondy=1,d1 =0,do=11id, =dy_o+ d,_3.

Aquesta conjectura va sorgir de 'estudi de les multizetes de pro-
funditat < 2.

6.10.2 Corollari. Suposem certa la conjectura 6.10.1. Aleshores,
els valors segiients son linealment independents sobre Q i generen
Zgloi

De fet, hi ha una conjectura que, si fos certa, justificaria la con-
jectura 6.10.1, i que explicitaria una base per als espais Z,.

6.10.3 Conjectura. (La conjectura de la base (Hoffman)) Tot valor
multizeta pot ser escrit com a suma de miiltiples racionals de valors
multizeta que sols continguin 2 i 3.
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A diferéncia de la conjectura 6.10.1, aquesta conjectura pot ser
atacada per a metodes purament algebraics, estudiant com sén els
espais equivalents a $'.

6.10.4 Exemple.

252 672 528
= 70(3,2,2) + —((2,3,2) + —=-((2,2,3).

Com a conseqiiencia de la conjectura de la base i de la dimensid
tindriem que

6.10.5 Conjectura. Els valors multizeta que sols contenen 2 i 3 sén
tots linealment independents sobre QQ i generen Z.

Sobre la conjectura sobre les dimensions, tenim un resultat que
ens déna una de les desigualtats.

6.10.6 Teorema. (Goncharov, Terasoma [7])

dimg(Zy) < d.

Finalment, voldria mencionar un dels teoremes de Zagier sobre
valors multizeta, que en certa manera generalitza el calcul d’Euler.

6.10.7 Teorema. (Teorema de la paritat, Zagier) Tot valor de les
funcions multizeta amb pes n i profunditat k, si n % k(mod 2), és
combinacid lineal de wvalors amb profunditat menor i productes de
valors amb pes menor.
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