Capitol 2

El Arbol de Bruhat-Tits
asociado a un grupo de
Schottky

Introduccion

El objetivo de este capitulo es asociar, a cada subgrupo de Schottky
I', un arbol T, junto con una acciéon I' O Tr. Esencialmente, segui-
remos la exposicién del paragrafo §1 de [10]. No presentaremos las
pruebas completas, que el lector puede consultar en [10], sino que nos
centraremos en motivar las definiciones y tratar de dar una idea de
las demostraciones de los resultados principales.

En [10] se trabaja con un anillo local A, dominio de integridad,
Noetheriano, integramente cerrado y completo. Nosotros considera-
remos a menudo el caso particular en que A es un anillo de valo-
racién discreta (es decir, el caso en que la dimensién de Krull es 1,
cf. [13], Prop. 9.2). Este caso resulta técnicamente més sencillo, y
lo utilizaremos con frecuencia para ilustrar los conceptos principales.
Utilizaremos el siguiente convenio: cuando trabajemos en el contex-
to general, denotaremos por A al anillo local y por K4 a su cuerpo
de fracciones. Cuando nos limitemos a considerar el caso en que la
dimensién de A es 1, denotaremos por O al anillo A y por K a su
cuerpo de fracciones.
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En la primera seccién introduciremos la nocién de drbol. A con-
tinuacién, en la segunda seccién nos centraremos en un caso Sim-
ple, el arbol asociado al grupo PGLg(K), donde K es un cuerpo
local. En la tercera secciéon generalizaremos este concepto a subgru-
pos de PGLy(K), lo que motivard la definicién de grupo de Schottky.
Finalemente, en la cuarta seccién trabajaremos con subgrupos de
PGL2(K4); enunciaremos el resultado que asocia un arbol a cada
grupo de Schottky plano, e ilustraremos algunos conceptos asocia-
dos.

2.1 Arboles

2.1.1 Definicién. 1. Un grafo es una pareja X = (V, ), donde:

e ) es un conjunto, cuyos elementos se denominan vértices,

o & = {E(V,V2) : V1,V4 € V}, donde, para cada par de
vértices V1,Vo € V, E(V1,V3) es un conjunto, cuyos ele-
mentos se denominan aristas.

2. Un grafo X = (V, &) se dice no orientado si, para todo V1, Vs €
V) E(‘/la VQ) - E(‘/qu ‘/l)

En todo este capitulo trabajaremos con grafos no orientados.
Identificaremos por tanto E(Vi, Va) y E(Va, V7).

2.1.1 Ejemplo. 1. Camino: Sean € N. Definimos el grafo X =
(V, &) del siguiente modo:

e Vértices: {0,...,n}.

e Aristas:

B, j) {1}sij=i+loi=j+1

L,7) = .

’ () en cualquier otro caso

Es decir, es el grafo formado por n+1 vértices; los vértices estan
unidos por aristas si y sélo si son consecutivos. Los vértices 0y
n juegan un papel especial: son los extremos. Debajo tenemos
una figura para el caso n = 5.
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2. Ciclo: Sea n > 3. La idea ahora es definir un camino cerrado,
es decir, conectar los dos extremos. De forma méds precisa,
definimos el grafo X = (V, ) del siguiente modo:

e Vértices: Z/nZ.

e Aristas:

E(z’,j):{{l} sia+1—be(n)ob+1—ac(n)

() en cualquier otro caso

Debajo tenemos una figura para el caso n = 6.

Antes de introducir la nocién de arbol, necesitamos definir el con-
cepto de grafo conexo. Para esto haremos uso de la nocién de sub-
grafo.

2.1.2 Definicién. Sea X = (V,€) un grafo no orientado.
1. Un subgrafo de X es un grafo X’ = (V',£’) no orientado, tal
que:

eV CV,
e Para todo V4,Vo € V', E'(V1, Vo) C E(V4, V).

2. X se dice conezo si, para cada par de vértices V7, Vo existe un
subgrafo de V' que es un camino con extremos en Vi y V5.

3. Un drbol es un grafo no orientado conexo que no contiene ciclos.
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El nombre de arbol viene dado por el hecho de que estos grafos
guardan una cierta similitud con los arboles, como se puede apreciar
en la siguiente figura.

N/

2.1.2 Nota. Una propiedad de los arboles, de la que haremos uso
con frecuencia, es que, dados dos vértices Vi y Vs, existe un tnico
camino que los une. En efecto, la existencia se debe a que un arbol es,
por definicién, conexo. La unicidad se debe a que, si existieran dos
caminos distintos conectando Vi y Vs, podriamos combinarlos para
obtener un ciclo. Pero los arboles no contienen ciclos.

Para finalizar la seccién, introducimos una serie de nociones que
seran utiles mas adelante cuando estudiemos arboles con un nimero
infinito de vértices:

2.1.3 Definicién. Sea T un arbol.

1. Un semicamino de T es un subgrafo de la forma

2. Dos semi-caminos son equivalentes si difieren en un ntmero
finito de vértices.

3. Una punta de T es una clase de equivalencia de semi-caminos.

4. La frontera de T, denotada por 9T, es el conjunto de las puntas
de T.

Para visualizar un elemento de la frontera de un arbol T', podemos
tomar un representante como en la figura ...
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| .

.. teniendo en cuenta que podemos cambiar un nimero finito de
Vertlces y obtenemos la misma clase, como por ejemplo:

| -

RN A S U

/N

2.2 El arbol asociado a PGLy(K)

Sea K un cuerpo local (es decir, un cuerpo dotado de una valoracién
discreta v, respecto de la cual es completo, y tal que el cuerpo residual
asociado a v es finito). Consideremos un subgrupo I' C PGLy(K).
Nuestro objetivo en esta seccién y la siguiente es asociar un arbol
Tr a I', y dotarlo de una acciéon I' O Tr. La idea fundamental serd
considerar el conjunto de todos los reticulos 2-dimensionales sobre K,
y utilizar la accién de I' sobre este conjunto.

Para las primeras definiciones, nos situaremos en el contexto ge-
neral siguiente:

2.2.1 Sea A un anillo local, dominio de integridad, Noetheriano,
integramente cerrado y completo, my4 el ideal maximal de A, k4 el
cuerpo residual A/my y K4 el cuerpo de fracciones de A.
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2.2.1 Definicién. Sea A como en 2.2.1. Un A-reticulo es un sub-
A-médulo M C K4 x K4 libre de rango 2. Denotamos por A al
conjunto de todos los A-reticulos.

Sea {e1, ez} la base candnica de K4 X K4. Tenemos una accién
natural de GLa(K4) sobre K4 x K 4 definida como sigue: para cada

v = (i Z) y para cada u = uMe; + uPey,

a b\ [u® au® + bu?
vu= (c d) (u(2)> - <cu(1) +du(2)>
= (auV + bu@)e; + (cu™ + du)e,
Esta accién da lugar a una accién de GLy (K 4) sobre A; para cada

v € GLa(K4) y cada M € A, definimos

v-M={y-u:ue M}.
Para definir una accién del grupo PGLg(K4), recordemos que

PGLy(K4) = GLo(K4)/ { (3 g) e K;} .

Definimos pues una relaciéon de equivalencia sobre el conjunto A de
los A-reticulos del modo siguiente:

lengHa)\EKz : My = A\Mos.
y consideramos el espacio cociente
AO = A/~

Denotaremos por [M] la clase de un A-reticulo M. De esta forma, la
accién de GLa(K 4) sobre A induce una accién de PGLa(K 4) sobre
A0,

La idea fundamental es tomar el conjunto A® como el conjunto
de vértices del arbol asociado a PGLy(K 4); ya tenemos la accién de
este grupo sobre el conjunto de vértices (esta idea, como veremos
luego, funciona sélo si la dimensién de Krull de A es 1). El siguiente
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concepto que necesitamos es una nocién de distancia entre vértices
(i.e. entre dos clases de reticulos). En el resto de esta seccién y en
la siguiente, nos centramos en el caso en que la dimensién de A es 1;
mds adelante veremos de qué forma puede generalizarse el desarrollo
a dimensién superior.

Supongamos pues, de ahora en adelante, que A = O es un anillo
de valoracion discreta completo y K = K 4 es un cuerpo local. Sean
M, N C K x K dos O-reticulos. Cémo podemos comparar M y N?
Una primera idea seria considerar la relacion de inclusién. Sin em-
bargo, esto no da lugar a un orden total: podria ocurrir que M ¢ N
v N ¢ M. La siguiente proposicién nos ayudara a dar una respuesta
més acertada a esta pregunta.

2.2.2 Proposicion. Sean M, N dos O-reticulos. FExiste una base
{ui,u2} de M vy existen enteros a,b tales que

N = <7r“u1, 7TblI2>(/)

Los enteros a y b no dependen de la base {uy,u2} de M escogida.

DEMOSTRACION: Puesto que M y N son finitamente generados, exis-
te un entero ¢ € Z tal que 7°N C M. El teorema de estructura de los
modulos finitamente generados sobre un dominio de ideales principa-
les nos proporciona una base {u;,uz} de M y enteros ag, by € N>g
tales que 7N = (7%uy, 7rb0u2>@. Los enteros a :=ag—cy b:=byg—c
y la base {uj,us} de M satisfacen las condiciones requeridas. O

2.2.3 Nota. Sean M = (u;,wm)o y N = (r%y,n’us)p dos O-
reticulos. Supongamos que b > a. Tenemos entonces que N es
equivalente a 77N = (uy, 7 %uz)o € M. Podemos considerar el
cociente de estos dos reticulos, y obtenemos

M/m7%N ~ O/=x"~?0.
2.2.2 Definicién. Definimos la aplicacién distancia
d: A(O) X A(O) — Nzo.

que, a cada par de clases de equivalencia [M], [N] € A©), le asocia la
cantidad |a — b|, donde a,b € Z satisfacen que existe una O-base de
M, {uy,uz} tal que {7%u, 7’us} es una O-base de N.
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El siguiente lema se demuestra de manera elemental:

2.2.4 Lema. La aplicacion d : A©) x A©) — N>¢ estd bien definida
y es una distancia sobre A,

Dadas dos clases [M], [N], suele resultar 1til considerar represen-
tantes satisfaciendo una cierta compatibilidad (como en la Nota 2.2.3,
por ejemplo).

2.2.3 Definicién. Diremos que los representantes M y N de dos
clases [M], [N] € A©) estén en posicién estdndar si se verifica que

M > N > gd(MLIND pf,

Tenemos ya todos los elementos para definir el grafo asociado a
PGLy(K).

2.2.4 Definiciéon. Sea K un cuerpo local. Definimos el grafo aso-
ciado a PGL2(K) del siguiente modo:

e Vértices: Elementos de A(®),
e Aristas: Para cada par de vértices [M], [N], definimos

{1} si d([M],[N]) =1
E([M],[N]) = .
0 en cualquier otro caso.
2.2.5 Proposicién. El grafo T asociado a PGLo(K) es un drbol.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que 7' es conexo. Sean
[M],[N] € A©: tenemos que mostrar la existencia de un camino con
extremos en [M] y [N]. Sean M, N dos representantes en posicién
estandar. En particular, N C M. Consideremos la descomposicién
de Jordan-Holder del O-mdédulo M/N:

N=M,CcM, 1C---CMy=M,
donde para cada i = 1,...,n se satisface que M;1/M; ~ O/7O.

Consideremos el subgrafo cuyos vértices son las clases de los O-
reticulos [M;], ¢ = 0,...,n y cuyas aristas unen las clases [M;] y [M;]
siy sOlo si ¢y j son indices consecutivos.
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Es fécil ver que constituye un camino con extremos en [N] y [M].

Veamos ahora que T no tiene ciclos. Supongamos que existe un
subgrafo de T" que es un ciclo, digamos con vértices [My,. .., [M,]
(n > 2), y aristas conectando [My] con [M;], [M;i] con [My], ...,
[M,,—1] con [M,] y [M,] con [Mj]

Tenemos entonces que d([M,], [Mp]) = 1 (ya que estdn unidos
por una arista). Por otra parte, como d([M;+1],[M;]) = 1 para todo
1 =0,...,n — 1, tenemos que escogiendo representantes adecuados
M; de cada clase [M;], la cadena

M, C M,_1 C---M; C My

es una descomposicién de Jordan-Hélder, y por tanto

M/My ~ O /70,

de donde se deduce que d([M,], [Mp]) = n > 2, lo cual nos propor-
ciona una contradiccion.

a
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2.3 El arbol asociado a un subgrupo de
Schottky de PGLy(K)

Una vez que hemos definido el &rbol T asociado a PGLy(K'), podemos
preguntarnos si, dado un subgrupo I' de PGLy(K), podemos definir
un arbol TT que verifique las siguientes condiciones:

e El conjunto de vértices de Tt es un subconjunto de A(©).

e 1T estd dotado de una accién de I' inducida por la accién de
PGLy(K) sobre A,

o Tt es “pequeno” en relacién con I': maés precisamente, el co-
ciente del nuevo arbol por la accién de I' es un grafo finito.

Naturalmente, si nos olvidamos de la iltima condicién, el propio
arbol T nos valdria, sea cual sea el subgrupo I'.

En primer lugar nos centraremos en la siguiente pregunta: ; Qué
subconjunto A&O) de A resultard adecuado para formar el conjunto
de vértices del arbol?

Para contestar a esta pregunta, necesitamos informacién extra;
concretamente, necesitamos saber como se definiran las aristas del

nuevo arbol. Dados dos vértices [M] y [N] en ASFO), acordaremos
colocar una arista entre [M] y [N] si el camino que los une en el arbol

. ., ;o 0
T no contiene ningin otro vértice de Ag ).

La siguiente definicién recoge esta nocién de manera mas formal:
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2.3.1 Definicién. Sea Afko) c A un subconjunto. Diremos que

dos vértices [M],[N] € A son adyacentes si, para todo vértice
0

(L) € A, d([M],[N]) > d([M], [L]) + d([L], [N]).

Ahora bien, dado cualquier subconjunto A&O) c AO ; conduce
este procedimiento siempre a un arbol? Consideremos la siguiente
situacién. Supongamos que tenemos tres vértices [M], [N], [L] en el
arbol T como se indica en la figura:

Hemos senalado en naranja el camino que conecta [M] y [L], y en
amarillo el camino que conecta [M]y [N]. Vemos que los dos caminos
se cortan en un vértice del arbol T. En este caso, el procedimiento
indicado arriba para definir las aristas da lugar a un ciclo, luego el
grafo resultante no es un arbol.

La siguiente nocién evita precisamente este tipo de situaciones.

2.3.2 Definicién. Diremos que un subconjunto ASFO) de A estg
ligado si se verifica la siguiente condicién: para todo [M], [N], [L] €

A&O) y representantes M, N y L tales que se satisfacen

M > N > gdMLIND pf
M > L > xd(UMLILD pr

)

se tiene que la clase del O-reticulo N + L pertenece a A&O .

En el ejemplo anterior, el vértice en el que se cortan los caminos
que conectan a [M] y [N] y a [M] y [L] se corresponde con la clase
de [N + L] (donde los representantes M, N y L se eligen como en la
Definicién 2.3.2).
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La importancia de la nocion de conjunto ligado reside en que cual-
quier subconjunto ligado de A define de forma natural un &rbol.

2.3.1 Teorema. Sea A&O) un subconjunto ligado de AY). Existe un
arbol Ty, cuyos vértices son los elementos de ASFO), y cuyo conjunto de
aristas estd definido de la forma siguiente: dos vértices [M],[N] €

0 . . . ) P
Afk ) estdn unidos por una arista st y solo si son adyacentes.

DEMOSTRACION: Este teorema es un caso particular del Teorema
1.13 de [10], cuando K es un cuerpo local. O

Las dos tltimas condiciones que queremos pedir al arbol Tt tratan
., 0 . ., ,
sobre la accién de I' sobre Ai ). Vamos a estudiar esta accién mas
detenidamente.

Recordemos que la accién de PGLy(K) sobre la clase de un O-
reticulo M viene inducida por la accién de GLa(K) sobre K x K. De-
notemos por proj : K x K — P!(K) la proyeccién natural. Tenemos
entonces que PGLo(K) acttia sobre P!(K); concretamente, dado un
elemento x € P}(K) con coordenadas homogéneas x = (z1 : x2) y da-

do~ = <(Z b> € PGLg(K), definimos v-x = (ax] +bxs : cxy+dxs).

d
x a b\ (xz1\ _ [axi+ bxo
TX=Ae d xo)  \cxy + dxo
Sea M = (uj,u2)p un O-reticulo. Notemos que la clase [M] €
A©) no estd determinada por los elementos proj(uy), proj(ug). Por

ejemplo, no es cierto que exista A € K* tal que se tenga la igual-
dad (e;,me2)o = A{eq,e2). Necesitamos un tercer elemento de M
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para poder determinar [M] a partir de las proyecciones. Tomemos
u3 = biuy + baug con by, be € O*. Entonces [M] estd univocamente
determinada por el conjunto {proj(u;), proj(usz), proj(us)}. Podemos
precisar este hecho de la forma siguiente.

2.3.2 Lema. Sea M = (uj,u)p un O-reticulo, y sea ug = bjuj +
boug con by, by € OX. Escojamos preimdgenes 0; € proj ! (proj(u;)),
1=1,2,3. Sean a1, € K tales que

ﬁg = alﬁl + a2ﬁ2

Entonces existe A € K* tal que

<O{1ﬁ17 OéQﬁQ, i\»i3>(9 - )\M

De hecho, se verifica un cierto enunciado reciproco: dados tres
elementos de P'(K), queda determinada una clase de reticulos, tal
como se indica en la siguiente definicién.

2.3.3 Definicién. Sean Py, P>, P3 € P!(K) tres puntos, y escojamos
u; € proj_l(Pi). Sean a1, a9, a3 € K tales que

aju; + asus + azug = 0.
Se define la clase de reticulos asociada a Py, Py, P3 como
[M(Pl, Py, Pg)] = [{a1a1u1 + asapug + azazusy : ai, a,a3 € O}]

La clase de reticulos asociada a P;, P, P3 no depende de las preima-
genes u; de P; escogidas ni de los escalares aq, ag, a3 escogidos.

Esta definicién nos permite construir subconjuntos A&O) c A
estables por la accién de I'. Concretamente, si X C P1(K) es un sub-

)

conjunto estable por la accién de I', entonces el subconjunto Ay’ :=
{[M(Py, Py, P3)] : P1,P5,P; € X} es también estable por la accién
de I'. Siguiendo esta estrategia, podemos formular la siguiente defi-
nicion.

2.3.4 Definicién. Sea I' C PGL2(K) un subgrupo. Definimos los

subconjuntos asociados a I':

Yr:={P ePYK): existe y €I tal que v- P = P}.
A = (M (P, Py, P3)| : Py, Py, P € Sr}.
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El conjunto Al(ﬂo) es nuestro candidato para formar el conjunto de

vértices del arbol asociado a I'. La segunda condicién que queremos
pedirle al arbol asociado a I', es decir, la existencia de una accién
de T" sobre el arbol, se cumpliria por definicién de A%O). Recordemos
que necesitamos que A(FO) sea un conjunto ligado. Para asegurar que
se satisface esta condicion, tendremos que restringirnos a una familia

particular de subgrupos de PGLo(T'): los grupos de Schottky.

2.3.5 Definicién. Diremos que un elemento v € PGLy(K) es hi-

perbalico si pertenece a la clase de conjugacién (en PGLg(K)) de un

elemento de la forma
A O
0 X

tal que el valor absoluto de A; es distinto del valor absoluto de Aso.

Equivalentemente, v € PGL2(K) es hiperbdlico si

‘ (traza(y))?
det()

2.3.6 Definicién. Sea K un cuerpo local. Diremos que un subgrupo
I' C PGLy(K) es un grupo de Schottky si se satisfacen las condiciones
siguientes:

> 1.

1. T" es finitamente generado.

2. Todo v € T" distinto de la identidad es hiperbdlico.
2.3.3 Proposicién. Sea I’ un grupo de Schottky. Entonces Afﬂo) estd
ligado.

DEMOSTRACION: Es un caso particular del Teorema 1.12 de [10]
cuando K es un cuerpo local. O

Finalmente podemos enunciar el resultado principal sobre la exis-
tencia del drbol asociado a un subgrupo de Schottky de PGLa(K).

2.3.4 Teorema. Sea I’ C PGLa(K) un subgrupo de Schottky. Existe

. , .y 0 .
un arbol I, cuyo conjunto de vértices es A% ), dotado de una accion

de T, tal que T /T es un grafo finito.
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DEMOSTRACION: La existencia de un drbol T cuyos vértices son los
elementos de A%O) y dotado de una accién de I' se sigue del hecho

de que Al(ﬂo) estd ligado. Para probar que T /T es finito, se escoge
un conjunto finito de generadores de I' (podemos hacerlo porque I
es finitamente generado por definicién), digamos {v1,...,7 -}, y un
punto P € A(FO). Consideremos los caminos C1, ..., C, que unen a P
con cada P; := ~; P. Definimos ahora subgrafo (finito) S de Tr:

Conjunto de vértices := |J;_,;{P : P es un vértice de C;}
Conjunto de aristas := |J;_;{A : A es una arista de C;}.

Se puede demostrar (véase la prueba del Teorema 1.23 de [10], en el
caso particular en el que K es un cuerpo local) que la proyeccién de
S mediante la aplicacién Tt — T /T es todo el grafo Tp/T" O

2.3.5 Nota. La accién de un grupo de Schottky I' sobre Tt es libre
(véase el Corolario 1.16 de [10]); de aqui se sigue que I' es un grupo
libre. Esta condicién se incluye a veces en la definicién de grupo de
Schottky.

2.4 El arbol asociado a un subgrupo de
Schottky de PGLy(K4)

En esta seccién volvemos a la situacién general considerada por Mum-
ford en [10] (cf. (2.2.1) en la seccién 2.2); es decir, A es un anillo local,
dominio de integridad, Noetheriano, integramente cerrado y comple-
to, pero con dimensién arbitraria (y no igual a 1 como en la seccién
anterior). Nuestro objetivo ahora es reproducir el trabajo realizado
en la seccién anterior, pero en este contexto mas general, con el fin
de demostrar un teorema analogo al Teorema 2.3.4 en esta situacion.

Sea A := A/ ~ el conjunto de A-reticulos libres de rango 2,
médulo la relacién de equivalencia definida al principio de la seccién
2.3. Recordemos que lo primero que hicimos para empezar a traba-
jar fue definir una nocién de distancia entre dos clases de reticulos;
fue en este punto cuando, completamente a propdsito, comenzamos
a trabajar con la hipétesis dim(A) = 1. La razén es la siguiente: su-
pongamos que la dimensién de A es arbitraria, y tomemos dos clases
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de reticulos [M], [N] € A®). Tratemos ahora de escoger dos repre-
sentantes en “posicién estandar”: jexiste o € my, M € [M], N € [N]
tales que

M>DNDa-M?

La “profundidad” a la que « esté situado en el ideal maximal m 4
podria darnos una nocién de distancia. Sin embargo, en general, la
respuesta es no. Esto complica considerablemente la teoria cuando la
dimensién de A no es 1. Lo primero que tenemos que hacer es definir
una nociéon de compatibilidad, que nos permita comparar reticulos
cuando son compatibles.

2.4.1 Definicién. 1. Sean [M],[N] € A, Diremos que son
compatibles si dados representantes M y N, existe una A-base
{ui,us} de M, A € K} y a € A tales que {Auy, Aaus} es una
A-base de N. En este caso, definimos la distancia entre [M] y
[N] como

p([M],[N]) := («) € {ideales de A}.

2. Diremos que un subconjunto Aio) de A es compatible si, para
todo [M],[N] € ASFO), [M] y [IN] son compatibles.

3. Sean [M], [N] compatibles. Diremos que dos representantes
M y N estdn en posicion estdndar si existe a € A tal que
M>NDa-M.

Naturalmente, para hacer el punto 3 de esta definicién completa-
mente satisfactorio, hay que notar que, dadas dos clases [M], [N] com-
patibles, siempre existen representantes M, N en posicién estandar.
Esto se sigue de la definicién de clases compatibles.

2.4.1 Nota. Observemos que la distancia p toma valores en el con-
junto de los ideales de A; por tanto, no se puede hablar de una
“distancia” en el sentido habitual de la palabra. En el caso en que
la dimensién de A es 1, la existencia de un elemento uniformizante
7 nos permitié pasar de la distancia multiplicativa p a la distancia
aditiva d, que es literalmente una distancia.
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Cuando dim(A) = 1, cualquier pareja de clases de reticulos es
compatible; por tanto no habia lugar para la nocién de compatibili-
dad en ese contexto. Sin embargo, cuando queramos definir drboles
con vertices en A(®) para dimensién de A mayor que 1, tendremos
que restringirnos a un subconjunto compatible. Una vez hecha es-
ta observacion, el desarrollo de la Seccién 2.3 puede generalizarse de
forma casi directa.

2.4.2 Definicién. Sea A&O) c A un subconjunto compatible.

1. Diremos que dos vértices [M], [N] € A son adyacentes si para

todo vértice [L] € A&O), la igualdad entre ideales p([M], [N]) =
p([M],[L]) - p([L], [N]) implica que [L] = [M] o [L] = [N].

2. Diremos que A&O) estd ligado si se verifica la siguiente condicién:

para todo [M],[N],[L] € A y representantes M, N y L tales
que

M>DNDaM

M>DLD>BM

para algunos elementos «, 8 € A, se tiene que la clase del A-

reticulo N + L pertenece a Aio).

Para que esta definicién tenga sentido, es necesario probar antes
un pequeno lema; concretamente, que la suma N + L es un A-reticulo
libre, lo cual no es automatico si la dimensién de A es mayor que 1
(véase la Proposicién 1.9 de [10]).

Enunciamos a continuacién el teorema analogo al Teorema 2.3.1
(véase el Teorema 1.13 de [10]).

2.4.2 Teorema. Sea ASKO) un subconjunto ligado de AO). Eziste un
(0)

arbol T, cuyos vértices son los elementos de A;”, y cuyo conjunto de
aristas estd definido de la forma siguiente: dos vértices [M],[N] €

0 . . . . . .
A£ ) estdn unidos por una arista si y solo si son adyacentes.

A continuacién necesitamos definir la clase de reticulos asociada
a tres puntos de P!(K4). La definicién es calcada al caso en que la
dimension de A es 1.
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2.4.3 Definicién. Sean Py, P, P; € P'(K4) tres puntos, y escoja-
mos u; € proj_l(B). Sean aq, a9, ag € K4 tales que

aju; + asus + agug = 0.
Se define la clase de reticulos asociada a Py, Py, P3 como
[M(Pl, P, Pg)] = [{a1a1u1 + asaigug + agzaizusy :aj, a2,a3 € A}]

La clase de reticulos asociada a P;, P», P3 no depende de las preima-
genes u; de P; escogidas ni de los escalares «aq, ao, a3 escogidos.

2.4.4 Definicién. Sea I' C PGLy(K 4) un subgrupo. Definimos los
subconjuntos asociados a I':

Yr = {P € PY(K,): existe vy €T tal que v- P = P}.
AW .= {[M(P1, Py, P3)] : P1, Py, P3 € £r}.

LEs Al(ﬂo) un subconjunto adecuado para formar el conjunto de
vértices de un arbol? Lo primero que tenemos que asegurar, antes de
entrar en nociones mas finas como la ligadura, es que sea un conjun-
to compatible; si no, no podemos empezar a trabajar con él. Para
que Al(ﬁo) sea compatible, tenemos que restringirnos a una clase de
subgrupos I'.

Sean Py, Py, P3, P, € P'(K4) puntos distintos, y escojamos u; €
proj Y(P;), i = 1,...,4. Escribamos u3 = aju; + asuy; reempla-
zando uy por aju; y us por asus, siempre podemos suponer que
us = uy + uy. Escribamos ahora uy = A\juj + Agus; como \; € Ky,
podemos escribir A; como un cociente de elementos de A. Eliminando
denominadores, y reemplazando us por un multiplo si es necesario,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que uy = aju; + asug,
con ai,as € A.

2.4.5 Definicién. Diremos que un subgrupo I' C PGLo(K 4) es
plano si, para todo Py, P>, P3, Py € Y1 distintos, existen representan-
tes u; de P; tales que

uz = uj + ug
uy = ajuy + agug,

verificando que aj,a2 € A y al menos para uno de los indices i,
a; Q/ my.
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No sé la razén por la cual Mumford denomina planitud a esta
nocién en [10]. La planitud de I' nos garantizard la compatibilidad

del conjunto A%O) .

2.4.3 Proposicion. Sea I' un grupo plano. Entonces A%O) es com-
patible.

DEMOSTRACION: Véase la demostracién de la Proposicién 1.7 de [10],
comprobando que la tinica propiedad que se utiliza de I' es la planitud
(y no el hecho de que sea de Schottky). O

(0)

Para garantizar que A’ estd ligado necesitamos introducir, al
igual que en el caso en que la dimensién de A es 1, la nocién de
grupo de Schottky (plano).

2.4.6 Definicién. Sea A un anillo local, dominio de integridad,
Noetheriano, integramente cerrado y completo y sea K4 su cuerpo
de fracciones. Diremos que un subgrupo I' € PGLy(K4) es un grupo
de Schottky plano si se satisfacen las condiciones siguientes:

1. T es finitamente generado.
2. Todo v € T" distinto de la identidad es hiperbdlico.

3. T es plano.

2.4.4 Proposicion. Sea I' un grupo de Schottky plano. Entonces
Al(«o) estd ligado.

DEMOSTRACION: Ver el Teorema 1.12 de [10]. O

De nuevo, cada subconjunto A&O) de A que esté ligado da lugar

a un arbol T, (véase el Teorema 1.13 de [10]).

Una vez introducida esta nocion, tenemos todos los ingredientes
para formular el teorema de existencia del arbol asociado a I" (Coro-
lario 1.15 y Teorema 1.23 de [10]).
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2.4.5 Teorema. Sea ' C PGLo(K4) un subgrupo de Schottky plano.

Eziste un drbol Tr, cuyo conjunto de vértices es A%O), dotado de una
accion de T', tal que Tr /T es un grafo finito.

Terminamos la seccién estudiando la frontera del arbol 11 asocia-
do a un grupo de Schottky plano I' e introduciendo algunas nociones
relacionadas.

2.4.6 Proposicién. Eziste una inyeccion natural i : 9Ty C PL(K4).
El conjunto X pertenece a i(91r).

La inyeccién funciona del modo siguiente: Dado un semicamino
cuyos vértices son [Mi], [Ma], [Ms], ..., podemos tomar representan-
tes de tal forma que

Mi D My D MgD---

La interseccién de estos representantes M; es un A-mdédulo libre de
rango 1 en K4 x K4. Tomemos un generador u en K4 X Kg; la
proyeccién de este generador sobre P!(K 4) serd la imagen por la
aplicacién ¢ del elemento de la frontera correspondiente al semicamino
dado. Este generador nos proporciona una base muy cémoda para
expresar los distintos médulos M;; tomando un elemento v de M tal
que u— v € maM, se verifica que

M; = (u, a;v) a,

donde «; es un generador del ideal p([M;], [M;]). Los detalles de la
prueba estdn en la demostracién de la Proposicién 1.18 de [10].

En el caso en que la dimensién de A = O es 1, y el arbol es
el drbol T asociado a todo A la inyeccién i : JAOQ) — PHK)
es una biyeccién. En efecto, dado cualquier elemento P € P}(K), y
u € KxK tal que proj(u) = P, escojamos cualquier vector v € K x K
que sea linealmente independiente de u. Entonces la cadena de O-
médulos M; := (u, m'v)o da lugar a un semicamino cuya imagen por
i es precisamente P.

Esta biyeccién nos permite dar una interpretacién nueva de la cla-
se de reticulos [M(Py, P3, P3)] definida por tres elementos Py, Py, P3
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en PY(K). En efecto, [M(P;, Py, P3)] es el tinico vértice V tal que
existen semi-caminos C; en la clase de i~ }(P;), i = 1,2, 3, tales que

Clﬁ02=clﬂ03202ﬂ03={V}

2.4.7 Definicién. Sea Aio) c A un subconjunto ligado y T, el
arbol asociado. Sean P € i(9T.) C PY(K4), V4, V2 € A Diremos
que Vi separa a Vo de P si cualquier semi-camino que represente a P

y contenga a V5 contiene también a Vj

La siguiente figura da una idea visual de la nocién anterior:

Esta nocién se extiende a puntos P que no pertenezcan a la ima-
gen de la frontera, del modo siguiente:

2.4.8 Definicién. Sea Afko) c A un subconjunto ligado y Ty el
arbol asociado. Sean P € PY(K4), [M],[N] € A Diremos que [M]
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separa a [N] de P si existen representantes M y N y u € proj !(P)
talesqueu e M, u € my - N.

Con esta definicién, podemos definir la nocién de base de un punto
de P! (K 4) sobre un subconjunto ligado.

2.4.9 Definicién. Sea ASFO) c A un subconjunto ligado y T} el
arbol asociado. Para cada P € P'(K4), se define la base de P sobre

AY como el conjunto de todas las clases [M] € A tales que no

estan separadas de P por ninguna clase [N] € A&O).

Esta definicién puede resultar extrana, ya que en muchos casos,
ila base de un punto es el conjunto vacio! En efecto, no es dificil
probar la siguiente proposicién (cf. Proposicién 1.28 de [10]).

2.4.7 Proposicién. Sea Aio) c AO yn subconjunto ligado, y P €
PY(K ). Entonces P € A si y solo si la base de P sobre AD s
el conjunto vacio.

., Como podemos entonces visualizar la base de un punto P €
PY(K)? En el siguiente ejemplo vemos el caso en que la dimensién
de A es 1.

2.4.8 Ejemplo. Supongamos que A = O tiene dimensién 1. En este
caso, sabemos que el conjunto A© estd ligado, y A se corresponde
con PY(K). Por tanto, podemos ver cualquier punto de P!(K) como
un punto de la frontera de A, Llamemos T al drbol asociado al
conjunto total A®) (recordemos: esto sélo puede hacerse cuando la
dimensién de A es 1).

Sea ahora Aio) c A un subconjunto ligado, y sea T, el arbol
asociado. Tomemos P € P!(K). Entonces se tienen tres posibilidades

).

para la base de P sobre ASP : o bien es el conjunto vacio, o bien
contiene un Unico punto, o bien contiene dos puntos. La demostracién
de este hecho estd detallada en la Proposicién 1.29 de [10]; aqui nos
limitamos a dibujar un par de figuras que ilustran los distintos casos.

Consideremos la clase de semi-caminos C de A asociada a P a
través de la identificacién P'(K) ~ 9A©), Tomemos un representante
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C € C. Tenemos dos posibilidades: o bien C' contiene infinitos puntos
de ASP), o bien contiene un nimero finito (el caso en el que C no
contiene ningin punto de ASP) lo incluimos en este segundo caso).

o

En el primer caso, C pertenece a A, por tanto la base de P sobre

0 ,
A£ ) es vacia.

Supongamos que estamos en el segundo caso. Sea [M] el dltimo
(0) . .
elemento de Ay~ que aparece en C' (si no hay ninguno, reemplazamos

. . . L 0
C por su prolongacion hasta unirlo con cualquier vértice de Afk ) que
escojamos. El hecho de que haya un ultimo vértice se debe a que
estamos suponiendo que C contiene s6lo un niimero finito de vértices

de ASP)). Llamemos [N] al vértice siguiente a [M] (que no pertenece
a ASP) porque [M] es el ultimo que aparece). Segun la forma en que
[N] esté situado respecto a Aio) , tenemos dos posibilidades.

Sea M C A&O) el conjunto de vértices de T, que son adyacentes a
[M]. Para cada [L] € M, sea Cyz; el tinico camino de T' que une [M]
con [L]. Tenemos entonces dos posibilidades para [/N]:

El primer caso es que [N] no pertenezca a ninguno de los Cfp),

[L] € M. En este caso, la base de P en A es el punto [M]. En la
figura dibujamos en amarillo los vértices de ASFO), y en rojo el camino

C.

La segunda posibilidad es que [N] pertenezca a Cir) para algin

[L] € M. En este caso, la base de P en AY es el conjunto formado
por el punto [M] y el punto [L]. En la figura dibujamos en amarillo

e 0 . .
los vértices de A, ), y en rojo el camino C.
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Concluimos el capitulo con una definicién.

2.4.10 Definicién. Sea I' un grupo de Schottky plano, y considere-
mos el conjunto

Qr :={P e P (K4):
la base de P sobre Al(ﬂo) es un conjunto finito no vacio}

Diremos que Qr es el conjunto de discontinuidad estricta de I'.
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