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0.1 Introduccion

En este capitulo introduciremos el anillo de vectores de Witt, siguien-
do la excelente exposiciéon del Capitulo II de [6]. Esta exposicién no
pretende ser completa, y en muchos casos no se explicitaran los de-
talles de las demostraciones (que, por otra parte, estan desarrollados
en [6]). A continuacién introduciremos los esquemas en grupos fini-
tos de Witt, para concluir enunciando el Teorema de Serre—Tate del
levantamiento canénico al anillo de vectores de Witt de una variedad
abeliana ordinaria definida sobre un cuerpo finito. Las referencias
principales sobre este resultado son [5] y [1].

0.2 Vectores de Witt

Sea A un anillo de valoracién discreta completo, de caracteristica
0. Fijemos un uniformizante = € A, y denotemos por k al cuerpo
residual de A. Supongamos que k es un cuerpo de caracteristica
p > 0. Consideremos la aplicaciéon proj : A — k. Escojamos una
aplicaciéon f : k — A (no necesariamente un homomorfismo) tal que
proj o f = idg.

0.2.1 Proposicién. Cada elemento a € A se escribe de forma unica
como una serie de potencias (convergente)

> oo (0.2.1)
n=0

donde {/\i}iEZzo es una familia de elementos de k. Reciprocamente,
toda serie de la forma (0.2.1) converge a un elemento de A.

Demostracion. Sea a € A. Notemos que
proj(a — f(proj(a))) = proj(a) — (proj o f)(proj(a))
= proj(a) — proj(a) = 0,

por tanto a — f(proj(a))) € (7), digamos a = f(proj(a))) + wa; para
cierto a; € A. Podemos volver a aplicar este proceso a ai, y escribir
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a1 = f(proj(ay))) + wag para cierto as € A. Reiterando este proceso,
obtenemos una sucesién de elementos A, := > = f(proj(a;))=* tal
que a — A, € ()"l Esta sucesién converge a a, dando lugar a
la expresién (0.2.1), donde \; = proj(a;). La unicidad de la fami-
lia {Ai}icz., puede comprobarse facilmente por induccién en i. La
tltima afirmacién del enunciado de la proposicién es una consecuencia
directa de la completitud de A. O

De este modo, cada eleccién de una aplicacion f : k — A tal que
proj o f = id;, da lugar a una identificacién A ~ k%>0, donde a cada
elemento a se le asocia la familia {\; };cz., descrita en la Proposicién
0.2.1. Naturalmente, la identificacién A ~ k%>0 es una biyeccién
entre conjuntos, pero no tiene en cuenta la estructura algebraica de
cada uno de ellos.

Supongamos que el cuerpo k es perfecto. Entre todas las posibles
elecciones de f : Kk — A, hay una que es particularmente adecuada,
tal como veremos en la Proposicién 0.2.5. Antes de enunciar esta
proposicién, sin embargo, nos situaremos en un contexto mas general.

0.2.2 Definicién Sea A un anillo de caracteristica p. Diremos que A
es perfecto si el endomorfismo ¢ : x € A — 2P € A es un isomorfismo.

0.2.3 Definiciéon Diremos que un anillo A es p-estricto si se verifican
las siguientes condiciones:

e A es completo y Hausdorff respecto de la topologia p-adica.
e El anillo A := A/(p) tiene caracteristica p y es perfecto.

e El elemento p € A no es un divisor de cero.

En particular, si A es un anillo de valoracion discreta completo tal
que su cuerpo residual es un cuerpo finito de caracteristica p, entonces
A es p-estricto. Notemos ademé&s que la Proposicién 0.2.1 continta
siendo vélida en este contexto; es decir, se verifica el siguiente resul-
tado.

0.2.4 Proposicién. Sea A un anillo p-estricto y sea A := A/(p).
Sea f : A = A una aplicacion tal que projo f = idp, donde proj :



A — A/(p) = A es la proyeccion natural. Cada elemento a € A se
escribe de forma unica como una serie de potencias (convergente)

> FOa (0.2.2)
n=0

donde {Ai}iEZzo es una familia de elementos de A. Reciprocamente,
toda serie de la forma (0.2.2) converge a un elemento de A.

Mediante la Proposicion 0.2.4, cada elecciéon de una seccién f :
A — A proporciona una biyeccién A ~ AZ>0,

0.2.5 Proposicién. Sea A un anillo p-estricto, A = A/(p).

(1) Eziste una unica aplicacion f : A — A tal que projo f =idy v,
para todo X € A, f(NP) = f(A)P.

(2) Sea f: AN — A la aplicacion de (1). Se verifican:
e Para todo 0, € A, f(af) = f(a) /(5).

e Sea a € A. Son equivalentes:
—ac f(A)
— Para todo n € N, existe b, € A tal que a = (by)P

n

0.2.6 Ejemplo. Sea A = 7Z,, completo respecto de la topologia p-
adica, con cuerpo residual F),. Sea (,—; una rafz primitiva (p — 1)-
ésima de la unidad, y sea a € IF, su proyeccién en [F),. La aplicacion
f:Fp — Z, definida por:

0—0
a'+— (" paratodoi=1,...,p—1

satisface las condiciones de la Proposicién 0.2.5.

Antes de proceder a la demostracién, veamos un lema simple que
serd utilizado en varios puntos de la misma.

0.2.7 Lema. Sea A un anillo p-estricto. Si a —b € (p), entonces
para todo n € N, a?" — bP" € (p)"+1.
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Demostracion. Procederemos por induccién en n € Zx>q; para n = 0
es claro. Supongamos que se verifica para un cierto indice n. Entonces
tenemos que

apn+1 . bpn+1 _
(aP" — bP") - (P PO qPt 22" L g " ()Y
e+ e(v)

donde en el segundo término hemos usado que a‘t’ = '™/ (mod p)
para cualesquiera exponentes ¢,j € N, luego los p sumandos del
término de la derecha son todos congruentes a un mismo valor médulo
p. O

Demostracion. [Demostracién de la Proposicién 0.2.5] Sea A € A.
Como A es un anillo perfecto, existe un dnico elemento X' € A tal que

(N)P = X; lo denotaremos por )\%. De esta forma, podemos considerar
1
la sucesion {A?" : n € N} C A. Para cada n € N, denotemos por
1 '
L,(A\) ={a € A:proj(a) =A?"} y Uy(A) ={a¥ :a € Ly(N\)}. De

esta forma tenemos una sucesién decreciente de conjuntos no vacios
Uo(A) D Ui(A) D U2(A) D -

Para cada n € N, escojamos a, € U,(A). El Lema 0.2.7 muestra
que la sucesién {a,} C A es de Cauchy. Puesto que A es completo,
tenemos que la sucesién {ay}, converge a un cierto elemento a € A.
Es facil ver que el limite a sélo depende de A\ y no de la sucesién
{an}n escogida. Definamos pues f(\) := a. Veamos que la aplicacién
f asi definida cumple las propiedades enunciadas en (1).

Sea A € A un elemento cualquiera, y sea {a,}, € A una sucesién
que converge a a = f(A) y tal que a, € U,()\) para todo n € N.
Existe un m € N tal que, para todo n > m, a, —a € (p). Es decir,
proj(ay,) = proj(a). Pero como a, € U,()\), la proyeccién de a,, en
A/(p) es precisamente A, por tanto proj(f(A)) = A.

Sea p = AP. Consideremos una sucesion {a, }, tal que a,, € U,(})
para todo n € N. Para cada n, tenemos que a, = b5, para un

1
cierto by, € Ly(\), es decir, tal que proj(b,) = A»". Observemos que
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b € Uny1(p); en efecto, ab = (by)P""" y proj(by) = AP = (AP) 7T
Por tanto, f(u) es el limite de {a},},, es decir, a? = f()\P).

Supongamos ahora que tenemos otra aplicacién g : A — A tal
que projo g = idy y, para todo A € A, g(A\P) = g(A\)P. Entonces, para
todo A € A,

proj(f(A) — g(A)) = (proj o f)(A) — (projo g)(A) = A = A = 0.

Es decir, f(A\) — g(A\) € (p). Por tanto se verifica que, para todo
n €N, fOP" —gA\)P" € (p)"*! (Lema 0.2.7). Asi pues, para todo
e A, FOV") = g(W\") € (p)"t,

Tomemos ahora un elemento p € A cualquiera. Como A es
Hausdorff' para la topologia p-ddica, para probar que f(u) = g(p)
basta ver que, para todo n € N, f(u) — g(u) € (p)"*'. Sea pues
n € N. Como A es perfecto, existe A € A tal que = \P". Asf pues
f(u) —g(u) = FOP") — g(A") € (p)"*L, como querfamos probar.

Sea pues f : A — A la aplicacién de (1). Veamos ahora que se
cumple la parte (2) de la proposicién. La multiplicatividad de f se
sigue directamente de la construccion descrita arriba: sean «, 8 € A,
y {an}n, {bn}n dos sucesiones de elementos de A tales que, para todo
n € N, a, € Uy(a) y by, € Uy(B). Entonces es facil ver que anb, €
Un(afB), y el limite de la sucesién {a,by}, coincide con el producto
de los limites de las sucesiones {ap}n y {bn}n-

Por 1ltimo, vamos a describir la imagen de f. Supongamos pri-
mero que a € Im(f), digamos a = f(\) para cierto A € A. Sea b, =
f()\%”) Entonces (b,)?" = (f()\z%"))pn = f(\) = a. Reciprocamente,
sea a € A tal que, para todo n € N, a es una potencia p"-ésima,
digamos a = b, . Sean a y 3, las proyecciones de a y by en A/(p).
Tenemos entonces que a = %, por tanto f(a) = f(85 ) = f(Bn)?".
Como f(Bn)—bn € (p), tenemos por el Lema 0.2.7 que f(3,)P" —b" e
(p)"*1, es decir, f(a)—a € (p)"*L. Como A es Hausdorff para la topo-
logia p-adica, podemos concluir que f(«) = a, y por tanto a € Im(f).
O

0.2.8 Definicion Sea A un anillo p-estricto con anillo residual A.
La aplicacién f : A — A descrita en la Proposicién 0.2.5 se denomina
sistema de representantes multiplicativo o de Teichmiiller.
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Sean X = X, Xq,...,Xn,... e Y := Yy, Y7,...,Y,,... dos fa-

milias de indeterminadas. Consideremos el anillo
1 1
S = Z[{szn :Z'EZZO,TLGN}U{Y;ML :iEZZo,TLGN}].

S no es completo respecto de la topologia p-ddica; consideremos su
completado S. El anillo residual S/(p) coincide con

L
n

A= Fp[{X.p/ ZZ'EZE(),TLEN}U{Y;-p ZiEZzo,TLGN}].

)

1

Se comprueba facilmente que S es un anillo p-estricto. Podemos por

tanto consider su sistema de representantes multiplicativo
f:A—S.

Consideremos los elementos © = > oo  X;p', y = > oo, Yip'.

0.2.9 Lema. FEzxisten unos unicos Qf, Q; € A tales que

{x +y =320 FQN)P
xy:Ziof(Qf)Pz

Demostracion. El resultado es un corolario de la Proposicién 0.2.4,
aplicada al anillo A = Sy al sistema de representantes multiplicativo
f:A—= 5.0

0.2.10 Ejemplo. Veamos cémo calcular explicitamente los polino-
mios Qg,Qf,~-- e A.

Partimos de la igualdad

r+y=>_ [N
=0

Si consideramos la igualdad anterior médulo p, obtenemos

f(Xo) + f(Yo) = f(Qg) (mod p), (0.2.3)

por tanto, aplicando proj en ambos lados y teniendo en cuenta que
proj o f = id, obtenemos que Qa' =X+ Y.



Consideremos ahora la igualdad médulo p?; tenemos

(f(Xo) +pf(X1)) + (f(Yo) + pf (V1)) = f(Qy) +pf(QT) (0.24)

La ecuacién (0.2.3) nos dice cudnto vale f(Qg) modulo p, pero
ahora estamos interesados en su valor médulo p?. Ahora bien,

F(QF) = F(Xo+Yo) = F((Xo+Yo)b)? = F(XJ + Yy ),

donde en la primera igualdad hemos sustituido Q(J)r por su valor, en
la segunda igualdad utilizamos que A es perfecto y f commuta con
las potencias de p, y en la tercera igualdad utilizamos que la carac-
teristica de A es p.

1

11 1
Por otra parte, tenemos que (projo f)(X} +Y") = proj(f (X )+
1 1 1 1 1

F(YP)). lnego F(X§ +Yy') = f(X7) + F(Y)") (mod p), y por tanto
el Lema 0.2.7 implica que

1 1

(f(Xg + Yy = (f(Xo%)Jrf(Yo%))p (mod p?).

1 1
Podemos por tanto sustituir f(Qg) por (f(XZ)+ f(Yy))? en la
ecuacion (0.2.4) y obtenemos

(f(Xo) + pf(X1)) + (F(Yo) + pf (Y1) =
(F(X3)+ FOYP)P +pf(QF) (mod p?), (0.2.5)

de donde podemos despejar

HOH) = FX) 4 FO) = (”.)ﬂXé)f(YoP) (mod p),

por tanto
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De este modo podemos ir obteniendo explicitamente los polino-
mios Qj

1 1
Sean Xy = f(Xo)r, Yg = f(Yo)», X] = f(X1) y Y] = f(V1).
Observemos que la ecuacién (0.2.5) puede escribirse en funcién de las
variables X, Yy, X{,Y{ como

((X0)" +pX1) + ((Y0)P +pY{)) = (Xp + ¥5)" +pf(QF)  (mod p?),

En la Definicién 0.2.15 veremos que el polinomio (X)) +pXj es el
primero de una serie de polinomios que juegan un papel importante
en la definicién de los vectores de Witt.

En general, podemos obtener expresiones

~ —i —i+1 -1 —i —i+1 -1
QFf =S(xy ,xV L XxP L xsYY L YE YY)
~ —i —i+1 -1 —i —i+1 -1
QzX:PZ(AX'(I)7 7Xf 7"'7Xf717Xi;Y0p 7Y1p 7-"7le'}:17}/;)
(0.2.6)

para los polinomios Qf y Q, donde S;, P; son polinomios con coe-
ficientes en IF,,.

Las expresiones (0.2.6) para Q;r y Q; nos permiten dotar al con-
junto AZ>0 de una estructura de anillo conmutativo del modo siguien-
te:

0.2.11 Definicién Sea A un anillo conmutativo perfecto. Definamos
las siguientes aplicaciones:

O AN x AN - AN
(an)n7 (Bn)n = (Q;{(Oéo,al, . -;507/817 cee ))n

& : AN x AN - AN
(Oén)n, (ﬁn)n = (Q;L( (Oéo,Oél, cee BO?ﬁl, ... ))n

El conjunto AN, dotado de las operaciones @, ® es un anillo con-
mutativo, que denotaremos W (A).
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0.2.12 Nota. e Notemos que, si A es un anillo p-estricto con ani-
llo residual Ay f: A — A es el sistema de representantes mul-
tiplicativo, la biyeccién A ~ W(A) dada por a = 3", f(a;)p’
(c;); es un isomorfismo de anillos.

e En la Definicién 0.2.11 necesitamos la hipdtesis A perfecto, ya
que en las expresiones de Q;r y Q] aparecen potencias fraccio-
narias en p (ver (0.2.6)).

Utilizando esta construccién, puede demostrarse el siguiente teo-
rema.

0.2.13 Teorema. Sea A un anillo perfecto de caracteristica p. Exis-
te un unico p-anillo estricto con anillo residual A.

Demostracion. Véase el Teorema 5 del § 5, Capitulo II de [6].0

En particular, se tiene el siguiente resultado (cf. Teorema 3 del
§5, Capitulo II de [6]).

0.2.14 Teorema. Sea k un cuerpo perfecto de caracteristica p. Exis-
te un unico anillo de valoracion discreta completo y absolutamente
no-ramificado con cuerpo residual k.

Hemos visto como, dado un anillo p-estricto A con anillo residual
A, dotando a AN de una estructura adecuada, la biyeccién AN ~ A da
lugar a un isomorfismo de anillos. El siguiente objetivo es generalizar
la definicién de TW(A) a anillos que no sean necesariamente perfectos.
Para esto, introducimos los polinomios de Witt.

0.2.15 Definicién Sea X = (X, X1, Xo,...) una sucesién de inde-
terminadas. Los polinomios

Wh(X) = X
Wi(X) = X§ +pXy
Wa(X) = XE + pXP + p? X,

2

T n—1 n—
Wo(X) =X +pXP  +p°XY "4+ 4 p"IXP "X,
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se denominan polinomios de Witt.

0.2.16 Nota. Notemos que, para cada n € N, podemos despejar X,

en funcién de Wy, ..., W), en Z[%].

Xo =Wp
1
Xy ==-(W1 =W

X, =

’BN‘,_.’B

2
(Wa = W5" = p(W1 — pWy)

La importancia de estos polinomios radica en la siguiente proposicién.

0.2.17 Proposicién. Sea ®(X,Y) € Z[X,Y]|. Eziste una tunica su-
cesion de elementos o (X,Y) € Z[X,Y] tal que, para todo n € N,

Walpo(X,Y),01(X,Y),...) = ®(Wu(X), Wa(Y)).  (0.2.7)

Demostracion. Ver Teorema 6 del Capitulo IT de [6]. Nétese que la
existencia y unicidad de elementos ¢,,(X,Y) € Z[% [X,Y] verifican-
do la ecuacién (0.2.7) es facil de ver, en vista de la Nota 0.2.16; sin
embargo, probar que los coeficientes de ¢,, son de hecho nimeros
enteros es mas laborioso. O

0.2.18 Definicién Consideremos ®(X,Y) = X+Y € Z[X, Y] (resp.
®(X,Y)=X-Y € Z[X,Y]). Definimos S,, := ¢, € Z[X,Y] (resp.
Py =g € Z[X, Y)).

0.2.19 Definicién Sea A un anillo conmutativo. Definamos las si-
guientes aplicaciones:

@ AN x AN 5 AN
(an)n7 (bn)n — (Sn(a()aalv s ;bO;bly cee ))n

@ AN x AN 5 AN
(an)n, (bn)n —> (Pn<a0, at,...; b(), bl, e ))n
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El conjunto AN, dotado de las operaciones @, ® es una anillo
conmutativo, que denominaremos anillo de vectores de Witt con co-
eficientes en Ay denotaremos W (A).

0.2.20 Lema. Sea A un anillo conmutativo. La aplicacion

W, : W(A) —» AN
(an)n — (Wn(a(Ja Ay, ... ))n

es un homomorfismo de anillos (isom. sip es invertible en A), donde
en AN consideramos la estructura de anillo dada por la suma y el
producto coordenada a coordenada.

Demostracion. Las relaciones Wi((an)n @ (bn)n) = Wi((an)n) +
Wi((bn)n) ¥y Wil(an)n @ (bn)n) = Wi((an)n) - Wi((bn)n) se siguen
directamente de la Proposicion 0.2.17 y de la definicién de & y ®.
Por otra parte, si p es invertible en A, podemos definir la aplicacién
inversa debido a la Nota 0.2.16. O

Veamos ahora que las definiciones 0.2.11 y 0.2.19 son esencialmente
equivalentes cuando el anillo A es perfecto.

0.2.21 Proposicién. Sea A un anillo conmutativo perfecto. La apli-
cacion ~
U :W(A) - W(A)
2
(ap,a1,ag,...) — (ag,ai,ay ,...)

es un isomorfismo de anillos.

Demostracion. La demostracion puede realizarse por induccién, si-
guiendo un procedimiento similar al descrito en el Ejemplo 0.2.10.
El lector interesado en los detalles de la prueba puede consultar el
Teorema 1.5 de [4]. O

0.2.22 Nota. Sea ®(X,Y) € Z[X,Y]. De la Nota 0.2.16 puede de-
ducirse, por induccién en n, que el polinomio ¢;(X,Y) de la Propo-
sicion 0.2.17 depende tan sélo de las ¢ primeras variables Xy, ..., X;,
Yy, ..., Y.
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Sea N € N, A un anillo conmutativo. El comentario anterior
permite definir las aplicaciones

oy AV x AN - AN
(an)_y, (b)Y = (Sn(ag, ..., an;bo, b1, ..., b)),
(0.2.8)
oy AV x AN - AN

(an)nNzl, (bn)nNzl — (Py(ag, ... ,an;bo, ..., bn))nNzl

donde S,,, P, son los polinomios de la Definicién 0.2.18.

(AN, ®n, ®N) es un anillo conmutativo.

0.2.23 Definiciéon Sea N € N, A un anillo conmutativo. Se define
el anillo de los vectores de Witt de longitud N como el conjunto A%,

dotado de las operaciones ©ny y ®pn definidas por las expresiones
(0.2.8).

0.2.24 Nota. Puede comprobarse que

W(A) = lim Wy (A).

N

A continuacién vamos a definir dos operadores fundamentales so-
bre vectores de Witt: el Verschiebung (traslacién) y el Frobenius. Sin
embargo, antes veremos unos lemas auxiliares que nos permitiran es-
tudiar el comportamiento de una aplicacion respecto de la estructura
de anillo de los vectores de Witt.

Sea ¢ : A — B una aplicacién, y definamos una aplicacién entre
W(A) y W(B) del modo siguiente:

®:W(A) —» W(B)
(ap,a1,...) — (vlap),p(a),...).

0.2.25 Lema. 1. Si ¢ es inyectiva, ® es inyectiva; si ¢ es So-
breyectiva, ® es sobreyectiva.

2. Si ¢ es un homomorfismo de anillos, ® es también un homo-
morfismo de anillos.
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Demostracion.

a

1. Supongamos primero que ¢ es inyectiva, y sean a = (ag, a1, . . . ),

d = (do,dy,...) € W(A) tales que ®(a) = ®(d). Por definicién,
esto significa que

(#(ao), plar), . ..) = (¢(do), p(dr), . ..).

Como ¢ es inyectiva, obtenemos que a = d.

Supongamos ahora que ¢ es sobreyectiva, y fijemos un elemento
b = (b, b1,...) € W(B). Para cada i =0,1,..., escojamos a;
tal que ¢(a;) = b;, y definamos a = (ag,a1,...) € W(A). Este
elemento satisface que ®(a) = b.

. Sean a = (ap,ai,...),d = (do,d1,...) € W(A). Entonces

@(@(a, d)) = <I>(S’0(a0; do), Sl(ao, aq; do, dl), o )
= (¢(So(ao; do)), ¢(S1(ao, ar; do, d1)), - . .)

Como ¢ es un homomorfismo, la expresién anterior coincide
con:

(So(w(ao); ¢(do)), S1(v(an), p(a1); ¢(do), p(d1)), .. .)
= ®(®(a), ®(d)).

Andlogamente se prueba que ®(®(a,d)) = @(®(a), d(d)).

0.2.26 Definicién Sea A un anillo conmutativo de caracteristica p.
Definimos el operador Frobenius

F:W(A) - W(A)

(ag,a1,az,...) — (ab,al,db,...)

0.2.27 Nota. Sea A como en la definicién 0.2.26, y consideremos la
aplicacién ¢ : A — A definida por a — aP. Como A tiene carac-
teristica p, ¢ es un homomorfismo de anillos, y por el Lema 0.2.25
deducimos que el operador F' es un homomorfismo de anillos.
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0.2.28 Definicién Sea A un anillo conmutativo. Definimos el ope-
rador Verschiebung

VWA - W(A)
(ao,al,ag,...) — (0,ao,a1,...)
0.2.29 Nota. En este caso no podemos estudiar la relacién entre
V y la estructura de anillo de W(A) mediante el Lema 0.2.25. Sin
embargo, recordemos que tenemos una aplicaciéon W, : W(A) —

AN (cf. Lema 0.2.20). Podemos dar una aplicacién que cierre el
diagrama?

W(A) =W (A)

w.| ? |-

AN AN

Sea (wo,w1,...) € AN, y supongamos que existe (aq,...,a,) €
W(A) tal que Wy (ag,aq,...) = (wp,w1,...) (si p no es invertible en
A, puede que no exista una tal tupla). Tenemos entonces que

W, oV(ag,ai,...)=W.(0,a0,a1,...) = (0, pwoy, pwi,...).

Por tanto una aplicacién que cierra el diagrama es (wg, w1, ...) —
(0, pwg, pwy,...). En particular, podemos observar que es una apli-
cacién aditiva (pero no multiplicativa). En el caso en que p sea
invertible en A, tenemos que W, es un isomorfismo, y por tanto
V : W(A) — W(A) es un operador aditivo (jpero no es multipli-
cativo!)

0.2.30 Lema. Sean A C B anillos, y sea ¥ : W(B) — W(B) una
aplicacion aditiva. Entonces la aplicacion W (A) — W(A) inducida
por W es también aditiva.

Demostracion. Como la inclusién A — B es inyectiva, por el Lema
0.2.25 obtenemos que la inclusién natural AN c BN es de hecho
una inclusién de anillos W(A) — W(B), y podemos considerar la
restriccion de ¥ a W (A). Como U es aditiva, esta restricciéon también
loes. O
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0.2.31 Lema. Sean A, B anillos, ¢ : A — B un homomorfismo
sobreyectivo, ® : W(A) — W(B) el morfismo (sobreyectivo) inducido
por . Sean V4, Vg dos aplicaciones que hacen el siguiente diagrama
conmutativo:

w(A) (4)
@i P
w(B) (B)

Supongamos que V4 : W(A) — W(A) una aplicacion aditiva. En-
tonces la aplicacion Y : W(B) — W(B) es también aditiva.

Demostracion. Dados b = (bo,b1,...),d = (do,d1,...) € W(B),
existen a = (ag, ai,...),c = (co,c1,...) € W(A) tal que &(a) =b y
®(d) = c. Tenemos entonces que

Up(®(b,c)) = Up(a(P(a),®(d)) = Up(®(d(a,d)))
=®(V4((a,d))) = (B(Pa(a),¥(d))) =
= o(Vp(P(a)), Yp(2(d))

VQ
iy
S
N
O
iy
=
N
2

a

0.2.32 Lema. Sea A un anillo conmutativo. El operador
V:W(A) - W(A)

es aditivo.

Demostracion. Sea {Ty}, una familia de variables. Consideremos
primero el anillo A = Z[}%] [{Tw}a]. Como p es invertible en este anillo,
la Nota 0.2.29 muestra que el operador Verschiebung V' : W(A) —
W(A) es aditivo. Como Z[{Th}q] es un subanillo de A, el Lema
0.2.30 muestra que el operador Verschiebung V' : W(Z[{T,}a]) —
W(Z[{Ta}a]) es también aditivo. Finalmente, el Lema 0.2.31 muestra
que, si A es un cociente del anillo Z[{T,}], entonces el operador
Vi W(A) - W(A) es también aditivo. Pero cualquier anillo puede
escribirse como cociente de Z[{Ty }4]; por tanto el lema es cierto para
cualquier anillo A. O
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Sea N € N, y denotemos por V¥ la composicién de V' consigo
mismo N veces. Observemos que se tiene la sucesion exacta

0 W(A) e W(A) = Wy (A) —> 0 (0.2.9)

El operador Verschiebung no lleva W,.(A) en W,.(A). Sin embar-
go, podemos definir V' : W, (A) — W;11(A). Podemos restringir la
sucesién exacta (0.2.9) a W,.(A) y obtenemos

0—— W(A) Y2 W n(A) —= Wy(4) —>0.  (0.2.10)

0.2.33 Nota. Sea A un anillo de caracteristica p. Tenemos enton-
ces definidos los dos operadores V : W(A) - W(A) y F : W(A) —
W(A). Directamente a partir de su definicién podemos ver que con-
mutan entre si, es decir, F oV = V o F. Podemos calcular esta
composicién?

Supongamos primero que A es un anillo perfecto. Tenemos en-
tonces el anillo W (A), dotado de las operaciones @, ® (véase la De-
finicién 0.2.11), y el isomorfismo ¥ : W(A) — W(A) (Proposicién

0.2.21). Vamos a estudiar la cuestién primero en W (A). Sean V y F
las aplicaciones tales que los diagramas siguientes son conmutativos:

W(A) —L=1i7(4) W(A) —= 17 (A)
A oo
W(A) —L=W(A) W(A) L~ W(A)

Se comprueba facilmente que

V(ao,al,ag,...) = (O,aap,al_p,...)
F(ag,a1,as,...) = (ab,a},d,...).
Por tanto (EF o V)(ag,a1,as,...) = (0,a0,a1,...). Podemos escribir

esta aplicacién de otra forma. Sea f : A — W(A) un sistema de
representantes de Teichmiiller. Tenemos entonces que (ag,a1,...) €
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W (A) puede escribirse como Y % f(a;)p’. Por tanto,

(FoV)(ag,a1,az2,...) = (FoV) <Z f(al)pl>
1=0
= Z f(az)pﬂ_l =Dp- <Z f(az)pl)
i=0 1=0

Portanto,Fof/:f/oF:p-Id.

0.2.34 Proposicién. Sea A un anillo conmutativo de caracteristica
p. FoV=VoF:W(A)—= W(A) es la multiplicacion por p.

Demostracion. Todo anillo conmutativo de caracteristica p es un
subanillo de un anillo perfecto de caracteristica p; por tanto, basta
probar la proposiciéon cuando A es perfecto. En la Nota 0.2.33 hemos
probado que F oV = p-Id. Mediante el isomorfismo ¥ podemos
transladar esta igualdad a W(A). O

0.3 Esquemas en grupos de Witt

Comenzamos esta seccién recordando algunos aspectos de los esque-
mas en grupos. El lector que no esté familiarizado con este tema
puede consultar el Capitulo 3, §11 de [2].

Fijemos X — S un esquema sobre S. Sea T' — S otro esquema
sobre S. Se define el conjunto de puntos de X con wvalores en T,
X(T), como el conjunto de morfismos de S-esquemas {t: T' — X }.

Utilizaremos a menudo el siguiente principio:

Son equivalentes:

e Dar a X una estructura de S-esquema en grupos.

e Para todo esquema afin T — S, dar a X(7T) una
estructura de grupo, “funtorialmente en 7.
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De forma mas precisa, la expresion “funtorialmente en T significa
que, dados dos S esquemas T, T> y un morfismo de S-esquemas
t : Ty — T, éste induce de forma natural un morfismo de grupos

En lo sucesivo, k denotara un cuerpo perfecto de caracteristica p.
Sea NV € N, y consideremos el esquema

Ay := Spec k[X1,..., Xn].

Vamos a dotar a Ay de una estructura de esquema en grupos
sobre k. Para esto, consideremos un esquema afin T — k. Tenemos
entonces que

(AN)(T) ={T — Ay morfismo}
~ {k[X1,...,Xn] = I'(T, Or) morfismo}
~ { t1,... ,tN) € P(T, OT)N}

Luego es suficiente dotar a I'(T, O7)" de estructura de grupo. Pa-
ra cada T, I'(T, Or) es un anillo; en particular, es un grupo abeliano
con la suma, luego I'(T, O7)" tiene de forma natural la estructura de
grupo dada por la suma coordenada a coordenada. Sin embargo, a
nosotros nos interesa dotar a T'(T, Or)" de otra estructura de grupo;
concretamente,

oy : (T, 0r)N x T(T,0p)N — T(T, 0r)N
(an)gzl, (bn)yjyzl |_> (Sn(a[), “ e ,an; b[]7 P 7bn));]7,V:0
0.3.1 Definicién Sea N € N. Definimos el esquema en grupos fini-

tos de Witt como
Wy = (AN, EBN).

A continuacién, veremos que el operador F' : Wy (A) — Wy (A) y
el operador V : Wy (A) — Wn41(A) (cf. Definiciones 0.2.26 y 0.2.28)
inducen morfismos de esquemas en grupos
F WN — WN
V Wy = Wyat.
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Recordemos que, si A y B son dos esquemas en grupos afines,
definir un morfismo ¢ : A — B de esquemas en grupos es equivalente
a dar, para cada esquema en grupos afin 7', un morfismo de grupos
A(T) — B(T), “funtorialmente en 7”. Recordemos, ademds, que
WnN(T) ~ {(to,...,tn)} € T(T,O(T))V.

0.3.2 Definiciéon Sea T un esquema en grupos afin.

e Definimos el morfismos de esquemas en grupos F': Wy — Wx
mediante la regla F' : (to,t1,....tn) — (6, 8], ..., th).

e Definimos el morfismos de esquemas en grupos V : Wy —
Whn 41 mediante la regla V' : (to,t1,...,tn) — (0,0, t1, ..., tN).

A continuacién recogemos una serie de resultados esenciales so-
bre esquemas en grupos finitos de Witt. Para un estudio con més
profundidad, el lector puede consultar [3].

0.3.3 Proposicion. Sean N,r € N. Se tiene una sucesion exacta

VN
00— W, —— Wnir Wn 0.

Demostracion. Véase § 22, Leccién 9 de [3]. O

0.3.4 Nota. Consideremos el esquema en grupos afin definido como
A} := Spec k[X1], con la suma inducida por la suma habitual del
anillo k£[X1]. Recordemos que Sp(X,Y) = X + Y. Por tanto, los
esquemas en grupos A/%; y Wi coinciden. La existencia de la sucesion
exacta de la Proposicion 0.3.3 prueba que todo Wy es una “extension
multiple” de A}C.

0.3.5 Definicion Sean N, m € N. Definimos
Wi = ker(F™ : Wy — Wh),

donde F' es la composicién del operador Frobenius consigo mismo m
veces.

La siguiente proposicién ilustra la importancia de los esquemas
en grupos finitos de Witt.
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0.3.6 Proposicion. Para cada esquema en grupos finito X de tipo
local-local existen N,m,r € N tales que X — WWJ)".

Demostracion. Véase la Proposicién 22.5 de la Leccién 9 de [3]. O

Finalmente, comentamos el comportamiento de los esquemas en
grupos finitos de Witt respecto a la dualidad de Cartier.

0.3.7 Proposicion. FExiste un pairing no degenerado

W x WY 5 Gu(k).

Demostracion. Véase el Teorema 25.3 de la Leccién 11 de [3]. La
construccion del pairing utiliza la exponencial de Artin-Hasse. O

0.3.8 Corolario. FEl pairing de la Proposicion 0.3.7 induce un iso-
morfismo
W = (W),

donde * denota el dual de Cartier.

0.4 El teorema de Serre-Tate

En las secciones anteriores hemos reunido el material necesario para
enunciar el Teorema de Serre-Tate del levantamiento canénico al ani-
llo de vectores de Witt de una variedad abeliana ordinaria definida
sobre un cuerpo finito. Comenzamos fijando la notacion.

En esta seccion, R denota un anillo local de caracteristica 0, k su
cuerpo residual, que supondremos de caracteristica p > 0.

0.4.1 Definicién Sea X(/k un esquema en grupos. Un levantamien-
to de X¢ a R es un esquema en grupos X /R, junto con un isomorfismo
X ®r k — X de esquemas en grupos sobre k.

0.4.2 Definicién Sea Ay una variedad abeliana, y denotemos por
Ap(p) el grupo p-divisible asociado.
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e Un levantamiento de la variedad abeliana Ag a R es un esquema
abeliano A/R, levantamiento de Ap a R.

e Un levantamiento del grupo p-divisible Ag(p) a R es una suce-
sién de esquemas en grupos A,» a R, planos, levantamientos de
Ao[p"], y una familia de inyecciones Ayn — Ajni1 que levantan
las inclusiones candénicas Ag[p"] — Ag[p™T!].

0.4.3 Ejemplo. Sean € N. Supongamos que el cuerpo k es perfecto,
y sea R = W (k).

1. Consideremos el esquema
ppn i, := Spec k[T]/(TP —1).

Definimos una estructura de esquema en grupos del modo si-
guiente: sea T un esquema afin sobre Spec k, digamos T =
Spec S. Observemos que

ppr 1 (T) = {f : T — pipn ), morfismo} =
{f: k[T]/(TP — 1) — S morfismo de anillos }
:{SES:SP—lzo},

Es decir, los puntos de ji,» con valores en T" se corresponden con
las raices p-ésimas de la unidad contenidas en S. Este conjunto
es de forma natural un grupo, con el producto.

Cémo podemos levantar este esquema en grupos a R? Consi-
deremos el esquema

ppn R = Spec R[T]/(TP —1).
Se comprueba que el morfismo
R[T)/(T?P — 1) xgp k — K[T]/(T? — 1)

es un isomorfismo, que induce un morfismo de esquemas en
grupos sobre k

Spec R[T]/(T? — 1) Xspec r Spec k — k[T]/(T? —1).
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2. Consideremos ahora el esquema en grupos
i = Spec k{T]/(T7),

donde la operacién de grupo viene dada del modo siguiente: sea
T un esquema afin sobre Spec k, digamos T' = Spec S. Tenemos
que

O‘p",k(T) = {f T — Qpn k morﬁsmo} =
{f : k[T]/(T?) — S morfismo de anillos }
~{se S:s¥=0}.

Dotamos a este conjunto de estructura de grupo con la suma.

Observemos que, como esquema, apn ) = Spec k[T]/(TP) ~
Spec kK[T]/(TP — 1) = ppn k. Sin embargo, las estructuras de
grupo son diferentes. Puede probarse que, como esquemas en
grupos, Qpn k¥ fpn k 1O son isomorfos (cf. §5 of [3]).

Intentemos levantar este esquema en grupos a R. Analogamente
al caso anterior, el morfismo R[T|/(T?) xg k — k[T]/(TP) es
un isomorfismo, que induce un morfismo de esquemas sobre k,

Spec R[T]/(T?) Xspec r Spec k — k[T]/(T?).

Sin embargo, no podemos dotar a Spec R[T]|/(T?) de esque-
ma en grupos utilizando la suma, ya que, como R tiene carac-
teristica cero, el conjunto de puntos

(RIT)/(T")) (T) ~ {s € S : 8" = 0}

no es un grupo con la suma (pues si a,b € S satisfacen que
aP =0y b’ =0, puede ocurrir que (a + b)? # 0, es decir, puede
ocurrir que el conjunto a,n (1) no sea cerrado para la suma).

Enunciamos a continuacién un resultado (cf. Teorema 4, §5 de
[5]; Lema (3.2), capitulo V de [1] ).

0.4.4 Teorema. (Serre-Tate) Supongamos que el anillo R es Ar-
tiniano. Fxiste una equivalencia de categorias entre:
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o Fsquemas abelianos A sobre R.

e Pares (Ag,{Apn}n) de esquemas abelianos Ay sobre k y levan-
tamientos de Aog(p) a R.

En otras palabras, un esquema abeliano sobre R queda univocamente
definido por su grupo p-divisible y su proyeccién sobre k. Veremos
a continuacién cémo obtener el Teorema del levantamiento canénico
de Serre y Tate a partir de este resultado.

En lo sucesivo, k denotara un cuerpo perfecto de caracteristica
p. Sea Ap/k un esquema abeliano. Tenemos entonces la siguiente
descomposicion del esquema en grupos correspondiente a los puntos
de p™-torsion

AO [pn] = Gr,r X Gr,l X Gl,r X Gl,la

donde G, es un esquema en grupos reducido cuyo dual es reducido,
G, es un esquema en grupos reducido cuyo dual es local, G, es un
esquema en grupos local cuyo dual es reducido, y G es un esquema
en grupos local cuyo dual es local (cf. capitulo III, §14, p. 136 de

[2])-

Ahora bien, podemos especificar mas la estructura de algunos de
los factores.

0.4.5 Lema. Sea k un cuerpo de caracteristica p > 0 y Aog/k una
variedad abeliana. Se verifican:

e Para todo n € N, Ag[p™] no tiene parte reducida-reducida.

o FExiste un numero natural s tal que, para todo n € N,

Gy~ (Z/nZ)*
Gl,r = MZ":

donde Z/nZ denota el esquema en grupos constantemente igual
al grupo ciclico de n elementos.

Demostracion. Véase el capitulo III, §15, p. 146 de [2]. O
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El niimero s que aparece en el lema 0.4.5 se denomina el p-rango
de Ag/k. Ahora bien, hemos visto en el Ejemplo 0.4.3 que j,» admite
un levantamiento candénico. Mas atin, puede comprobarse que el dual
de Cartier de (Z/nZ) es pypn (cf. Ejemplo (2) del §14, Capitulo III,
p. 136 de [2]), luego un levantamiento canénico de (Z/nZ) es el dual
de Cartier del levantamiento canénico de p,n». En definitiva, el inico
obstdculo para obtener un levantamiento canénico de Ag[p"] es la
parte local-local.

0.4.6 Definiciéon Sea k un cuerpo de caracteristica p > 0, y sea
Ap/k una variedad abeliana. Diremos que es ordinaria si para to-
do nidmero natural n (equivalentemente, para un n), el esquema en
grupos Ap[p"] no tiene parte local-local.

Por tanto, si Ap/k es una variedad abeliana ordinaria, tenemos
que Ap[p"] tiene un levantamiento canénico a cualquier anillo local
Artiniano R cuyo cuerpo residual sea k. Podemos reinterpretar el
Teorema 0.4.4 en el caso ordinario como sigue: un esquema abeliano
A/ R queda univocamente definido por su reducciéon A® gk sobre k. El
teorema del levantamiento candnico de Serre-Tate puede enunciarse
como sigue:

0.4.7 Teorema. (Serre-Tate) Sea k un cuerpo perfecto de carac-
teristica p > 0 y Ag/k una variedad abeliana ordinaria. Existe un
levantamiento candnico de Ay a una variedad abeliana A/W (k).

Demostracion. Sea s € N tal que, para todo n € N,

Ao[p"] = (Z/nZ)* X pign

Sea N € N. Consideremos el esquema en grupos sobre el anillo
Artiniano R := W (k)/(p") definido como

Ay = (1 (R)*) X iy (R)°
La pareja (Ao, (Apn)), satisface una de las condiciones equiva-
lentes del Teorema 0.4.4; por tanto podemos asociarle un esquema
abeliano Ay /Rpy. Consideremos ahora el limite
A= 11£I1 AN.

N
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Este objeto es, en principio, simplemente un limite directo de esque-
mas, es decir, un esquema formal. Pero puede comprobarse (cf. [5], p.
84; Teorema 3.3 del capitulo V de [1]) que, de hecho, es un esquema
abeliano, definido sobre el anillo de los vectores de Witt. O

El levantamiento candénico tiene buenas propiedades funtoriales.
No entraremos en més detalles en esta exposicion; simplemente enun-
ciamos dos resultados (cf. Teorema 3.3 y Corolario 3.4 del capitulo
V de [1])

0.4.8 Proposicion. Sea k un cuerpo perfecto de caracteristica p >
0, Ao/k una variedad abeliana ordinaria y A/W (k) el levantamiento
canonico. La aplicacion

es biyectiva.

0.4.9 Proposicion. Sean Ay , By variedades abelianas ordinarias
sobre k, A, B sus levantamientos candnicos. La aplicacion

Homyy (1) (A, B) — Homy (Ao, Bo)

es biyectiva.
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