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Mesures d’irracionalitat 1 de transcendéncia

Alberto Camara

Un nombre irracional és un nombre que no pertany al conjunt Q dels nombres
racionals. Els nombres algebraics sén el conjunt de nombres A C C que poden ser
obtinguts com a zeros de polinomis a coeficients en Q. Els nombres transcendents
sén els elements de C \ A.

L’estudi dels nombres irracionals i transcendents és de molta importancia per a
I’aritmetica. L’exemple més senzill que se’'n pot donar ja ho mostra bé.

EXEMPLE 0.1. El nombre v/2 és irracional si i només si Uequacid a®> = 2b*> no té
solucions enteres no trivials.

1. Nombres irracionals

La tradici6 situa Pitagores a l'inici de 'estudi dels nombres irracionals. Sabem
que ’escola pitagorica coneixia ja als voltants del segle VI a.C. la irracionalitat de
certs nombres com ara /2, lligat al triangle rectangle isosceles, o /5, lligat a la
raé auria, que al seu torn apareix en 'estudi del pentacle.

La irracionalitat d’altres radicals de nombres naturals també va ser establerta ja
en ’época classica. Hi ha un celebre passatge en el dialeg Teetet de Platé (circa
368 a.C.), on s’esmenta que Teodor, un dels mestres de Platd, havia establert la
irracionalitat de /p, per a p < 19 primer i existeix una disputa filologica per tal
de determinar si I’afirmaci6 de Platé inclou el cas p = 19 (vegeu [HWO0S8, §4.5] per
a una discussié detallada). Pels comentaris posteriors a aquest text, encara durant
I’eépoca classica, es pot deduir que els matematics grecs de I'antiguitat sabien que
el nombre /N és irracional llevat dels casos en qué N és una poténcia m-ésima.

La irracionalitat de certs logaritmes és també molt facil d’establir. Per exemple,
suposar que logy 3 és racional porta a considerar els nombres naturals a i b no
nuls que solucionen I'equaci6 2¢ = 3°. Es raonable suposar que la irracionalitat de
logaritmes com logy 3 va ser establerta de manera immediatament posterior a la
introduccié dels logaritmes per part de Napier (1614).

No va ser fins el 1744 que Euler va establir la irracionalitat de e. El 1761, Lambert
va establir la irracionalitat de 7. IL’any 1929 Gelfond va demostrar que e™ és
transcendent i, per tant, irracional.

Finalment, tot i que no en parlarem en aquest text, els valors de la funci6 zeta de
Riemann en els nombres enters semblen un bon lloc on cercar nombres irracionals.
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La resolucié del problema de Basilea, deguda a Euler, estableix que ((2) = 72/6 i,
per tant, ((2) és irracional. A la vegada, la férmula

k+1 (27T)2k32k
2(2k)! 7

també deguda a Euler, permet lligar la irracionalitat de ((2k) a la irracionalitat de
les potencies de m. Aquesta irracionalitat és, si es vol, conseqiiencia del teorema
d’Hermite-Lindemann (1882), que demostra en particular la transcendencia de .
No obstant, existeixen resultats anteriors que estableixen la irracionalitat de les
poténcies de .

C(2k) = (-1) k>0,

La irracionalitat dels valors de ( en els enters senars és molt més misteriosa i durant
molt de temps va ser purament conjectural. Tot i que avui en sabem poca cosa més,
cal remarcar la prova donada per Apéry el 1978 sobre la irracionalitat de (3), en el
transcurs d’una conferencia a Luminy durant les Journées Arithmétiques d’aquell
any.

No sabem demostrar la irracionalitat de cap altre valor de ( en els enters positius
senars i els intents d’adaptar els metodes d’Apéry a ((5) no han donat fruits. No
obstant, el resultat que segueix és remarcable.

TEOREMA 1.1 (Ball, Rivoal, 2001). La successid (((2k + 1)), conté una infinitat
de nombres irracionals.

1.1. Irracionalitat dels nombres ¢ i 7. Tot i que les demostracions d’a-
questa secci6 son d’'una natura més aviat senzilla, aquestes il-lustren els mecanismes
emprats en moltes demostracions de resultats d’irracionalitat i de transcendencia.
[HWO08] és una bona referéncia per a aquesta seccio.

En tots dos casos demostrarem resultats lleugerament més forts que la irracionalitat
de 7 i e. Hem triat aquesta manera de fer perque les demostracions que tractarem
introdueixen dos ingredients que es troben presents en moltes de les receptes que
farem servir per a demostrar que un nombre donat és transcendent per reducci6 a

I’absurd.

El primer ingredient és la manera com trobem una contradiccié després de suposar
que el nombre donat és algebraic; el segon ingredient és ’aparicié de la funcié
exponencial i ’explotacié del fet que és solucié d’una equacié diferencial lineal.
Introduim a continuacié un polinomi que ens auxiliara durant les demostracions.
Sigui
X1 -X)"

n! ’

(1.1) f(X) =

Tot i que la notacié no ho reflecteix, f és un polinomi que depén de n. Els seus
coeficients, llevat de dividir per n!, sén enters.

LEMA 1.2. El polinomi f(X) satisfa:
(1) PeraO0 <z <1, esté que0< f(x) <1/nl
(2) f(0)=01 f(0) € Z.

(3) Com que f(X) = f(1 — X), lapartat anterior és cert si substituim 0 per
1 en avaluar f i les seves derivades.

DEMOSTRACIO. Per al lector. O
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TEOREMA 1.3 (Euler, 1744). Per a tot y € Q*, el nombre €Y és irracional.

DEMOSTRACIO. Podem assumir sense perdua de generalitat que y és un enter
positiu. Suposem que €Y = a/b amb a i b enters positius. Sigui

F(X) = y*" f(X) =y f/(X) 4 =y fO (X)) + fO(X).
Per l'apartat 2 del lema anterior, F'(0) i F/(1) sén enters. Es té que
d

() = e ()

i, per tant,
1
b/ Y2 eV f(x)dr = aF (1) — bF(0) € Z.
0

Pero, per 'apartat 1 del lema anterior, es té que

2n€y

! 2n+1 _yx by
0<b | y e f(x)dx < <1,
0

n!

si n és prou gran. O

La irracionalitat de e admet una demostracié encara més elemental [HWO08, The-
orem 47]. En canvi, sembla que és més facil demostrar la irracionalitat de 72 que
la de 7.

TEOREMA 1.4 (Lambert, 1761). El nombre 7 és irracional.

DEMOSTRACIO. Suposem que 72 = a/b, amb a i b enters positius. Sigui

G(X) — (Z(—l)kWQH_Qkf(Qk)(X)> )
k=0
Es calcula que
d

e (G'(z)sinmx — 7G(x) cosmx) = m2a" sin(mz) f ()

i, per tant,
1
77/ a"sin(mz) f(x)de = G(0) + G(1) € Z.
0

No obstant, novament per 'apartat 1 del lema anterior,

n

v a
0< 7T/ a" sin(rz) f(z)de < —- <1,
0 n.

si n és prou gran. O

2. Nombres transcendents

En religié i en filosofia es diu que alld que és previ a o esta més enlla de I'experiéncia
és transcendent. La rad per la qual els nombres transcendents es diuen aixi és
perque sén nombres que viuen més enlla d’allo que podem construir a partir de
nombres racionals i d’operacions algebraiques.

Hi ha tres problemes tipus al voltant dels nombres transcendents que, ordenats per
ordre creixent de dificultat, sén:
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(1) Existéncia de nombres transcendents. Després de la rigoritzaci6 de
la teoria de conjunts per Cantor (1874), sabem que A és numerable. En
canvi, C és no numerable.

(2) Demostrar que un nombre construit ad hoc és transcendent.
Liouville (1844) va ser el primer a construir un nombre transcendent:
D nz1 107

(3) Demostrar que un nombre donat és transcendent.

Parlarem sobre els primers dos problemes en aquest capitol. El tercer problema és,
en comparacié, molt més dificil.

El resultat que segueix estableix que els nombres algebraics no poden ser aproximats
per nombres racionals amb precisié arbitraria en funcié del seu grau. Com veurem,
és una eina efectiva per a mostrar que certs nombres sén transcendents.

TEOREMA 2.1 (Liouville, 1844). Sigui o € C un nombre algebraic de grau n > 1.
Aleshores, existeix una constant ¢ > 0 tal que

q—n, peratotge(@, q > 0.

DEMOSTRACIO. Sens perdua de generalitat, podem suposar que o € R. En cas

contrari, podem prendre ¢ = |Imal. Sigui f = Irr(a, Q), que és de grau n. Pel
teorema del valor mitja, existeix un nombre real £ entre v i p/q tal que

(2)-0-1(2) 10 o-2)

Com que f és irreductible, podem deduir que f/(§) # 0.
Suposem que |a — p/q| > 1. Aleshores,

1
— <1< a—p‘
n

q q

i c=1 ja serveix en aquest cas.

En cas que sigui |a — p/q| < 1, aleshores també es tindra que |a — £| < 1. D’aqui,
podem deduir que
€l < 1+al.
Per a acabar, podem fer servir I’equacié anterior per a fitar la derivada de f de
manera uniforme. Definim ¢ per
D= max |7(@)] > |f/(©)] > 0.

C [a—1,a+1]

()

ja que es tracta d’'un nombre enter no nul. Finalment,

P f(p> a
q q

o — ‘ >c
com voliem veure. O

Es té que

C

DEFINICIO 2.2. Sigui o € R\ Q. Una mesura d’irracionalitat de v és una fita

1
a—Z’ZqE, peratotge(@,q>0
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i per a algun nombre real € > 0, que anomenem exponent d’irracionalitat.

El teorema de Liouville és, quan s’aplica als nombres reals, equivalent al resultat
que segueix.

TEOREMA 2.3. Sigui o € R. Si existeix una successio (pn/qn)n de nombres racio-
nals tal que

1
<—’

n

n

DPn
P 4.

dn
aleshores o €s un nombre transcendent.

DEMOSTRACIO. Per a demostrar per contrareciproc, podem prendre els suc-
cessius truncats de 'expansié de a com a fraccié continuada i aplicar el teorema
de Liouville en la formulacié anterior. Vegeu [HWO08, Theorem 191] per als de-
talls. O

DEFINICIO 2.4. Els nombres transcendents que satisfan la hipotesi del teorema an-
terior es diuen nombres de Liouville.

Com veurem, hi ha nombres transcendents que no sén de Liouville. No obstant, el
resultat de Liouville ja serveix per demostrar que alguns nombres bastant particu-
lars sén transcendents.

EXEMPLE 2.5. Sigui § = Y,,~, 107", Siguin

J
py =107 107", ¢; =107, peraj>1.
n=1

Es té que mcd(pj,q;) = 1. La desigualtat

_bif_ —nl ~(G+1)! k10 _ 1
T nzje1 k>0 j j

per a j > 1, implica la transcendéncia de &.

La millora de la fita inferior en el teorema de Liouville i, en general, trobar millores a
I’aproximacié racional dels nombres algebraics va ser motiu per al desenvolupament
d’altres metodes. Després de les aportacions de Thue, Siegel i Dyson, el millor
resultat conegut avui és el de Roth.

TEOREMA 2.6 (Roth, 1955). Siguin o un nombre real algebraic de grau com minim

igual a 2 ie > 0. Aleshores existeix una constant c(a,e) > 0, tal que
‘a _p| dlae)
q2+a

q

peratotge(@,q>0.
q

3. Classificaciéo de Mahler

De la mateixa manera que els nombres algebraics irracionals poden ser estudiats a
través de les seves aproximacions per nombres racionals, podem estudiar ’aproxi-
maci6 dels nombres transcendents pels nombres algebraics.

Com que un nombre transcendent no pot ser el zero de cap polinomi a coeficients
enters, podem demanar-nos fins a quin punt els valors que prenen els polinomis a
coeficients enters en aquest nombre s’aproximen a zero. Per tal d’estudiar aquest
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fenomen, ens caldra parametritzar els polinomis mitjancant la seva altura, a banda
del seu grau.

DEFINICIO 3.1. Sigui P(X) = Y r_,arX* un polinomi no nul, amb ay € Z, 0 <
k <mn. L’altura de P és l'enter

HHP) = g, e

OBSERVACIO 3.2. Siguin n, h nombres naturals. El conjunt de polinomis Q € Z[X]
tals que deg@ =n i ht Q = h és finit.

DEFINICIO 3.3. Sigui & un nombre complex. Siguin n, h dos nombres naturals. Dels
polinomis de Z[X] de grau n i altura h, sigui P aquell per al qual el valor |P(§)]
és minim. Definim el nombre real w(&,n, h) > 0 per 'equacid

(] = hmeten),
Definim, també:

w(&,n) = limsup w(§,n, h),

h—o0

w(&) = limsup w(&,n).

n—oo

El nombre w(§) s’anomena el tipus de §. Sigui, a més, v(§) el minim N > 0 tal
que w(&, N) = oo, amb el benentés que v(§) = oo si w(&,n) < oo per a tot n > 0.

L’estudi de quins possibles valors poden prendre w(§) i v(§) per a £ € C és 1'objecte
de la classificacié de Mahler.

TEOREMA 3.4 (Classificacié de Mahler, 1932). Considerem els conjunts
A={{eC w() =0},
S={{eC; 0<w() <oo},
U ={¢eC; w() = o0, ¥(§) < oo},
T ={S€C w(§) = o0, v(§) =o0}.

Es té que aquests quatre conjunts som no buits, disjunts dos a dos i la seva reunio
és C.

DEMOSTRACIO. Cal demostrar que cap classe és buida; ens n’ocuparem en els
paragrafs present i segiient. Si assumim aquest fet, les condicions que defineixen
les classes sén excloents i tot nombre complex cau en alguna classe. U

DEFINICIO 3.5. Els conjunts definits en l’enunciat del teorema anterior s’anomenen
les classes de Mahler.
L’eleccié de la notacié A per a la primera de les classes de Mahler no és accidental.

TEOREMA 3.6. A és el conjunt dels nombres algebraics.

DEMOSTRACIO. Suposem primer que o € R és un nombre transcendent. Sigui

R(n,h) = {Q(f); 0#£QX)=> apX* ar€Z, 0< aq; < h} .

k=0

Es té que #R(n,h) = (h + )" — 1, i existeix una constant
¢ =c(n,h) > 0 tal que per a tot @ € R(n, h) se satisfa que |Q| < ch.
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Dividim linterval [—ch,ch] en h"*! subintervals disjunts de longitud 2ch~™. Pel
principi del colomar, existeixen dos elements diferents de R(n,h) que pertanyen
al mateix subinterval. Siguin Q1(§) # @Q2(§) aquests dos elements. El polinomi
P = Q1 — Qy satisfa que |P(§)]| < 2ch™™. Aquesta fita uniforme permet concloure
que w(§,n) > 1.

Analogament, si £ € C és transcendent, w(&,n) > 1/2(1 —1/n). Per a arribar a tal
conclusio, és suficient subdividir I'interval [—ch, ch| en els eixos real i imaginari.

Reciprocament, si & € C és algebraic de grau m, per a qualsevol polinomi P €
R(n,h), P(§) és un nombre algebraic de grau com a molt m i altura com a molt
ch, per a una certa constant ¢ = ¢(n,h) > 0. Per tant, o bé P({) =0 o |P(§)| >
dh™™ per a certa constant ¢ = ¢/(n,h) > 0. A conseqiiéncia d’aix0, nw(&,n, h) és
uniformement fitat per a tot n, h, i aixd mostra que w(§) = 0. O

Una de les primeres propietats interessants de la classificacié de Mahler és la que
segueix.

TEOREMA 3.7. Dos nombres que son algebraicament dependents pertanyen a la
mateiza classe de Mahler.

DEMOSTRACIO. Suposem que &, € C sén algebraicament dependents. Exis-
teix un polinomi @ € Z[X,Y] tal que Q(&,n) = 0. Siguin k = degx @ i | = degy Q.
Sense perdua de generalitat, podem suposar que &,7 sén transcendents i que els
zeros £ = &1, &a, ..., & del polinomi Q(X,7n) sén també transcendents.

Sigui P € Z[X] el polinomi que defineix w(&, n, h). Sigui

J=P(&) - P(&)-

Es té que
|J‘ < Clhfm;.)(n,h)+kfl7

on c; > 0 és una constant que, a l'igual que les constants co i c3 que apareixen a
continuacié, només depen de &,m,n 1 Q.

Com que J és simetric en els &;, es tracta d’un polinomi en les funcions simetriques
elementals, de grau total menor o igual que n i amb altura menor o igual a cohF,
amb ¢y > 0.

Ara bé, les funcions simetriques elementals vénen donades per £¢;/qo, on

Q(X.n) =g (M) X* + ()X 1+ + q(n).

Es per aquest motiu que gjJ és un polinomi en 7 de grau menor o igual que In i
altura menor o igual que h; = c3h, amb c¢3 > 0. Per tant, es té que

hllnw(n,ln,h’) > Clhnw(g,n,h)—k—l-l7
d’on es dedueix que
Elnw(n,In) > nw(&,n) —k + 1.

Si prenem limits superiors respecte de n, obtenim

klw(n) = w(§).

Podem intercanviar £ i n per tal d’obtenir una fita analoga, que ens permet deduir
el resultat. O
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El resultat segiient, que es pot trobar a [Bak90, Theorem 8.2], mostra que S és no
buit.

TEOREMA 3.8. El conjunt AU U UT C C té mesura de Lebesgue igual a zero.

De la mateixa manera que hem definit una mesura d’irracionalitat com una fita per
a un nombre irracional a partir de nombres racionals, amb control de la mida dels
denominadors, definim una mesura de transcendencia com una fita dels valors de
polinomis a coeficients enters, amb control sobre el grau i I'altura dels polinomis.

DEFINICIO 3.9. Sigui & un nombre complex transcendent. Una mesura de trans-
cendeéncia per a & és una fita

|P(€)] = ht(P)—cdee?,
satisfeta per una constant ¢ > 0, i per tot P € Z[X] no nul.

Hi ha una linia de recerca en la direccié d’obtenir mesures de transcendencia i
d’irracionalitat de nombres, i també en la direccié de millorar les fites ja conegudes.
[Wal00] conté una bona descripcié dels resultats que sén producte d’aquesta linia.

3.1. Classificacié d’alguns nombres. La principal dificultat de la classifi-
cacié6 de Mahler és mostrar que les quatre classes d’equivalencia sén no buides.
Aquest problema, de fet, va restar obert durant més de trenta anys.

No és molt complicat mostrar que els nombres de Liouville pertanyen a U i que, a
més, tenen tots v = 1. Es possible mostrar que, per a

§=%+210—’“,

k>1

se satisfa que v(£1/™) = n [Bak90, §8.6]. Per tant, hi ha nombres en U per a cada
possible valor enter de v.

Saber que les altres classes sén de mesura zero és suficient per a provar que S # ().
A més, Popken (1929) havia demostrat, ja abans de la classificacié de Mahler, que
w(e) =1 [Bak90, §8.1] i que, per tant, e € S.

El problema no va ser tancat fins que Schmidt (1968) va demostrar que T # (). La
construcci6é d’Schmidt és feta ad hoc [Bak90, §8.7].

Cal dir que, fora de certs nombres construits a mida del problema, determinar la
classificacié d’'un nombre donat és un problema molt dificil. Després del teore-
ma d’Hermite-Lindemann (1822), se sap que si « és un nombre algebraic no nul,
aleshores e € S.

Una conseqiiencia dels treballs de Baker (1966) amb formes lineals en logaritmes
és que tota combinacié Z-lineal de logaritmes de nombres algebraics és a SU T,
conjecturalment a S. En particular, destaquem que se sap que 7 € SU T i que es
conjectura que w € S.

4. Valors d’exponencials. Problemes oberts

El teorema de Lindemann és el primer resultat que estableix la transcendéncia de
certes expressions exponencials. Hilbert va considerar que estendre aquest resultat
a expressions exponencials més generals era un problema important.
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CONJECTURA 4.1 (7¢ problema de Hilbert, 1900). Siguin o, 8 € A, amb o # 0,1
i B¢ Q. Aleshores o ¢ A.

Aquesta conjectura va ser resolta per Gelfond i Schneider de manera independent
I’any 1934. Una manera de reformular el problema és el corol-lari que segueix.

COROL.LARI 4.2. Siguin aq,aa € A\ {0}. Si els dos nombres complezos log ay i
log ciy son linealment independents sobre Q, aleshores per a qualssevol B1,8s € C
algebraicament independents, es té que

B1logay + PBalogas # 0.

En I’enunciat anterior, i en endavant, log és una determinacié del logaritme com-
plex.

Gelfond va conjecturar que el resultat anterior és cert si prenem combinacions
lineals de logaritmes de longitud indeterminada; aquest resultat va ser demostrat
per Baker el 1966. També és deguda a Gelfond una aplicacié important d’aquests
resultats a la teoria de nombres algebraica: n’hi ha prou amb tenir el resultat amb
tres logaritmes per tal de poder donar una demostracié del problema del nombre
de classes 1. Gauss va notar (1802) que els discriminants fonamentals de cossos
quadratics imaginaris

d=—3,—4,-7,—8,—11, 19, —43, —67, —163

satisfan que h(d) = 1, i va conjecturar que no n’hi ha cap altre amb aquesta pro-
pietat. El teorema de Baker (1966) permet donar resposta satisfactoria a aquesta
conjectura de Gauss. Cal dir que Stark va demostrar aquesta conjectura el mateix
any amb un metode independent.

Hi ha conjectures més generals que tenen a veure amb independéncia algebraica de
valors d’exponencials. En destaquem dues.

CONJECTURA 4.3 (Schanuel, 1960s). Siguin z1,...,z, nombres complexos lineal-
ment independents sobre Q. El grau de transcendéncia de l’extensio

Q (21,20, ..., |Q

és més gran que o igual a n.

Cal indicar que la conjectura de Schanuel, en el cas en que prenem zi,...,2, € A,
implica el teorema de Lindemann-Weierstrass. En el cas en que els nombres e*
son algebraics per a 1 < ¢ < n implica una millora del teorema de Baker, que a
la seva vegada implica el teorema de Gelfond-Schneider i la conjectura dels quatre
exponents.

CONJECTURA 4.4  (dels quatre exponents). Siguin  (x1,x2) i
(y1,y2) dues parelles de nombres complexos. Suposem que els membres de cada
parella son linealment independents sobre Q. Aleshores un dels quatre nombres

exlyl , GIle , 6$1y27 651722;’2

és transcendent.

Aquesta conjectura pot ésser entesa com a cas extrem del teorema dels sis exponents
de Lang (1960s).
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