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Grups de Galois a la Galois

Grups de Galois

L'experiéncia (sigui com a docents o com a discents) ens diu que després
de fer un curs —de mesos de feina!l— en Teoria de Galois, hom acaba sovint
calculant grups de Galois de:

e polinomis de grau 1,
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Grups de Galois

L'experiéncia (sigui com a docents o com a discents) ens diu que després
de fer un curs —de mesos de feina!l— en Teoria de Galois, hom acaba sovint
calculant grups de Galois de:

e polinomis de grau 1,

e polinomis de grau 2;

e polinomis de grau 3;

e polinomis de grau 4;

i poca cosa més. Com Galois calculava els grups de Galois?
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Premier Mémoire

Presentada i rebutjada (amb raons de pes) a I'’Académia de Ciéncies de
Paris el gener de 1831.

e F. Xavier Labrador (2011), imatges digitals a
http://www.bibliotheque-institutdefrance.fr/numerisation/

e Peter M. Neumann (2011), The Mathematical Writings of Evariste
Galois.

e Harold M. Edwards (2012), Galois for 21st-Century Readers.

La Premier Mémoire conté 3 lemes i 8 proposicions.
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Premier Mémoire

Presentada i rebutjada (amb raons de pes) a I'’Académia de Ciéncies de
Paris el gener de 1831.

e F. Xavier Labrador (2011), imatges digitals a
http://www.bibliotheque-institutdefrance.fr/numerisation/

e Peter M. Neumann (2011), The Mathematical Writings of Evariste
Galois.
e Harold M. Edwards (2012), Galois for 21st-Century Readers.

La Premier Mémoire conté 3 lemes i 8 proposicions. Ara repassarem els
tres lemes i la Proposicié 1. Es busquen voluntaris per tal d'estudiar les
altres set proposicions en dues sessions de treball.
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Grups de Galois a la Galois

Premier Mémoire: Lema 1

Lemma 1

Sigui f € K[x]| irreductible. Si g € K|[x| té una arrel en comid amb f en
alguna extensié de K, aleshores f divideix g.

Galois es ventila la demostracié amb mitja frase tot esmentant que el
maxim comu divisor de ambdds polinomis té coeficients al cos K.
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Sigui f € K[x]| irreductible. Si g € K|[x| té una arrel en comid amb f en
alguna extensié de K, aleshores f divideix g.

Galois es ventila la demostracié amb mitja frase tot esmentant que el
maxim comu divisor de ambdds polinomis té coeficients al cos K.

Els lemes 2 i 3 serveixen per construir el cos de descomposicié d'un
polinomi qualsevol (irreductible o no) f € K[x].

Galois no assumeix I'existéncia del cos de descomposici; simplement
ensenya que, en cas d’existir, ell sap com operar amb els seus elements de
manera practica i canonica. Kronecker és el primer que mostra |'existéncia
del cos de descomposicid.
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Grups de Galois a la Galois

Premier Mémoire: Lema 2

Lemma 2

Si f € K[x] no té arrels miltiples, aleshores existeix una combinacié
lineal entera de les arrels de f

V=Aa+A0+ +Antm, A €Z,

tal que #{V°: 0 € S} =ml.

Prova. Galois no déna cap demostracié. Considerem el polinomi lineal
V(Xl,...,Xm) = X100 +X200 + -+ XmOm
Tenim m! polinomis V° en permutar les arrels ¢;. Aleshores
A=TJ] V-V eKlxi,....xm] \ {0}
O#T
Per induccié sobre m, tot polinomi no nul en m variables sobre un cos K

admet una substitucié entera donant una avaluacié no nula.
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Grups de Galois a la Galois

Premier Mémoire: Lema 3

Lemma 3

Siguin f € K[x] i V = A1a1+ Ao+ -+ + AnOm com abans. Aleshores,

per a totes les arrels es té
o € K( V) .

Es a dir, K(au,...,0m) = K(V).

Prova. Galois déna un sketch de la demostracié. Considerem

F(X,o5) € K[X]

G(X)=T] X-Ve=]

oS m J
per cert F(X,Y) € K[X,Y] amb F(X, ;) =[Is(j)=i X — V°. Aleshores

@(V) +xy(V) = ged(F(V,x),f(x)) € K(V)[x].

m

De manera que a; = —y(V)/o(V).
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Exemple m=3

Sigui f(x) =(x—a1)(x—a1)(x— 1) € K[x]. Triem A, B, C € Z tals que

V=Aa;+Bay+ Caz ddbna 6 valors diferents per permutacié.

G(X)=F(X,a1)F(X,o)F(X,03)

F(X,o0)=(X—(Aas+Bop+ Caz)) (X — (Aas + Boz + Cap)) € K[ X, ai]

ged(F(V,x),f(x)) = (V) x+ y(V)

oq =—y(V)/e(V).
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El grup de Galois

Prenen f € K[x] i V =A1a1+ Ao+ -+ + An0y, com abans. Tenim
K(ai,...,am) = K(V). Factoritzem en irreductibles a K[X]:

6(X)= [T X—-V° = Go(X)Gi(X)Go(X)...

0ESm

Siguin V, V', V", ..., V("=1) Jes arrels de Go(X). El grup de Galois
Gal(f) ve donat per: '
Vi VI e K(V)

Sén els automorfismes de K(V). Galois s'ho mira com una matriu nx m:

V) 6v)  aV) e dma(V)
(V) o) aV) o bma(V)
V) V) a(V) s gV
(VD) (V) gy(VOD) L g, (VD)
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Premier Mémoir: Proposicié 1

Proposicié 1
Donat un polinomi f € K[x] amb arrels o4, ..., &y, sempre existira un
grup de permutacions de les arrels tal que:

m SiF(ay,...,anm) € K, percert F € K|[xi,...,xm|, aleshores
Flai,...,om) = F°(ou,...,0Qm) per a tota permutacic del grup;
m | reciprocament, si F(o,...,0m) = F°(04,...,0m) per tota
permutacié del grup, aleshores F(oy,...,0,) € K.
En d’altres paraules, K(ay, ..., 0,)% ) = K.
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Premier Mémoir: Proposicié 1

Prova. En virtut del Lema 3 sabem que K(oq,...,am) = K(V) i les
permutacions corresponen a V v on VvV, V', V" ... V(-1 s4n es
arrels de Go(X).

De manera canonica, escrivim F(oy,...,0m,) = ¢(V), on ¢ € K[X] és un
polinomi de grau < n—1.

Si F(ag,...,om) = ¢(V) € K, vol dir que ¢ és de grau zero, i aleshores
¢ (V7)) déna el mateix valor per a tot i.

Reciprocament, si tots els ¢(V()) donen el mateix valor aleshores
1 n—1 .
o(V)==Y o(v¥).
i=0

| clarament pertany a K doncs és una expressié simétrica en els V().
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