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Corbes de Shimura

Bp algebra de quaternions racional i indefinida de discriminant D > 1,
Op C Bp un ordre maximal. Xp/Q model canonic de la corba de Shimura
associada.
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Op C Bp un ordre maximal. Xp/Q model canonic de la corba de Shimura
associada.

> Les corbes Xp generalitzen les corbes modulars classiques, que
s'obtenen amb Bp = M3(Q).

> Xp és solucié (grollera) al problema de moduli sobre Q de classificar
parells (A,.: Op — End(A)), on
- A superficie abeliana polaritzada,
- ¢t : Op = End(A) monomorfisme d’anells.
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Corbes de Shimura

Bp algebra de quaternions racional i indefinida de discriminant D > 1,
Op C Bp un ordre maximal. Xp/Q model canonic de la corba de Shimura
associada.
> Les corbes Xp generalitzen les corbes modulars classiques, que
s'obtenen amb Bp = M3(Q).
> Xp és solucié (grollera) al problema de moduli sobre Q de classificar
parells (A,.: Op — End(A)), on
- A superficie abeliana polaritzada,
- ¢t : Op = End(A) monomorfisme d’anells.
~» Si char(k) = 0, un punt P € Xp(k) correspon a la classe
d'isomorfisme [(A, ¢)] d'un parell (A,:)/k que no necessariament
admet un model racional sobre k.
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Punts racionals en Xp

(alguns) Antecedents en |'estudi de punts racionals:
> Shimura (1975): Xp(R) =0 (= Xp(Q) = 0);
> Jordan-Livné (1985): Xp(L), L/Q, finita;
> Jordan (1986), Skorobogatov (2005): Xp(K), K quadratic imaginari.
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(alguns) Antecedents en |'estudi de punts racionals:
> Shimura (1975): Xp(R) =0 (= Xp(Q) = 0);
> Jordan-Livné (1985): Xp(L), L/Q, finita;
> Jordan (1986), Skorobogatov (2005): Xp(K), K quadratic imaginari.

Teorema (Jordan, 1986)

Un parell (A, ) corresponent a un punt P € Xp(k) admet un model sobre
k si, i només si, Bp ®q k ~ Ma(k).
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Punts racionals en Xp

(alguns) Antecedents en |'estudi de punts racionals:
> Shimura (1975): Xp(R) =0 (= Xp(Q) = 0);
> Jordan-Livné (1985): Xp(L), L/Q, finita;
> Jordan (1986), Skorobogatov (2005): Xp(K), K quadratic imaginari.

Teorema (Jordan, 1986)

Un parell (A, ) corresponent a un punt P € Xp(k) admet un model sobre
k si, i només si, Bp ®q k ~ Ma(k).

> Per a K quadratic imaginari amb Bp ®g K =~ M(K), Jordan (1986)
ddna condicions suficients explicites perque Xp(K) = 0.

> Skorobogatov (2005): els exemples de Jordan estan explicats per
I'obstruccié de Brauer-Manin.
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Representacions de Galois

Jordan explota I'estudi de les representacions de Galois associades als
parells (A, ) parametritzats per Xp:

> Suposem Bp ®g K ~ Ma(K), P = [(A,1)] € Xp(K), (A,1)/K.
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parells (A, ) parametritzats per Xp:

> Suposem Bp ®qg K ~ M(K), P =[(A, )] € Xp(K), (A,)/K.
> L'accié de Gk = Gal (K/K) en T,(A) i Alp] indueix representacions

Q(A,L),p : GKHAUtOD(Tp(A))a @(A,L),p . GK_)AUtOD(A[p])
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Representacions de Galois

Jordan explota I'estudi de les representacions de Galois associades als
parells (A, ) parametritzats per Xp:

> Suposem Bp ®qg K ~ M(K), P =[(A, )] € Xp(K), (A,)/K.
> L'accié de Gk = Gal (K/K) en T,(A) i Alp] indueix representacions
0(A).p - Gk— Auto, (Tp(A)),  8(a.p : Gk— Auto, (Alp])

> Sip| D, Alp] conté un tnic Op-submodul propi no trivial Cp, isomorf
a 2, que proporciona una representacio

a(au,p - Gk—> Auto, (Cp) = F .
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Representacions de Galois

Jordan explota I'estudi de les representacions de Galois associades als
parells (A, ) parametritzats per Xp:

> Suposem Bp ®qg K ~ M(K), P =[(A, )] € Xp(K), (A,)/K.
> L'accié de Gk = Gal (K/K) en T,(A) i Alp] indueix representacions

Q(A,L),p : GK—>AUt(’)D(Tp(A))a Q(A,L),p . GK—> AUtOD(A[p])

> Sip| D, Alp] conté un tnic Op-submodul propi no trivial Cp, isomorf
a 2, que proporciona una representacio

(A p - Gk— Auto, (Cp) ~ ]F:z.

Skorobogatov relaciona a4,) , amb un recobridor étale de Yp , — Xp al
qual aplica técniques de descens.
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Objectiu

Suposem K imaginari quadratic.

> L'absencia o no de punts K-racionals en Xp no sembla que hagi
d’estar relacionada amb el fet que K escindeixi Bp o no.

> A més, es conjectura que Xp(K) =0 si D, disc(K) > 0.
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Suposem K imaginari quadratic.
> L'absencia o no de punts K-racionals en Xp no sembla que hagi
d’estar relacionada amb el fet que K escindeixi Bp o no.
> A més, es conjectura que Xp(K) =0 si D, disc(K) > 0.
Seguint una idea d'Ellenberg i Skinner, podem eliminar la hipotesi
Bp ®g K ~ Ms(K):

> Aun P ={(A, )] € Xp(K) li podem associar representacions de G,
independentment de si (A,:) admet un model racional sobre K o no.
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Objectiu

Suposem K imaginari quadratic.

> L'absencia o no de punts K-racionals en Xp no sembla que hagi
d’estar relacionada amb el fet que K escindeixi Bp o no.

> A més, es conjectura que Xp(K) =0 si D, disc(K) > 0.
Seguint una idea d'Ellenberg i Skinner, podem eliminar la hipotesi
Bp ®g K ~ Ms(K):
> Aun P ={(A, )] € Xp(K) li podem associar representacions de G,
independentment de si (A,:) admet un model racional sobre K o no.

~» Podem donar condicions suficients per tal que Xp(K) = 0.

~> Amb el mateix métode també podem donar condicions suficients per
I'abséncia de punts Q-racionals en quocients d'Atkin-Lehner de Xp.
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Ellenberg, Skinner i les (Q-corbes

> K cos de nombres, E/K una Q-corba: corba el-liptica sobre K (sense
CM) tal que per a tot 0 € Gp existeix una isogenia p, : °E — E.
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Ellenberg, Skinner i les (Q-corbes

> K cos de nombres, E/K una Q-corba: corba el-liptica sobre K (sense
CM) tal que per a tot 0 € Gp existeix una isogenia fi, : °E — E.

> La classe [cg] € H2(Gg, Q*) definida pel 2-cocicle
ce(0,7) = pio - Tpir - pigr € (Hom(E, E) ® Q)* = Q*.
és trivial (Tate). Existeix a : Gg — Q* continua tal que

ce(o,7) = a(a)a(T)a(aT)_l.
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Ellenberg, Skinner i les (Q-corbes

> K cos de nombres, E/K una Q-corba: corba el-liptica sobre K (sense
CM) tal que per a tot 0 € Gp existeix una isogenia fi, : °E — E.

> La classe [cg] € H?(Gg, Q) definida pel 2-cocicle
ce(0,7) = pio - Tpir - pigr € (Hom(E, E) ® Q)* = Q*.
és trivial (Tate). Existeix a : Gg — Q* continua tal que
1

ce(o,7) = alo)a(r)a(or) .

> La representacié ¢ p : Gk — GL2(Zp) de Gk en T,(E) es pot
estendre mitjangant

pES(0)(1® x) = a(0) ™ @ po(%)

a una representacié pg p : Ggp — @; GL2(Qp), i Ppe pi6c = PoEp-
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Representacions de Galois associades a varietats abelianes

> A varietat abeliana polaritzada definida sobre L/k.
> R una Z-algebra finita, i : R — End(A).
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Representacions de Galois associades a varietats abelianes

> A varietat abeliana polaritzada definida sobre L/k.
> R una Z-algebra finita, i : R — End(A).
> Definim
Cr(A) == {p € End°(A) : poi(r) =i(r)op Yre R},
Cr(Tp(A)) == {p € End(Tp(A)) : poi(r)=i(r)oe VreR},
on End®(A) = End(A) ®z Q, i posem també

Gp := Cr(A)*, Gp := (Cr(Tp(A))/PCrR(Tp(A)))*.
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Representacions de Galois associades a varietats abelianes

> A varietat abeliana polaritzada definida sobre L/k.
> R una Z-algebra finita, i : R — End(A).
> Definim
Cr(A) :={p € End®(A) : poi(r) =i(r)op VYreR}
Cr(Tp(A)) == {p € End(Tp(A)) : poi(r)=i(r)oe VreR},
on End®(A) = End(A) ®z Q, i posem també
Gp = Cr(A)*, Gp := (Cr(T,(A))/PCr(TH(A)))*.
> L'accié de Gp = Gal(L/L) en T,(A) i Alp] = Tp(A)/pTp(A) indueix
representacions

O(A,i),p - G — Gp, @(A,i),p G — @p.
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Punts en varietats de Shimura (1)

> R una Z-algebra finita amb R ®z Q semisimple.
> X I'espai de moduli parametritzant parells (A, i), amb

- A varietat abeliana polaritzada de dimensié g,
- i: R < End(A) monomorfisme de Z-algebres.
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- i: R < End(A) monomorfisme de Z-algebres.

> Teoria de varietats de Shimura de tipus PEL:

~» model canonic X/Q, i P € X(k) es correspon a la classe d'isomorfisme
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Punts en varietats de Shimura (1)

> R una Z-algebra finita amb R ®z Q semisimple.

> X I'espai de moduli parametritzant parells (A, i), amb
- A varietat abeliana polaritzada de dimensié g,
- i: R < End(A) monomorfisme de Z-algebres.

> Teoria de varietats de Shimura de tipus PEL:

~» model canonic X/Q, i P € X(k) es correspon a la classe d'isomorfisme
P =[(A,i)] d'un parell (A,i)/k.

Definicié

(A, l)/_l_< admet un model racional sobre L/k si existeix (A',i')/L amb

(A" x k,i" x k) ~ (A, ). En tal cas, L és un cos de definicié per a (A, ).
El cos de moduli kp = ka ;) de (A, i) és la minima extensic kp/k tal que
per a tot s € Gy, hi ha un isomorfisme fs : (A, i) = (A, ).
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Punts en varietats de Shimura (1)

> R una Z-algebra finita amb R ®z Q semisimple.

> X I'espai de moduli parametritzant parells (A, i), amb
- A varietat abeliana polaritzada de dimensié g,
- i: R < End(A) monomorfisme de Z-algebres.

> Teoria de varietats de Shimura de tipus PEL:

~» model canonic X/Q, i P € X(k) es correspon a la classe d'isomorfisme
P =[(A,i)] d'un parell (A,i)/k.

Definicié

(A, l)/_l_< admet un model racional sobre L/k si existeix (A',i')/L amb

(A" x k,i" x k) ~ (A, ). En tal cas, L és un cos de definicié per a (A, ).
El cos de moduli kp = ka ;) de (A, i) és la minima extensié kp/k tal que
per a tot s € Gy, hi ha un isomorfisme fs : (A, i) = (A, ).

~» kp és subcos de qualsevol cos de definicié de (A, /).
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Punts en varietats de Shimura (I1)
> Per a qualsevol extensié L/k, tenim doncs
X(L)={P e X(k): kp C L}.

(A, i) admet model sobre L = P = [(A, )] € X(L).
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Punts en varietats de Shimura (I1)
> Per a qualsevol extensié L/k, tenim doncs
X(L)={P e X(k): kp C L}.

(A, i) admet model sobre L = P = [(A, )] € X(L).
Fixem P = [(A, )] € X(k). Suposem kp = k, i:

(H) Cr(A) és un cos sense arrels de la unitat no trivials (# £1).

Lema

(H) = Aut(A, i) = {£1}. J
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Punts en varietats de Shimura (I1)
> Per a qualsevol extensié L/k, tenim doncs
X(L)={P e X(k): kp C L}.

(A, i) admet model sobre L = P = [(A, )] € X(L).
Fixem P = [(A, )] € X(k). Suposem kp = k, i:

(H) Cr(A) és un cos sense arrels de la unitat no trivials (# £1).

Lema
(H) = Aut(A, i) = {£1}.

Demostracid.
El grup d'automorfismes d'una varietat abeliana polaritzada és finit, d’on
els elements de Aut(A, i) C Cr(A)* sén arrels de la unitat. O

v
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2-cocicle associat a P

> Escollim f = {f; : (A, i) = (A, )}seq,, | definim

cp: Gk x Ge—r Aut(A, i) = {£1},  (s,t) > cp(s, t) = fo - o fir .
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2-cocicle associat a P

> Escollim f = {f; : (A, i) = (A, )}seq,, | definim
cp i G X Gk—> Aut(A, i) = {£1}, (s,t) = cp(s,t) = fs- - £ .

> [cp] € H?(Gk, {£1}) no depen de f.
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2-cocicle associat a P

> Escollim f = {f; : (A, i) = (A, )}seq,, | definim
cp: G X Ge— Aut(A, i) = {1}, (s,t) > cp(s,t) =f - f - f; 1.
> [cp] € H?(Gk, {£1}) no depen de f.
Lema (Weil)

L/k és cos de definicié per a (A,i) <= [cp,1] = [cp|g,] €és trivial en
H2(Gp, {1}).
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2-cocicle associat a P

> Escollim f = {f; : (A, i) = (A, )}seq,, | definim
G G x Ger Aut(A ) = (£1}, (5,8) > pls ) = fo - o

> [cp] € H?(Gk, {£1}) no depen de f.

Lema (Weil)

L/k és cos de definicié per a (A,i) <= [cp,1] = [cp|g,] €és trivial en
H2(Gp, {1}).

Si Bp és I'algebra de quaternions sobre k corresponent a [cp| per CFT,
[cp.1] és trivial <= Bp ®) L ~ Mj(L).

Corol-lari J

Hi ha infinites L/k quadratiques que sén cos de definicié per (A, ).
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Representacions de Galois associades a P

Escollint una col-leccié d'isomorfismes f com abans, definim

OP = 0Pp: Gy — Gp/{:l:].}

x € Tp(A) — op(s)(x) :=£f(%), s€ G.
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Representacions de Galois associades a P

Escollint una col-leccié d'isomorfismes f com abans, definim
op =o0pp: Gy — Gp/{£1}
x € Tp(A) — op(s)(x) :=£(%), se€ G
Passant al quocient, definim similarment
op = 0pp: Gk — Gp/{%L1}.

Lema

op [ op son morfismes de grups i no depenen de f. J
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Representacions de Galois associades a P

Escollint una col-leccié d'isomorfismes f com abans, definim
op =o0pp: Gy — Gp/{£1}
x € Tp(A) — op(s)(x) :=£(%), se€ G
Passant al quocient, definim similarment

op = 0Pp : G, — Gp/{:lzl}.

Lema
op [ op son morfismes de grups i no depenen de f. J

Si P =[(A,i)] amb (A, i) definida sobre L/k quadratica, podem prendre
fs =id per a tot s € G C Gy. Llavors pp i 0p estenen gia ;) i 0(a,i)-
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Superficies abelianes amb QM

> Bp algebra de quaternions racional i indefinida, D > 1, Op C Bp
ordre maximal (tnic llevat de conjugacid).
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Superficies abelianes amb QM

> Bp algebra de quaternions racional i indefinida, D > 1, Op C Bp
ordre maximal (tnic llevat de conjugacid).
> p: Bp — Bp, b+ bP (anti)involucié positiva.
> Noether-Skolem: b? = = 1bu, p € OF, tr(u) = 0,n(u) > 0.
> Una superficie abeliana amb multiplicacié quaternionica (QM) per
(Bp,Op, p) és una tripleta (A, ¢, L), on:
- A superficie abeliana,
- ¢ : Op < End(A) monomorfisme,

- L polaritzacié feble en A tal que ¢(b?) = ¢(b)*, on * és la involucié de
Rosati definida per L.
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Superficies abelianes amb QM

> Bp algebra de quaternions racional i indefinida, D > 1, Op C Bp
ordre maximal (tnic llevat de conjugacid).
> p: Bp — Bp, b b (anti)involucié positiva.
> Noether-Skolem: b? = = 1bu, p € OF, tr(u) = 0,n(u) > 0.
> Una superficie abeliana amb multiplicacié quaternionica (QM) per
(Bp,Op, p) és una tripleta (A, ¢, L), on:
- A superficie abeliana,
- ¢ : Op < End(A) monomorfisme,
- L polaritzacié feble en A tal que ¢(b?) = ¢(b)*, on * és la involucié de
Rosati definida per L.
> Milne (1979): fixat el parell (A,¢), la polaritzacié feble £ esta
univocament determinada per p.
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La corba de Shimura Xp

> Fixem Bp ®g R ~ M»(R), i posem O} = {y € Op : n(y) = 1}.

> Of < SLa(R) actua en el semipla $§ = {7 € C: Im(7) > 0} per
transformacions de Moebius.
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La corba de Shimura Xp

> Fixem Bp ®g R ~ M»(R), i posem O} = {y € Op : n(y) = 1}.

> Of < SLa(R) actua en el semipla $§ = {7 € C: Im(7) > 0} per
transformacions de Moebius.

> La superficie de Riemann Vp := OL \ § és compacta (D > 1).
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La corba de Shimura Xp

> Fixem Bp ®g R ~ M»(R), i posem O} = {y € Op : n(y) = 1}.

> Of < SLa(R) actua en el semipla $§ = {7 € C: Im(7) > 0} per
transformacions de Moebius.

> La superficie de Riemann Vp := OL \ § és compacta (D > 1).

> Shimura (1967): existeix una corba algebraica projectiva llisa Xp
sobre Q tal que

Vp ~ Xp(C)3".

Xp és la corba de Shimura associada a Bp, i és solucié al problema
de moduli de classificar superficies abelianes amb QM.
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La corba de Shimura Xp

> Fixem Bp ®g R ~ M»(R), i posem O} = {y € Op : n(y) = 1}.

> Of < SLa(R) actua en el semipla $§ = {7 € C: Im(7) > 0} per
transformacions de Moebius.

> La superficie de Riemann Vp := OL \ § és compacta (D > 1).

> Shimura (1967): existeix una corba algebraica projectiva llisa Xp
sobre Q tal que

Vp ~ Xp(C)3".
Xp és la corba de Shimura associada a Bp, i és solucié al problema
de moduli de classificar superficies abelianes amb QM.

> Parametritzacié explicita: 7+ (Ar,t,), A, = C2/Op - ( 71— ).
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Punts racionals en Xp

> P Xp(k), P=[(A,1)], (A t)/k amb cos de moduli k.

> Existeix col-leccié d'isomorfismes f = {; : (A, 1) = (A, 1)}seq, .
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Punts racionals en Xp

> P Xp(k), P=[(A,1)], (A t)/k amb cos de moduli k.

> Existeix col-leccié d'isomorfismes f = {; : (A, 1) = (A, 1)}seq, .

Lema

Si A no té CM per Q(v/—1) ni Q(v/=3), es compleix (H).

Demostracid.

Si A no té CM, EndO(A) ~ Bpi Co,(A)=Q. Isi Até CM per M,
End(A) ~ Mp(M) i Co,(A) = M. O
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Punts racionals en Xp

> P Xp(k), P=[(A,1)], (A t)/k amb cos de moduli k.
> Existeix col-leccié d'isomorfismes f = {; : (A, 1) = (A, 1)}seq, .

Lema

Si A no té CM per Q(v/—1) ni Q(v/=3), es compleix (H).

Demostracid.

Si A no té CM, EndO(A) ~ Bpi Co,(A)=Q. Isi Até CM per M,
End(A) ~ Mp(M) i Co,(A) = M. O

> Podem associar representacions de Galois a P, via [cp].
> Teorema de Jordan revisited:

Bp = Bp ®q k (independentment de P!).
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Representacions de Galois

> K quadratic imaginari, v plaga finita de K, P, = [(Av, /)] € Xp(K\)
sense CM per Q(v/—1) ni Q(v/—3).

> Podem prendre (Ay,¢,) definida sobre L/K, quadratica.

C. de Vera, V. Rotger (MA2, UPC) STNB 2012, BCN 19 / 32



Representacions de Galois

> K quadratic imaginari, v plaga finita de K, P, = [(Av, /)] € Xp(K\)
sense CM per Q(v/—1) ni Q(v/—3).
> Podem prendre (Ay,¢,) definida sobre L/K, quadratica.
> Les representacions g(a,,.,),ps O(A,,.,),p d€ GL S'estenen a
op,p: Gk, = Auto,(Tp(AV))/ £1 > (Op ® Zp)*/ £1,
2p.p: Gk, = Auto,(Avpl)/ £ 1= (Op/pOp)*/ + 1.
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Representacions de Galois

> K quadratic imaginari, v plaga finita de K, P, = [(Av, /)] € Xp(K\)
sense CM per Q(+v/—1) ni Q(v/—3).
> Podem prendre (Ay,t,) definida sobre L/K, quadratica.
> Les representacions g(a,,.,),ps O(A,,.,),p d€ GL S'estenen a
op,p: Gk, = Auto,(Tp(AV))/ £1 = (Op ®Zp)*/ £1,
op, p: Gk, = Auto, (A/[p])/ £1~(Op/pOp)*/ £1.
> Suposem p | D. A,[p] té un tnic Op-submodul propi no trivial,
Co=All(p)] ~Op/l(p) ~Fp,
anomenat subgrup canonic de torsié en p, on
I(p) ={8 € Op:p|n(B)} és I'"inic Op-ideal bilateral de norma p.
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Representacions de Galois

> K quadratic imaginari, v plaga finita de K, P, = [(Av, /)] € Xp(K\)
sense CM per Q(+v/—1) ni Q(v/—3).
> Podem prendre (Ay,t,) definida sobre L/K, quadratica.
> Les representacions g(a,,.,),ps O(A,,.,),p d€ GL S'estenen a
op,p: Gk, = Auto,(Tp(AV))/ £1 = (Op ®Zp)*/ £1,
op, p: Gk, = Auto, (A/[p])/ £1~(Op/pOp)*/ £1.
> Suposem p | D. A,[p] té un tnic Op-submodul propi no trivial,
Co=All(p)] ~Op/l(p) ~Fp,
anomenat subgrup canonic de torsié en p, on
I(p) ={8 € Op:p|n(B)} és I'"inic Op-ideal bilateral de norma p.

> La representacié a(a,,.,),p : GL — Auto,(Cp) també s'estén a
ap, p: Gk, = Auto,(Cp)/ £ 1 IFSQ/ +1.
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Relacié amb el recobridor de Shimura

> Considerem el problema de moduli de classificar tripletes (A, ¢, x,), on
- (A, 1) és superficie abeliana amb QM,
- Xp és un generador de C, com a Op-modul.
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Relacié amb el recobridor de Shimura

> Considerem el problema de moduli de classificar tripletes (A, ¢, x,), on
- (A, 1) és superficie abeliana amb QM,
- Xp és un generador de C, com a Op-modul.

> La solucié déna lloc a un recobridor ciclic de Galois Xp , — Xp amb
2_ . . /
Aut(Xp,p/Xp) ~ Z/ %5 L7. El recobridor de Shimura Zp , — Xp és
. . . 2_
el maxim subrecobridor étale de Xp, i té ordre pz—el, el 6.
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Relacié amb el recobridor de Shimura

> Considerem el problema de moduli de classificar tripletes (A, ¢, x,), on
- (A, 1) és superficie abeliana amb QM,
- Xp és un generador de C, com a Op-modul.

> La solucié déna lloc a un recobridor ciclic de Galois Xp , — Xp amb
Aut(Xp p/Xp) ~ Z/p22_1Z. El recobridor de Shimura Zp , — Xp és
el maxim subrecobridor étale de Xp, i té ordre %, el 6.

> Suposant p > 5 i quocientant per Z/6Z ~» Recobridor étale

fo: Yop— Xp, Aut(Yp,/Xp) ~ 72517 ~ F2.
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Relacié amb el recobridor de Shimura

> Considerem el problema de moduli de classificar tripletes (A, ¢, x,), on
- (A, 1) és superficie abeliana amb QM,
- Xp és un generador de C, com a Op-modul.

> La solucié déna lloc a un recobridor ciclic de Galois Xp , — Xp amb
Aut(Xp p/Xp) ~ Z/p22_1Z. El recobridor de Shimura Zp , — Xp és

. o L 2_
el maxim subrecobridor étale de Xp, i té ordre pz—el, el 6.

> Suposant p > 5 i quocientant per Z/6Z ~» Recobridor étale
fo: Yop— Xp, Aut(Yp,/Xp) ~ 72517 ~ F2.
> Per especialitzacié de f, en P, € Xp(Ky), s'obté un caracter
op, : Gk, — Ft2
que verifica
aP p=0¢p, mod +1.
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Absencia de punts K-racionals en Xp

g nombre primer. Pi(q) el conjunt de primers dividint algun enter no nul
de {a® — sq,a* — 4a%q + q2}s:0,1’2,3,4,|a|§2q, i B1(q) el conjunt d'algebres
de quaternions racionals no escindides per Q(,/—q) (i tampoc per

Q(v-1) si g =2).
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Absencia de punts K-racionals en Xp

g nombre primer. Pi(q) el conjunt de primers dividint algun enter no nul
de {a® — sq,a* — 4a%q + q2}s:071’2,3,4,|a|§2q, i B1(q) el conjunt d'algebres
de quaternions racionals no escindides per Q(y/—gq) (i tampoc per

Q(v-1)si g=2).
Teorema (de Vera-Rotger)

K imaginari quadratic, q ramificat en K. Si Bp € Bi(q) i D és divisible
per un primer p & P1(q), p > 5, (%) # 1, aleshores Xp(K) conté només

punts CM. Si K # Q(v/—1), Q(v/=3), llavors Xp(K) = Xp(Ak)B" = 0.
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Absencia de punts K-racionals en Xp

g nombre primer. Pi(q) el conjunt de primers dividint algun enter no nul
de {a® — sq,a* — 4a%q + q2}s:071’2,3,4,|a|§2q, i B1(q) el conjunt d'algebres
de quaternions racionals no escindides per Q(y/—gq) (i tampoc per

Q(v-1)si g=2).
Teorema (de Vera-Rotger)

K imaginari quadratic, q ramificat en K. Si Bp € Bi(q) i D és divisible
per un primer p & P1(q), p > 5, (%) # 1, aleshores Xp(K) conté només

punts CM. Si K # Q(v/—1),Q(v/=3), llavors Xp(K) = Xp(Ak)B" = 0.

> Usant els resultats de Jordan-Livné sobre punts locals en Xp, el
Teorema permet obtenir corbes Xp que violen el principi de Hasse
sobre K.
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Idea de la prova

> P =][(A)] € Xp(K) (sense CM) ~ P, = [(Ay, /)] € Xp(K,), Vv.

> Tenim representacions de Galois op, p, 0p, p | ap, p estenent les
representacions habituals.
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Idea de la prova

> P=[(A, )] € Xp(K) (sense CM) ~ P, = [(A,,1,)] € Xp(K,), Vv.

> Tenim representacions de Galois op, p, 0p, p | ap, p estenent les
representacions habituals.

> El caracter ¢p : Gk — IE‘:212 associat a P restringeix als caracters

locals ¢p, : Gk, — F:212 associats als P,.
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Idea de la prova

> P =][(A)] € Xp(K) (sense CM) ~ P, = [(Ay, /)] € Xp(K,), Vv.
> Tenim representacions de Galois op, 5, Op, p | Op, p €stenent les
representacions habituals.

> El caracter ¢p : Gk — IF:ZH associat a P restringeix als caracters
locals ¢p, : Gk, — F:212 associats als P,.

> Explotant la relacié a}}v,p = ¢p, mod *1,iel fet que a},zv’p és no
ramificada per v t p, trobem condicions de congruéncia modul p per a
la traga d'un element de Frobenius o en g actuant en T,(Aq), on
qRk = q*.
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Idea de la prova

v

P =1(A, )] € Xp(K) (sense CM) ~ P, = [(Av, /)] € Xp(K,), Vv.

> Tenim representacions de Galois op, 5, Op, p | Op, p €stenent les
representacions habituals.

> El caracter ¢p : Gy — IF:212 associat a P restringeix als caracters
locals ¢p, : Gk, — F:212 associats als P,.

> Explotant la relacié a}}v,p = ¢p, mod *1,iel fet que a};zwp és no

ramificada per v t p, trobem condicions de congruéncia modul p per a
la traga d'un element de Frobenius o en g actuant en T,(Aq), on

qRk = q*.
> Aplicant la classificacié d'Honda-Tate, si p € P1(q) i Bp € B1(q)
aquestes congruéncies no es poden satisfer.
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Parells excepcionals violant el principi de Hasse

> Seguint Jordan, (Bp, K) és un parell excepcional si K no escindeix
Bp i Xp(K,) # 0 per a tota placa v de K.

> Amb el Teorema anterior podem produir parells excepcionals sense
punts K-racionals (= violant el principi de Hasse):

D=2-p K
2-23 Q(v/—55), Q(v/—95), Q(v/—119), ...
2-31 | Q(v—39), Q(v—87), Q(v—111), Q(v—159), ...
243 | Q(V-15), Q(v—87), Q(v—95), Q(v—111), ...
2-59 Q(V-T7), Q(v/-119), ...
267 Q(v/=55), ...
2-71 Q(v-119), Q(v/—-143), ...
2-79 Q(v/-87), Q(v/—111), Q(+/-159), ...
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@ Punts racionals en quocients d’Atkin-Lehner
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El grup d'Atkin-Lehner

> El grup By , = {b € Bp :n(b) >0} C GLJ (R) actua en $, i indueix
una accié del grup d’'Atkin-Lehner de Op,

Wp =N (O)/Q"0},

en Vp. Wp ~ (Z/27)?" si D = py--- pas, i un conjunt de
representants és qualsevol {wm},p amb wp, € Op, n(wm) = m.
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El grup d'Atkin-Lehner

> El grup By , = {b € Bp :n(b) >0} C GLJ (R) actua en $, i indueix
una accié del grup d’'Atkin-Lehner de Op,

Wp = Npx +(OE)/@X Ob.

en Vp. Wp ~ (Z/27)?" si D = py--- pas, i un conjunt de
representants és qualsevol {wm},p amb wp, € Op, n(wm) = m.

> En termes modulars, I'accié de wy, = [wm] € Wp en Xp és
P =[(A s, L)] = wm(P) = [(A, twm: Lum)],

On 143, (B) = LW Brm) i Loy, = LD,
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El grup d'Atkin-Lehner

> El grup By . = {b € Bp : n(b) > 0} C GL3 (R) actua en $, i indueix
una accié del grup d’'Atkin-Lehner de Op,

Wp = NBS +((910)/@X Ob,

en Vp. Wp ~ (Z/27)?" si D = py--- pas, i un conjunt de
representants és qualsevol {wm},p amb wp, € Op, n(wm) = m.
> En termes modulars, I'accié de wy, = [wm] € Wp en Xp és

P =[(A 1, L)] = wm(P) = [(A, tup: Lo,

on 1 (B) = (Wil Bwm) i Loy, = “m(E),
> Wp C Autg(Xp).
> Si wm € Wp, posem X5 := Xp/{wm) i mm : Xp = X5,
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Interpretacié modular de Xf()m)

> Suposarem D = pm senar, (%) = —1. Es pot provar que aleshores

Bp ~ (#) per algun enter d > 1. En particular, hi ha un
embedding Ry, < Op de I'anell d’enters de Q(v/m) en Op.
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Interpretacié modular de Xf()m)

> Suposarem D = pm senar, (%) = —1. Es pot provar que aleshores
Bp ~ (%) per algun enter d > 1. En particular, hi ha un
embedding Ry, < Op de I'anell d’enters de Q(v/m) en Op.

> Si Hn és la superficie modular de Hilbert classificant superficies
abelianes amb multiplicacié real per R, tenim una aplicacié natural

TRy - XD = Hm, (A1, L) = (A, 1R, L)
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Interpretacié modular de XL()m)

> Suposarem D = pm senar, (%) = —1. Es pot provar que aleshores

Bp ~ (%) per algun enter d > 1. En particular, hi ha un
embedding R, < Op de I'anell d’enters de Q(y/m) en Op.

> Si Hn és la superficie modular de Hilbert classificant superficies
abelianes amb multiplicacié real per R, tenim una aplicacié natural

TRy - Xp = Hm, (A, L,C) — (A,L‘Rm,ﬁ).
> De fet, mg, factoritza per Xé,m) induint una aplicacié biracional

XU 25 1r (Xp) € Hon
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Interpretacié modular de XL()m)

> Suposarem D = pm senar, (%) = —1. Es pot provar que aleshores

Bp ~ (%) per algun enter d > 1. En particular, hi ha un
embedding R, < Op de I'anell d’enters de Q(y/m) en Op.

> Si Hn és la superficie modular de Hilbert classificant superficies
abelianes amb multiplicacié real per R, tenim una aplicacié natural

TRy - Xp = Hm, (A, L,C) — (A,L‘Rm,ﬁ).
> De fet, mg, factoritza per Xé,m) induint una aplicacié biracional

XU 25 1r (Xp) € Hon

~ Xgn) classifica superficies abelianes (A, i, L) amb RM per Q(y/m)
que admeten QM per Bp.
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Punts racionals en Xf(,m)

> Qe X (k) Q= [( i+ Rm <> End(A))] on (A, i) té cos de mdduli
ki Endz(A) 2 Op

Teorema (Bruin-Flynn-Gonzalez-Rotger)

Q = [(A, )] € XY™ (k) no és un punt CM i K = k(m;1(Q)) = k(v/3),
0 € k*, aleshores Bg = (Bp ®q k) ® (57'") Es a dir, (A, i) admet un
model racional sobre K /k si, i només si, Bp ®@q K ~ (57’")
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Punts racionals en Xf(,m)

> Qe X (k) Q= [( i+ Rm <> End(A))] on (A, i) té cos de mdduli
ki Endz(A) 2 Op

Teorema (Bruin-Flynn-Gonzalez-Rotger)

Q = [(A, )] € XY™ (k) no és un punt CM i K = k(m;1(Q)) = k(v/3),
0 € k*, aleshores Bg = (Bp ®q k) ® (57'") Es a dir, (A, i) admet un
model racional sobre K /k si, i només si, Bp ®@q K ~ (57’")

~> Ara Bg depeén del punt Q.
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Punts racionals en Xf(,m)

> Q€ X ( ), Q= [( i : Rm — End(A))] on (A, i) té cos de moduli
k i Endy(A) D Op

Teorema (Bruin-Flynn-Gonzalez-Rotger)

Q = [(A, )] € XY™ (k) no és un punt CM i K = k(m;1(Q)) = k(v/3),
0 € k*, aleshores Bg = (Bp ®q k) ® (57'") Es a dir, (A, i) admet un
model racional sobre K /k si, i només si, Bp ®@q K ~ (57’")

~> Ara Bg depeén del punt Q.
> Com abans, si A no té CM per Q(v/—1) ni Q(+/—3), es verifica (H).
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Punts racionals en Xf()m)

> Q€ X ( ), Q= [( i : Rm — End(A))] on (A, i) té cos de moduli
ki End 7(A) 2 Op

Teorema (Bruin-Flynn-Gonzalez-Rotger)

Q = [(A, )] € XY™ (k) no és un punt CM i K = k(m;1(Q)) = k(v/3),
0 € k*, aleshores Bg = (Bp ®q k) ® (57'") Es a dir, (A, i) admet un
model racional sobre K /k si, i només si, Bp ®@q K ~ (57’")

~> Ara Bg depeén del punt Q.

> Com abans, si A no té CM per Q(v/—1) ni Q(+/—3), es verifica (H).
> Escollint una col-leccié d'isomorfismes f = {f, : YA, i) = (A, i)}scq,,
podem estendre les representacions de Galois associades a (A, /) via

[cql-
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Absencia de punts racionals en Xf()m)

g nombre primer. Sigui P>(q) el conjunt de primers dividint algun enter no
nul de {a% — sq, a* — 4a%q + q2}52071’2’3,47|a|§2\/a, i B2(q) el conjunt
d'algebres B € B1(q) tals que g no és inert en cap cos quadratic imaginari
no ramificat fora de disc(B).

C. de Vera, V. Rotger (MA2, UPC) STNB 2012, BCN 28 / 32



Absencia de punts racionals en XE()'")

g nombre primer. Sigui P>(q) el conjunt de primers dividint algun enter no

nul de {a% — sq, a* — 4a%q + q2}52071’2,3,47|a|§2\/a, i B2(q) el conjunt
d'algebres B € B1(q) tals que g no és inert en cap cos quadratic imaginari
no ramificat fora de disc(B).

Teorema (de Vera-Rotger)

Si D = pm és senar, amb p > 7 primer, p = 3 mod 4, existeix un primer
q tal que Bp € Ba(q) i p & P2(q), aleshores X (Q)
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Absencia de punts racionals en XE()'")

g nombre primer. Sigui P>(q) el conjunt de primers dividint algun enter no

nul de {a% — sq, a* — 4a%q + q2}52071’2,3’47|3|§2\/a, i B2(q) el conjunt
d'algebres B € B1(q) tals que g no és inert en cap cos quadratic imaginari
no ramificat fora de disc(B).

Teorema (de Vera-Rotger)

Si D = pm és senar, amb p > 7 primer, p =3 mod 4, i existeix un primer
q tal que Bp € Ba(q) i p & P2(q), aleshores Xg")(Q) =.

Alguns parells (p, m) amb X,g,'g)((@) =0i X,g,':,')(A@) # 0:

(23, 17), (31, 17), (31, 29), (31, 37), (31, 53), (31, 61), (47, 13),
(47, 41), (59, 13), (71, 13), (71, 17), (79, 17), (83, 5), (83, 13),
(103, 5), (107, 5), (107, 17), (127, 5), (151, 13), (167, 5), ...
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Comentaris

> La idea de la prova és similar a la del cas de Xp, considerant un
recobridor étale Y[()"I')) — X,(Jm) construit a partir de Yp , — Xp.
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Comentaris

> La idea de la prova és similar a la del cas de Xp, considerant un
recobridor étale Y[()";)) — X[()m) construit a partir de Yp , — Xp.

> A nivell “global”, ens cal controlar els cossos K = Q(7,1(Q)),

Q € X{"(Q):

Lema
Si Q(v/—m) no escindeix Bp, aleshores K és no ramificat fora de D. J
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Comentaris

> La idea de la prova és similar a la del cas de Xp, considerant un

recobridor étale Y,g";)) — X[()m) construit a partir de Yp , — Xp.

> A nivell “global”, ens cal controlar els cossos K = Q(m,(Q)),

Q e X{"(Q):

Lema
Si Q(v/—m) no escindeix Bp, aleshores K és no ramificat fora de D. J

> La condicié Bp ®g Q(v/—m) # Ma(Q(y/—m)) equival a que wp, no
tingui punts fixos ( <= 7, no ramificada).
> Tanmateix, sota les hipotesis del Teorema, si Q(1/—m) no escindeix

Bp llavors XS (Ag) = 0.
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Bonus track

El Lema anterior pot usar-se, juntament amb [Rotger, 2008], per provar
I'absencia de punts racionals en certs quocients d’Atkin-Lehner:

Teorema (de Vera-Rotger)

Siguin p i m dos primers amb p = m = 3 mod 4, (%7) =—-1ip#3,7,11,
19, 43, 67, 163. Si existeix un primer senar q tal que p ¢ Po(q), (g) =1
(2) = —1, llavors X\m(Q) = 0,

Alguns parells (p, m) amb Xég)((@) =0i X,Sﬂ)(A@) # 0

(23, 7), (23, 11), (23, 19), (23, 43), (31, 3), (31, 11), (31, 23),
(31, 31), (31, 43), (47, 11), (47, 19), (47, 23), (47, 31), (47, 43),
(59, 11), (59, 23), (59, 31), (59, 43), (59, 47), (71, 7), (71, 11),

(71, 23), (71, 31), (71, 31), (71, 47), (79, 3), (79, 7). (79, 43), ...
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Questions obertes

> El fet que en el cas de X,(Dm) no puguem explicar I'abséncia de punts
racional mitjangant I'obstruccié de Brauer-Manin rau en el fet que Bg

depén del punt Q.

> Més en general, suposem que |'espai de moduli X d'una familia de
varietats abelianes, equipada amb alguna estructura addicional, admet
un model canonic sobre Q, i suposem també que (H) es verifica per a
tot punt P € Xp(k).
- Es I'algebra Bp independent de P?
- Es més facil tractar amb el conjunt {Bp : P € X(k)} que amb el propi
X(k)?
- Existeix una algebra de quaternions B sobre QQ tal que Bp = B ®q k
(per a tot P)?
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