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Contando puntos.

Consideremos la curva eliptica con CM por Q (/):

y2:x3—|—x.
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Contando puntos.

El ndmero de puntos sobre IF, de una curva C de género g es
Np(C)=1+p—tp,

donde t, es la traza del endomorfismo de Frobenius. Que es un
entero t, € [—2g\/f>, 2gﬁ].



Contando puntos.

El ndmero de puntos sobre IF, de una curva C de género g es
Np(C)=1+p—tp,

donde t, es la traza del endomorfismo de Frobenius. Que es un
entero t, € [—2g\/f>, 2gﬁ].

Definimos
_ b

NG

€ [—2g,2].



Contando puntos.
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Contando puntos.

p 5 11 13 17 19 23] 29
tp 2 0 -6 2 10
Xp 0,894... 0 | —1,664... | 0,484... 1,856...

Coémo se distribuye x, cuando p varia?




Género 1 (sobre Q).

LA CONJETURA ORIGINAL DE SATO-TATE.
Dada una curva eliptica (g = 1) sin CM, x, tiene la distribucién
semicircular.




Género 1 (sobre Q).

CASO EXCEPCIONAL (CM).
Dada una curva eliptica con CM, x, tiene la siguiente distribucién:




El factor local en un primo p.

Dada una curva C/Q de género g se define su funcién zeta en un
primo p como:

Z(C/FpT)=exp <Z Ny« (C) Tk> .

k=1



El factor local en un primo p.

Dada una curva C/Q de género g se define su funcién zeta en un
primo p como:

Z(C/FpT)=exp <Z Ny« (C) Tk> .

k=1
Que es una funcion racional:

Ly (T)

AN = =y

L, (T) es el factor local en el primo p de C.



El factor local en un primo p.

El factor local L, (T) es un polinomio con coeficientes enteros:



El factor local en un primo p.

El factor local L, (T) es un polinomio con coeficientes enteros:

Parag=1: L,(C)=pT?+ T +1donde t, = —c.
Parag=2: L,(C)=p?’T*+apT3+ T’ +aT+1.

Y para g = 3:

L(C)=p T +ap’T  +opT*+ T3+ T? +aT +1.



El factor local normalizado.

Definimos el factor local normalizado como:

2g

L (T) = Lo (T/VP) = ai(p) T'.

i=0

Es un polinomio simétrico real con raices de norma 1. Luego,

az—i(p) = ai(p) € {7( zig )’( 215 )}



El factor local normalizado.

Definimos el factor local normalizado como:

2g

L (T) = Lo (T/VP) = ai(p) T'.

i=0

Es un polinomio simétrico real con raices de norma 1. Luego,

az—i(p) = ai(p) € {7( 2ig )’( 215 )}

Y podemos estudiar la distribucién de a1, a2,..., ag cuando p
varia.



The Generalized Sato-Tate Conjecture.

Como L, (T) es un polinomio real simétrico cuyas raices tienen
norma 1, podemos ver L, (T) como el polinomio caracteristico
P (T) de una matriz unitaria y simpléctica de tamafio 2g.
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A/k de dimensién g (e.g. la jacobiana de una curva de género g),
la distribucién de L, (T) converge a la distribucién de P (T) en
algtin subgrupo infinito y compacto G C USp (2g) con la medida
de Haar.



The Generalized Sato-Tate Conjecture.

Como L, (T) es un polinomio real simétrico cuyas raices tienen
norma 1, podemos ver L, (T) como el polinomio caracteristico
P (T) de una matriz unitaria y simpléctica de tamafio 2g.

Conjetura (Generalized Sato-Tate): Dada una variedad abeliana
A/k de dimensién g (e.g. la jacobiana de una curva de género g),
la distribucién de L, (T) converge a la distribucién de P (T) en
algtin subgrupo infinito y compacto G C USp (2g) con la medida
de Haar.

El grupo G es el grupo de Sato-Tate de la var. ab. A.



Grupos de Sato-Tate en género 1 (sobre Q).

El grupo de Sato-Tate de una curva eliptica sin CM es el grupo
USp(2g) = SU (2).



Grupos de Sato-Tate en género 1 (sobre Q).

El grupo de Sato-Tate de una curva eliptica sin CM es el grupo
USp(2g) = SU (2).

Si la curva eliptica tiene CM, entonces su grupo de Sato-Tate es
conjugado a

cosf sinf icos@  isin6
H= {< —sinf cosf )’ ( isinf —icos > c0e [0,2%]}

que es el normalizador del grupo SO (2) = U(1) en SU(2).



La sucesién de momentos.

La sucesién de momentos de una variable aleatoria X es
M (X) = (Mo (X), My (X), Ma(X),...)

donde M, (X) = E[X"].

Bajo ciertas condiciones en la variable X, M, (X) existe y la
sucesion de momentos determina completamente la variable
aleatoria X.

Si X es un coeficiente del polinomio caracteristico de una matriz en
un subgrupo compacto de USp (2g), entonces los momentos
M, (X) son nimeros enteros. Es decir, M, (a;) € Z.



La sucesién de momentos en género 1 (sobre Q).

Caso genérico (sin CM):
M (a1) = (1,0,1,0,2,0,5,0,14,0,42,0,132,...)

de hecho My, (a1) = ¢p y Mapy1(a1) = 0. Donde ¢, =&,/ (n+1)
y &p representa el namero de Catalan n — ésimo.



La sucesién de momentos en género 1 (sobre Q).

Caso genérico (sin CM):
M (a1) = (1,0,1,0,2,0,5,0,14,0,42,0,132,...)

de hecho My, (a1) = ¢p y Mapy1(a1) = 0. Donde ¢, =&,/ (n+1)
y &p representa el namero de Catalan n — ésimo.

Caso excepcional (CM):

M (a1) = (1,0,1,0,3,0,10,0,35,0,126,0,...)

se tiene Mp,11(a1) =0y My, (a1) = %En.



Ejemplo de una sucesién de momentos.

Queremos estudiar el 42 momento de la curva eliptica:
E:y2=x3+x.
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Ejemplo de una sucesién de momentos.

Queremos estudiar el 42 momento de la curva eliptica:
E:y2=x3+x.
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que tiende a 3!




Dimension 2.

En [FKRS11] se estudia el caso de dimensién 2. Donde se calcula:
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grupos de Sato-Tate diferentes.

2. La distribucién de los polinomios caracteristicos de las
matrices de los grupos de Sato-Tate encontrados.

3. Una curva de género 2 con grupo de Sato-Tate cada uno de
los calculados. Prueban que de los 52 grupos de S-T
encontrados, 34 se pueden realizar sobre Q.



Dimension 2.

En [FKRS11] se estudia el caso de dimensién 2. Donde se calcula:

1. Todos los grupos de Sato-Tate de USp (4). Obtienen 52
grupos de Sato-Tate diferentes.

2. La distribucién de los polinomios caracteristicos de las
matrices de los grupos de Sato-Tate encontrados.

3. Una curva de género 2 con grupo de Sato-Tate cada uno de
los calculados. Prueban que de los 52 grupos de S-T
encontrados, 34 se pueden realizar sobre Q.

Ademas, se comprueba numericamente que la distribucion de
Sato-Tate de estas curvas coincide con la distribucién de los grupos
de Sato-Tate.



Dimensién 2: ay.




Dimensién 2: ay.




Dimension 2.

Conclusiones importante en [FKRS11].

» Para cada grupo de S-T existe una curva de género 2 tal que
su jacobiana tiene dicho grupo de S-T.

» Dada una curva de género 2 con muchos automorfismos, si se
varia el cuerpo de definicién k y se consideran diferentes
twists, se obtienen muchisimas de las posibilidades para los
grupos y las distribuciones de S-T en dimensién 2.

Estos dos puntos motivan nuestro trabajo en el caso de dimensién 3
con la cuartica de Fermat y sus twists.



La cuéartica de Fermat.

La cuéartica de Fermat es una curva de género 3 no hipereliptica:
C:x*+y*+z4=0.

La consideraremos definida sobre Q. Y entondes Aut (C) estd
definido sobre Q (/).



La cuéartica de Fermat.

La cuéartica de Fermat es una curva de género 3 no hipereliptica:
C:x*+y*+z4=0.

La consideraremos definida sobre Q. Y entondes Aut (C) estd
definido sobre Q (/).

Se tiene que
J(C) =Q E3,

con E : y? = x3 + x, que tiene CM por Q (i) y por tanto:

Endg (J(C)) ® Q = M3 (Q(1)).



La cuéartica de Fermat.

Tenemos una clasificacién de todos los twists de la cuartica de
Fermat sobre cualquier cuerpo de niimeros k.



La cuéartica de Fermat.

Tenemos una clasificacién de todos los twists de la cuartica de
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Desde los mas sencillos:

Zx*+yt+ 2t =0,



La cuéartica de Fermat.

Tenemos una clasificacién de todos los twists de la cuartica de
Fermat sobre cualquier cuerpo de niimeros k.
Desde los mas sencillos:

22X4—|—y4—|—24 _ O,
al mas “complicado”:
8x3y -3 (4x3z + 6x2y2) +2 (12x2yz + 4xy3) -5 (12xy22 + y4 + 6x222) +
+5 (12xyz2 + 4y3z) -7 (4xz3 + 6y222) + 40yz3 —12z*=0

con K=Q <i,a, b, c, {‘/g, {/f) y a, b, ¢ las raices de

T3-T+1=0.



La distribucion de Sato-Tate de la cuartica de Fermat.

El factor local normalizado de un twist de la cuartica de Fermat
tiene la forma:

Ly (J(C)) =
=T +a(p) TP +ax(p) T*+a3(p) T3 +a2(p) T> +a1(p) T +1.



La distribucion de Sato-Tate de la cuartica de Fermat.

El factor local normalizado de un twist de la cuartica de Fermat
tiene la forma:

Ly (J(C)) =
=T +a(p) TP +ax(p) T*+a3(p) T3 +a2(p) T> +a1(p) T +1.

Y denotamos por t, =1+ p — N, (E) a la traza del endomorfismo
de Frobenius de la curva eliptica:

E:y?>=x3+x.



La distribuciéon de Sato-Tate de un twist.

» C: x*+y*+2z* =0y J(C) ~q E3, entonces: a; (p) =3
y por tanto:

o
VP

32n
M2n (al/J(C)) = 75,7.



La distribuciéon de Sato-Tate de un twist.
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M2n (al/J(C)) = TCH.
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La distribuciéon de Sato-Tate de un twist.

» C: x*+y*+ 2 =0y J(C) ~q E3, entonces: a; (p) = 3%
y por tanto:
32n
M2n (a]_/J(C)) = 75,7

» C x4y  +2* =0y J(C') ~g E x (E’)?, entonces

a1 (p) = tp/\/p+2 (Z) ty/ /P = <1 +2 <:)> ty/ /P
Y por tanto,

, 320 4 (=1)2"1. 341
Man (a1/J (C )):§)2C": 2 Cn.




La distribucion de Sato-Tate de los twists.

Se tiene que:

Mani1 (a1 (J(C)/Q)) =0



La distribucion de Sato-Tate de los twists.

Se tiene que:

Mani1 (a1 (J(C)/Q)) =0

Maq (a1 (J(C)/Q)) =

My, (a1 (J(C)/Q | p=1mod4)) + My, (a1 (J(C)/Q| p=3mod4))

2

= 3Man (3 (J(C7) /Q1)



La distribucion de Sato-Tate de los twists.

Teorema: Se tiene que:
, : 1 n
Man (a1 (J(C7)/Q(i))) = Gl |a1 ()" &n.
o€Gal(K /Q(i))

Donde
det(1—0(0)T)=14a1(0) T +ax(0)T? +a3(c0) T®

y 0 es la representacion dada por el Q (/) —esp. vect.
Endg (E,J(C")) ® QY la accién natural de G = Gal (K/Q (/).



La distribucion de Sato-Tate de los twists.

My (22 (J(C") /Q) 2(22( ) ilae (@) (1 (0)] = 2ax ()"

oceG i=0

+(0(2)+1)3"+0(4)(-1)"+0(8)).

2i n—i .
> ( Yoy
geG 0 Jj=0 k= J

0

Mz (23 (J(C7) /Q (ZZ( )zoj

(n () =33 @) () (7 ) ).



La distribucion de Sato-Tate de los twists.

Luego, o bien se calcula la accién de Gal (L/Q (7)) en
Endg (E,J(C7)) ® Q:

» C: x*+y*+2 =0y J(C) ~q E3, entonces G = {1} y
0 = 3&, y por tanto:
32n

Mon (a1 (J(C) /Q)) = 57 (97&) = —-Cn.



La distribucion de Sato-Tate de los twists.

Luego, o bien se calcula la accién de Gal (L/Q (7)) en
Endg (E,J(C7)) ® Q:

» C: x*+y*+2 =0y J(C) ~q E3, entonces G = {1} y
0 = 3&, y por tanto:
1 32n
Mon (a1 (J(C) /Q)) = 57 (97&) = —-Cn.
» C Xty + 2 =0y J(C) N@EX(E')z, entonces
G ~Zyy0=E&E+42x,y por tanto:

Man (31 (J(C) /@) = 55 (9" +17) & =



La distribucion de Sato-Tate de los twists.

O bien,
Teorema: Se tiene que 0 = £71 |, donde ¢ es el cociclo asociado
al twist J(C ) de J(C).
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O bien,
Teorema: Se tiene que 0 = £71 |, donde ¢ es el cociclo asociado
al twist J(C ) de J(C).

» C: x*+y*+2* =0y J(C) ~q E3, entonces G = {1} y
¢ (1) = ids, y por tanto:

1 32n .

Mzn (a1 (J(€) /Q)) = 577 (9"Cn) = —-Cn-



La distribucion de Sato-Tate de los twists.

O bien,
Teorema: Se tiene que 0 = £71 |, donde ¢ es el cociclo asociado
al twist J(C ) de J(C).

» C: x*+y*+2* =0y J(C) ~q E3, entonces G = {1} y
¢ (1) = ids, y por tanto:

1 e 32n~
Man (a1 (J(C) /Q)) = 57 (97&) = —-Cn.

» C' x4y  +2* =0y J(C') ~g E x (E’)?, entonces
1 0 o0
G:Zzyf(l)—id3y§(a)—(0 -1 0 ),yportanto:
0 0

-1

32n 4 1 .
4 Cn.

Mon (a1 (J(C7)/Q)) = 55 (9" +17) &

1
2.



La distribucion de Sato-Tate de los twists.

Conclusién:
> Se obtienen 29 distribuciones distintas para aj, de las que 15
se realizan sobre Q.
» Se obtienen 43 distribuciones distintas para a,, de las que 23
se realizan sobre Q.
> Se obtienen 34 distribuciones distintas para as, de las que 17
se realizan sobre Q.

Finalmente, se obtienen 48 distribuciones de Sato-Tate diferentes,
de las que 23 se realizan sobre Q.



El grupo de Sato-Tate de los twists.

Teorema ([BK11]): Sea A/k una var. ab. de dimensién menor o
igual que 3, entonces el grupo de Sato-Tate de A/k es un subgrupo
maximal compacto de TLj (A) ®q, C.

Donde TLy (A) es el grupo de Lefschetz twistado de A/k, definido
como

TLy (A) = Usccal(k k) Lask (o)
donde

Lask (o) = {7 € Spog (Q) : vBy ™+ =7 BVB € Endy (Vi (A))}.



The Sato-Tate group.

Para la cuértica de Fermat Gal (K/Q) = Zy y Endg (V) (J(C)))
esta generado por:

id» 0 0 0 0 id> J 0 0
0 0 id» |, id» 0 0 , 0 ido O
0 i O 0 i O 0 0 id

(01 :
con J—(l O>.Luego.

LJ(C) (1)ﬂ Uzg — { (
LJ(C) (T)ﬂUzg — { (

0 cosf  sinf
0 |: A= . 6 €[0,27] 5,
A —sinf cos 6

icos®  isinf
) B= ( isin@ —icos @ ) b€ [0’27T]}'

oo >
o >x» O

oo W
oMo
W oo



The Sato-Tate group.

La traza de las matrices en L () (7) es siempre cero. Luego, en
esta componente E [a]] = 0.

La traza de las matrices de L ¢+ (1) es 6cos 0, luego:

E[2]] = 6" 27 cos"f 4o — 8~sinimpar
2" Jo 27 3"¢, /5 sinpar




The Sato-Tate group.

La traza de las matrices en L () (7) es siempre cero. Luego, en
esta componente E [a]] = 0.

La traza de las matrices de L ¢+ (1) es 6cos 0, luego:

E[2]] = 6" 27 cos"f 4o — 8~sinil.npar
2" Jo 27 3"¢, /5 sinpar

Haciendo la media:

g, 40 3

Mgn (al/J(C)) 5 7Cn.



The Sato-Tate group.

Dado un twist ¢ : € — C de la cuartica de Fermat y
o € Gal (L/Q), se tiene que

¢ Ly ()qbsuy—l

Liccryynlo) = {qb LJC)/Q(T) ¢sic=T.



The Sato-Tate group.

Dado un twist ¢ : € — C de la cuartica de Fermat y
o € Gal (L/Q), se tiene que

qb LJ ()(bsuy—l

Luego los conjuntos L ¢cy/q (o) son conjugados a los conjuntos:

Lycya(3) &



The Sato-Tate group.

Dado un twist ¢ : € — C de la cuartica de Fermat y
o € Gal (L/Q), se tiene que

qb LJ ()(bsuy—l

Luego los conjuntos L ¢cy/q (o) son conjugados a los conjuntos:

Lycya(3) &

Para C": a?x* + y* +z* = 0, tenemos Gal (L/Q) = {1,7,0,70}:



The Sato-Tate group.

cos@  sinf

) PA= ( —sin® cos 0 ) bc [O’QW]}
icos@  isinf

) + B ( ising  —icos 0 ) bc [0’2”]}
cos@  sinf

) PA= ( —sin® cos 6 ) bc [O’QW]}

icos 6 isin 6
) tB= ( isin@ —icos 0 ) be [O’QW]}.

~

B3

a

=

{
—_——
/
oo x>
o> O
>N oo

0
0
B

,\
s
A -
= a
3 =
— Q
t !
//
/
|
S w oo)|>
WO O oo



The distribution of the Sato-Tate groups.

Haciendo la media:

320, +0+04+8, 32"+4+1.
= 2 = 2 Cn-

Mo (a1/J(C7))



The distribution of the Sato-Tate groups.

Haciendo la media:

_3ME+ 04048 341,
= ).

Mo (a1/J(C7)) 2 ==

iQué es la misma sucesién de momentos que la de la distribucién
de Sato-Tate del twist!



Conclusiones.

» Se han calculado los grupos de Sato-Tate para todos los twists
de la cuartica de Fermat sobre cualquier cuerpo de nimeros k.
También se ha calcualdo la distribucién de los polinomios
caracteristicos de las matrices de estos grupos. En total se han
encontrado 48 grupos de Sato-Tate diferentes.

» Se ha calculado la distribucién de Sato-tate de todos los twists,
es decir, las distribuciones de los coeficientes a1, a» y as.

» Por Gltimo, se ha comprobado que ambas distribuciones
coinciden como la conjetura de Sato-Tate predice.
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