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Varietats abelianes sobre un cos finit

. k = Fq, q = pa, Gk = Gal(k̄/k).

. Si A/k és una varietat abeliana de dimensió g , posem

πA = endomorfisme de Frobenius de A, indüıt per x 7→ xq,
fA = charpol(πA) ∈ Z[T ], deg(fA) = 2g .

Teorema (Tate)

Siguin A,B dues varietats abelianes definides sobre k. Són equivalents:

(1) B és k-isògena a una subvarietat abeliana de A,

(2) fB | fA en Q[T ].

En particular, A ∼k B si i només si fA = fB . A més, A és k-simple si i
només si fA = me

A amb mA irreductible a Q[T ], e ≥ 1.
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fA = charpol(πA) ∈ Z[T ], deg(fA) = 2g .

Teorema (Tate)

Siguin A,B dues varietats abelianes definides sobre k. Són equivalents:
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q-enters de Weil

Definició

Un q-enter de Weil és un enter algebraic π tal que |σπ| = q1/2 per a tot
embedding σ : Q(π) ↪→ C.

Denotarem per W (q) el conjunt dels q-enters de Weil, i direm que
π, π′ ∈W (q) són conjugats, π ∼ π′, si existeix un isomorfisme

Q(π)
'−→ Q(π′), π 7→ π′.

Exemple

Associat a una varietat abeliana A/k tenim el q-enter de Weil πA,
determinat llevat de conjugació.
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Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Teoria d’Honda-Tate STNB 2012, BCN 5 / 37



El Teorema d’Honda-Tate

L’objectiu és provar el següent:

Teorema (Honda-Tate, 1968)

L’aplicació A 7→ πA estableix una bijecció{
classes d’isogènia de varietats

abelianes simples sobre k

}
↔
{

classes de conjugació de
q-enters de Weil

}

El resultat prećıs de classificació descriu també l’àlgebra d’endomorfismes
End0

k(A) = Endk(A)⊗Z Q d’una varietat abeliana simple A/k. Per tant,
descriu exactament la categoria de varietats abelianes llevat d’isogènia
sobre k , Isab(k), definida per:

Objectes(Isab(k)): varietats abelianes sobre k,

Morfismes(Isab(k)): Mor(A,B) = Hom(A,B)⊗Z Q.
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Àlgebres centrals simples

Una àlgebra central simple sobre un cos K és una K -àlgebra R tal que:

(a) R és de dimensió finita sobre K ,

(b) el centre de R és exactament K ,

(c) R és un anell simple (no té ideals bilaterals propis no trivials).

. Exemple bàsic: l’àlgebra de matrius Mr (K ) (àlgebra escindida).

. Si R i S són K -àlgebres centrals i simples, aleshores R ⊗ S també ho
és. I per a qualsevol cos K ′/K , R ⊗K K ′ és una K ′-àlgebra central i
simple.

Teorema (Wedderburn 1907, Artin 1927)

Tota K -àlgebra central i simple és isomorfa a Mr (D) per algun r ≥ 1 i
alguna àlgebra central de divisió D sobre K , únicament determinada llevat
d’isomorfisme.
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(b) el centre de R és exactament K ,
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El grup de Brauer

. Dues K -àlgebres centrals simples R,S són equivalents si existeixen
enters m, n ≥ 1 i una K -àlgebra central de divisió D tals que
R ' Mn(D) i S ' Mm(D). Equivalentment, si Mr (R) ' Ms(S) per
alguns enters r , s ≥ 1.

El conjunt Br(K ) de classes d’equivalència de K -àlgebres centrals simples
forma un grup amb l’operació [R][S ] := [R ⊗ S ], per a la qual l’element
neutre és [K ] = [Mn(K )] i l’invers de [R] és [R]−1 = [Rop]. És el grup de
Brauer de K .

. Cada classe en Br(K ) està representada per una única K -àlgebra de
divisió, llevat isomorfisme.

. Interpretació cohomològica: es té un isomorfisme

H2(Gal(K s/K ), (K s)×) ' Br(K ).
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Exemples

(1) (Frobenius) L’única àlgebra de divisió no commutativa sobre R és
l’àlgebra

H = R + Ri + Rj + Rij = (−1,−1
R ), i2 = j2 = −1, ij = −ji ,

dels quaternions de Hamilton. Per tant, Br(R) = {1 = [R], [H]}.

(2) (Wedderburn) Si F és algebraicament tancat i D és una F -àlgebra de
divisió de dimensió finita, aleshores D = F . En particular, Br(C) = 1.

(3) (Wedderburn) Tota àlgebra de divisió finita és un cos. En particular,
el grup de Brauer de qualsevol cos finit és trivial.

(4) Àlgebres ćıcliques: F/K extensió ćıclica de grau n, Gal(F/K ) = 〈σ〉,
R = F + uF + · · ·+ un−1F ,

d · u = u · σd per a tot d ∈ F , un = a ∈ K×.

Denotem aquesta àlgebra per (F , σ, a), i F ⊆ R és un subcòs
maximal.
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Grup de Brauer d’un cos local

Per als cossos locals:

Teorema

Si K és un cos local, existeix un homomorfisme canònic

invK : Br(K ) ↪→ Q/Z.

Si K és no arquimedià, aleshores invK és un isomorfisme; en el cas K = R,
es té invR(Br(R)) = 1

2Z/Z.

Exemple: L/K extensió no ramificada de grau n, Gal(L/K ) = 〈σ〉, σ
automorfisme de Frobenius. Si R = (L, σ, πK ),

invK (R) = 1/n.
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Si K és no arquimedià, aleshores invK és un isomorfisme; en el cas K = R,
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Grup de Brauer d’un cos de nombres

Si K és un cos de nombres, i v és una plaça de K , posem invv := invKv .
L’aplicacio R 7→ R ⊗K Kv defineix una aplicació natural Br(K )→ Br(Kv ).

Teorema (Albert-Brauer-Hasse-Noether)

Si K és un cos de nombres, aleshores es té una successió exacta

0 −→ Br(K ) −→
⊕

v Br(Kv )
∑

invv−→ Q/Z→ 0,

on la suma recorre totes les places v de K .

. Tota àlgebra de divisió amb centre K ve determinada (llevat
isomorfisme) pels seus invariants locals, que sumen zero (mòdul Z).

. R és escindida si, i només si, Rv := R ⊗K Kv ho és per a tota v .
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. Tota àlgebra de divisió amb centre K ve determinada (llevat
isomorfisme) pels seus invariants locals, que sumen zero (mòdul Z).
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L’àlgebra de Q-endomorfismes d’una varietat abeliana

Siguin A,B varietats abelianes sobre un cos k .

. El grup Hom(A,B) és un Z-mòdul lliure de rang finit
(≤ 4 dim(A) dim(B)).

. En particular, End(A) és un Z-mòdul lliure finitament generat, d’on

End0(A) := End(A)⊗Z Q
és una Q-àlgebra de dimensió finita.

. End0(A) és l’objecte “natural” per estudiar A llevat d’isogènia:
Si ϕ : A→ B és una isogènia, existeix ψ : B → A tal que ψ ◦ ϕ = n, i

End0(A) −→ End0(B), α 7→ ϕ ◦ α ◦ ψ
és un isomorfisme de Q-àlgebres.

; End0(A) només pot capturar propietats d’A llevat d’isogènia!
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. End0(A) és l’objecte “natural” per estudiar A llevat d’isogènia:
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; End0(A) només pot capturar propietats d’A llevat d’isogènia!
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Representació en T`(A)

. Sigui ` 6= char(k), i considerem el mòdul de Tate T`(A) = lim←−A[`n].

. T`(A) és un Z`-mòdul lliure de rang 2 dim(A), on Gk hi actua.

. Tot homomorfisme ϕ : A→ B defineix un homomorfisme
T`ϕ : T`(A)→ T`(B).

Teorema (Weil)

L’aplicació natural Hom(A,B)⊗Z Z` → HomGk
(T`(A),T`(B)) és injectiva.

Teorema (Tate)

Si k és finit, és bijectiva.

En particular, si V`(A) := T`(A)⊗Z`
Q`, tenim

End0(A)⊗Q Q` ' EndGk
(V`(A)).
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Representació en Dp(A)

Suposem A/k, k = Fq.
W = W (k) = anell d’enters de l’extensió Qpa/Qp.
σ = automorfisme de W que redueix a x 7→ xp en k.
Dk = W [F ,V ] l’anell de Dieudonné, on F , V indeterminades satisfent

FV = VF = p, Fα = σαF , αV = V σα (α ∈W ).

Associat al grup p-divisible lim−→A[pn] tenim el mòdul de Dieudonné Dp(A),
que és un Dk -mòdul.

Teorema (Tate)

Si A,B són varietats abelianes sobre un cos finit k, l’aplicació

Hom(A,B)⊗Z Zp −→ HomDk
(Dp(B),Dp(A)) és bijectiva.

En particular, End0(A)⊗Qp ' End(Dp(A)⊗Qp).
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Teorema (Tate)

Si A,B són varietats abelianes sobre un cos finit k, l’aplicació
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Reducció al cas simple

. Ja hem vist que si A ∼ B aleshores End0(A) ' End0(B).

. D’altra banda, si A 6∼ B es té que Hom(A,B) = 0.

. Per Poincaré-Weil, si A descompon llevat d’isogènia com

A ∼ An1
1 × · · · × Anr

r , Ai simples, Ai 6∼ Aj per i 6= j ,

aleshores

End0(A) '
∏

i Mni (End0(Ai )).

; Bastarà estudiar End0(A) per A k-simple.

A més, en el cas A k-simple, E = End0(A) és de divisió, i per tant el seu
centre és un cos.
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Reducció al cas simple

. Ja hem vist que si A ∼ B aleshores End0(A) ' End0(B).

. D’altra banda, si A 6∼ B es té que Hom(A,B) = 0.
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A ∼ An1
1 × · · · × Anr

r , Ai simples, Ai 6∼ Aj per i 6= j ,

aleshores

End0(A) '
∏

i Mni (End0(Ai )).
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Reducció al cas simple

. Ja hem vist que si A ∼ B aleshores End0(A) ' End0(B).

. D’altra banda, si A 6∼ B es té que Hom(A,B) = 0.
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Descripció de l’àlgebra E

Teorema

Sigui A una varietat abeliana k-simple, k = Fq. Aleshores:

(1) fA = me
A, amb e ≥ 1 i mA ∈ Z[T ] mònic irreductible.

(2) πA és un q-enter de Weil.

(3) E = End0(A) és una àlgebra de divisió amb centre K = Q(πA).

(4) [E : Q] = e2[K : Q] i 2 dim(A) = e[K : Q].

(5) Sigui v una plaça de K , i || ||v el seu valor absolut normalitzat. Si
||πA||v = q−iv , aleshores iv = invv (E ). Expĺıcitament:

invv (E ) =


1
2 si v és real,

0 si v - p,
ordv (πA)
ordv (q) [Kv : Qp] si v | p.
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Exemples: cas real (I)

Suposem Q(πA) ↪→ R ⊆ C. Aleshores π2
A = πAπA = pa.

Suposem a parell.

. Tenim K = Q(πA) = Q i inv∞(E ) = invp(E ) = 1/2.

. E = àlgebra de quaternions ramificada en ∞ i p, e = 2.

. 2 dim(A) = [E : K ]1/2[K : Q]⇒ dim(A) = 1.

. fA(T ) = (T − pa/2)2, ap(A) = 2pa/2 ∈ pZ, A supersingular.

. Per Q-dimensions, E = End0
k (A) = End0

k̄
(A× k̄).

; Per l’exhaustivitat del Teorema H-T, això ocorre per a tot k !
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. E = àlgebra de quaternions ramificada en ∞ i p, e = 2.

. 2 dim(A) = [E : K ]1/2[K : Q]⇒ dim(A) = 1.

. fA(T ) = (T − pa/2)2, ap(A) = 2pa/2 ∈ pZ, A supersingular.

. Per Q-dimensions, E = End0
k (A) = End0

k̄
(A× k̄).

; Per l’exhaustivitat del Teorema H-T, això ocorre per a tot k !
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Exemples: cas real (II)

Suposem a senar.

. Ara K = Q(πA) ' Q(
√

p) i tenim dues places reals amb

inv∞1(E ) = inv∞2(E ) = 1/2.

. Com que hi ha un únic p | p, E no ramifica en p.

. E té ordre 2 en Br(K )⇒ [E : K ] = 4⇒ dim(A) = 2.

. fA(T ) = (T 2 − pa)2 i el polinomi caracteŕıstic del q2-Frobenius per A
en k ′/k quadràtica és (T − pa)4 .

. Pel cas anterior aplicat sobre k ′ = Fp2a , existeix A0 corba el·ĺıptica
supersingular amb fA0 = (T − pa)2.

. A× k ′ ∼k ′ A0 × A0.
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. Com que hi ha un únic p | p, E no ramifica en p.
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en k ′/k quadràtica és (T − pa)4 .

. Pel cas anterior aplicat sobre k ′ = Fp2a , existeix A0 corba el·ĺıptica
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Exemples: cas totalment imaginari

Suposem K = Q(πA) ⊆ C totalment imaginari. πAπA = q ⇒ πA = q/πA.

. K ⊆ C és un cos CM amb K0 = Q(πA + πA) ⊆ K subcòs real
maximal.

. E és escindida a les places v - p, i per a v | p tenim que

invv (E ) + invv (E ) = 0, si v 6= v ,

invv (E ) = 0, si v = v .

. Si k = Fp, E escindeix arreu ja que ordv (πA)/ ordv (p) és un múltiple
enter de 1/ev i ev | [Kv : Qp].
⇒ E = K , en particular Endk(A) és commutatiu.
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. E és escindida a les places v - p, i per a v | p tenim que

invv (E ) + invv (E ) = 0, si v 6= v ,

invv (E ) = 0, si v = v .

. Si k = Fp, E escindeix arreu ja que ordv (πA)/ ordv (p) és un múltiple
enter de 1/ev i ev | [Kv : Qp].
⇒ E = K , en particular Endk(A) és commutatiu.
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Determinació del centre d’E

. E de divisió ⇒ Z (E ) és un cos. Com que πA commuta amb tots els
endomorfismes d’A, tenim que K = Q(πA) ⊆ Z (E ).

. Sigui ` 6= p, V`(A) = T`(A)⊗Z`
Q`. Pel Teorema d’Isogènia de Tate,

E ⊗Q Q` ' EndGk
(V`(A)).

. Gk està generat topològicament pel Frobenius, d’on se segueix que

CEndQ`
(V`(A))(K ⊗Q Q`) = EndGk

(V`(A)) ' E ⊗Q Q`.

. Pel Teorema del Centralitzador Doble,

CEndQ`
(V`(A))(E ⊗Q Q`) = K ⊗Q Q`,

d’on es dedueix que el centre de E ⊗Q Q` és K ⊗Q Q`, i per tant

Z (E ) = K = Q(π).
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. Gk està generat topològicament pel Frobenius, d’on se segueix que

CEndQ`
(V`(A))(K ⊗Q Q`) = EndGk

(V`(A)) ' E ⊗Q Q`.

. Pel Teorema del Centralitzador Doble,

CEndQ`
(V`(A))(E ⊗Q Q`) = K ⊗Q Q`,

d’on es dedueix que el centre de E ⊗Q Q` és K ⊗Q Q`, i per tant

Z (E ) = K = Q(π).

Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Teoria d’Honda-Tate STNB 2012, BCN 22 / 37
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Dimensió de l’àlgebra E

. deg(fA) = 2 dim(A) i deg(mA) = [K : Q]⇒ 2 dim(A) = e[K : Q].

. Per provar [E : Q] = e2[K : Q], siguin A,B/k . πA, πB ; fA, fB .

. Sigui F/Q, i considerem les factoritzacions

fA =
∏

h ha(h), fB =
∏

h hb(h)

en polinomis irreductibles sobre F . L’enter

r(fA, fB) =
∑

h a(h)b(h) deg(h)

no depèn del cos F .

. Prenem F = Q`. πA, πB indueixen endomorfismes en els mòduls
semisimples V`(A),V`(B), amb polinomis caracteŕıstics fA, fB , d’on

dim HomGk
(V`(A),V`(B)) = r(fA, fB).

. Aplicant això al cas A simple, fA = me
A:

dimQ`
(E ⊗Q Q`) = dim EndGk

(V`(A)) = r(fA, fA) = e2 deg(mA),

d’on [E : Q] = e2[K : Q].
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dim HomGk
(V`(A),V`(B)) = r(fA, fB).
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1 Motivació

2 El grup de Brauer

3 L’àlgebra d’endomorfismes E = EndFq(A)⊗Z Q

4 Càlcul dels invariants invv (E )

5 El Teorema d’Honda-Tate
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Cas v - p, v finita

v plaça finita de K = Q(πA), v | ` amb ` 6= p.

. fA = me
A ⇒ V`(A) = T`(A)⊗Z`

Q` és un mòdul lliure de rang e sobre
K ⊗Q Q`.

. Pel Teorema de Tate,

E ⊗Q Q`
'−→ EndGk

(V`(A)).

. Però Gk està generat topològicament pel Frobenius, d’on

EndGk
(V`(A)) ' EndK⊗QQ`

(V`(A)) ' Me(K ⊗Q Q`).

; Ev = E ⊗K Kv esdevé una àlgebra de matrius, i.e. invv (E ) = 0.

Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Teoria d’Honda-Tate STNB 2012, BCN 25 / 37



Cas v - p, v finita

v plaça finita de K = Q(πA), v | ` amb ` 6= p.

. fA = me
A ⇒ V`(A) = T`(A)⊗Z`
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. Però Gk està generat topològicament pel Frobenius, d’on

EndGk
(V`(A)) ' EndK⊗QQ`

(V`(A)) ' Me(K ⊗Q Q`).
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Cas v real

Suposem K = Q(πA) té una plaça real v , πA arrel de T 2 − q = T 2 − pa.

. a parell ⇒ K = Q, v =∞.

I Per dimensions, no pot ser E = K = Q.
I Però E és de divisió, per tant ha de ser

inv∞(E ) = invp(E ) = 1/2.

. a senar ⇒ K ' Q(
√

p) quadràtic real.

I fA(T ) = (T 2 − q)e per algun e ≥ 1.
I Sobre k ′/k quadràtica, A′ = A× k ′, fA′(T ) = (T − q)2e .
I A′ ∼k′ A0 × A0, E ′ = End0

k′(A′) = M2(Bp), on Bp àlgebra de
quaternions racional ramificada exactament en ∞ i p.

I E és el centralitzador de K en E ′, i E ∼ E ′ ⊗Q K ∼ Bp ⊗Q K en
Br(K ), d’on E no escindeix en cap plaça real de K .
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Suposem K = Q(πA) té una plaça real v , πA arrel de T 2 − q = T 2 − pa.

. a parell ⇒ K = Q, v =∞.
I Per dimensions, no pot ser E = K = Q.
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quaternions racional ramificada exactament en ∞ i p.

I E és el centralitzador de K en E ′, i E ∼ E ′ ⊗Q K ∼ Bp ⊗Q K en
Br(K ), d’on E no escindeix en cap plaça real de K .

Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Teoria d’Honda-Tate STNB 2012, BCN 26 / 37



Cas v | p (I)

. Escrivim L := W ⊗Zp Qp. Llavors Dp(A)⊗Zp Qp és un mòdul sobre

R = L[F ,V ] = L[F , (1/p)F−1] = L[F ,F−1].

. Podem escriure Dp(A)⊗Zp Qp com a suma directa de R-mòduls
indescomponibles no isomorfs

Dp(A)⊗Zp Qp = ⊕iV
ni
i , V ri

i ' R/mi (F a)R,

amb els mi potència d’irreductible.

. πA actua en Dp(A)⊗Zp Qp com F a, i el polinomi ḿınim sobre Qp de
F a en ⊕V ni

i és el mcm dels mi , que divideix mA ⇒ els mi són
irreductibles i sense arrels comunes.

. Suposem que v correspon al factor mi de mA sobre Qp. L’àlgebra
R/mi (F a)R és simple i central sobre Kv , i es pot escriure com
L⊗ Kv [F ] amb

F a = πA ∈ Kv , F (α⊗ ϕ) = (σα⊗ ϕ)F .
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indescomponibles no isomorfs

Dp(A)⊗Zp Qp = ⊕iV
ni
i , V ri

i ' R/mi (F a)R,
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Cas v | p (II)

. fv = f (Kv/Qp), g = (fv , a), g = [L ∩ Kv : Qp], a/g = [LKv : Qp].

. Es té un isomorfisme L⊗ Kv [F ] ' Mg (S), on

S = LKv [F ′] amb (F ′)a/g = πA ∈ Kv , F ′(αϕ) = (σ
g
αϕ)F ′.

. L’àlgebra S és ćıclica i

invKv (S) = ordv (πA)
ordv (q) [Kv : Qp].

Però

invKv (S) = invKv (L⊗ Kv [F ]) = invKv (R/mi (F a)R) =

= − invKv (End(V ri
i )) = − invKv (End(V ni

i )) =

= − invv (EndR(Dp(A)⊗Zp Qp)) =

= invv (E ⊗Q Qp).
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1 Motivació

2 El grup de Brauer

3 L’àlgebra d’endomorfismes E = EndFq(A)⊗Z Q

4 Càlcul dels invariants invv (E )

5 El Teorema d’Honda-Tate
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Injectivitat

La injectivitat de l’aplicació A 7→ πA se segueix fàcilment del Teorema de
Tate a l’inici:

. Suposem A,B varietats abelianes amb πA = πB en W (q) mòdul
conjugació.

. Com que A és simple, tenim que fA = hn amb h ∈ Q[T ] irreductible.

. D’altra banda, per ser B simple i πA = πB , tenim que fB = hm.

. Podem suposar m ≤ n, i llavors fB | fA i B és isògena a una
subvarietat de A.

. Però A és simple, d’on A ∼ B.
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Tate a l’inici:

. Suposem A,B varietats abelianes amb πA = πB en W (q) mòdul
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Exhaustivitat: q-enters de Weil efectius

Definició

Direm que π ∈W (q) és efectiu si π és conjugat a l’endomorfisme de
Frobenius πA d’alguna varietat simple definida sobre k.

Podem admetre A isot́ıpica (A ∼ An
0) en la definició. El Frobenius πA

genera un subcòs central de End0(A) i preserva A0, on hi actua com πA0 .

Lema

N ≥ 1 enter. πN efectiu ⇒ π efectiu.

Prenem π ∈W (q). Sigui E l’àlgebra de divisió central sobre K = Q(π)
verificant les propietats del Teorema que ens descriu l’àlgebra End0(A) en
termes de πA.

; Es tracta de construir A amb πA ∼ π !
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0) en la definició. El Frobenius πA
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termes de πA.

; Es tracta de construir A amb πA ∼ π !

Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Teoria d’Honda-Tate STNB 2012, BCN 31 / 37



Exhaustivitat: q-enters de Weil efectius

Definició

Direm que π ∈W (q) és efectiu si π és conjugat a l’endomorfisme de
Frobenius πA d’alguna varietat simple definida sobre k.

Podem admetre A isot́ıpica (A ∼ An
0) en la definició. El Frobenius πA
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Varietats abelianes amb CM

Lema

Existeix un cos CM L ⊇ K tal que L escindeix E i [L : K ] = [E : K ]1/2.

Definició

Sigui A una varietat abeliana definida sobre un cos F , i L un cos de
nombres. Direm que A és de tipus (L) si existeix un morfisme d’anells
i : L→ End0

F (A) i [L : Q] = 2 dim(A).
Quan L és un cos CM també es diu que A té CM per L.

Es tracta de construir una varietat abeliana sobre C amb CM per L,
realitzar-la sobre una extensió finita de Qp i reduir-la per obtenir una
varietat abeliana sobre una extensió de Fp.
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Tipus CM

L cos CM amb [L : Q] = 2 dim(A), i ρ l’automorfisme de grau 2 indüıt per
la conjugació complexa. C cos algebraicament tancat de caracteŕıstica 0.

Un tipus CM per a L és un subconjunt Φ ⊆ Hom(L,C ) tal que

Φ ∩ Φρ = ∅, Φ ∪ Φρ = Hom(L,C ).

Definició

Una varietat abeliana A sobre un subcòs F ⊆ C és de tipus (L,Φ) si A és
de tipus (L) sobre F i la representació de L en l’espai tangent tAC

factoritza per
∏
φ∈Φ Cφ, on L actua en Cφ = C via φ.

Lema

Existeix un esquema abelià de tipus (L,Φ) definit sobre l’anell d’enters
d’un cos de nombres contingut en C .
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Existeix un esquema abelià de tipus (L,Φ) definit sobre l’anell d’enters
d’un cos de nombres contingut en C .

Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Teoria d’Honda-Tate STNB 2012, BCN 33 / 37



Tipus CM

L cos CM amb [L : Q] = 2 dim(A), i ρ l’automorfisme de grau 2 indüıt per
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Tipus CM

Prenem C una clausura algebraica de Qp, i sigui w | p una plaça de L.

Identifiquem HomQp(Lw ,C )
'→ Hw ⊆ Hom(L,C ), i posem Φw = Φ ∩ Hw .

Es té una descomposició Qp ⊗Q L =
∏

w |p Lw i particions

Hom(L,C ) =
⋃
w |p

Hw , Φ =
⋃
w |p

Φw .

Lema (Shimura-Taniyama)

Sigui A esquema abelià de tipus (L,Φ) definit sobre l’anell d’enters O
d’una extensió finita de Qp, i k0 = Fq0 el cos residual de O. Sigui A0 la
reducció de A mòdul l’ideal maximal de O. Existeix un element π0 ∈ L tal
que i(π0) ∈ End(A) indueix πA0 ∈ End0

k0
(A0), i

ordw (π0)

ordw (q0)
=
]Φw

]Hw
=

]Φw

[Lw : Qp]
per a tota w | p.
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ordw (π0)

ordw (q0)
=
]Φw

]Hw
=

]Φw

[Lw : Qp]
per a tota w | p.
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Últim pas: escollir un bon tipus CM

Finalment, fent servir que L ⊇ K escindeix E i que coneixem els invariants
invv (E ) en les places v | p de K , es prova que es pot escollir Φ de tal
manera que

ordw (π)

ordw (q)
=
]Φw

]Hw
=

ordw (π0)

ordw (q0)
.

I d’aquesta igualtat és senzill deduir que πN = πN0
0 per alguns enters

N,N0 ≥ 1, d’on es té que π és efectiu.
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