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Varietats abelianes sobre un cos finit

> k =TF,, q=p? Gy = Gal(k/k).
> Si A/k és una varietat abeliana de dimensié g, posem

w4 = endomorfisme de Frobenius de A, induit per x — x9,
fa = charpol(ma) € Z[T], deg(fa) = 2g.

Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Teoria d’Honda-Tate STNB 2012, BCN 4 /37



Varietats abelianes sobre un cos finit

> k=T, q=p? Gx = Gal(k/k).
> Si A/k és una varietat abeliana de dimensié g, posem

74 = endomorfisme de Frobenius de A, induit per x — x9,
fa = charpol(ma) € Z[T], deg(fa) = 2g.

Teorema (Tate)

Siguin A, B dues varietats abelianes definides sobre k. Sén equivalents:
(1) B és k-isogena a una subvarietat abeliana de A,

(2) fB | fA en Q[T]

En particular, A ~ B si i només si fy = fg. A més, A és k-simple si i
només si fa = m4 amb my irreductible a Q[T], e > 1.
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g-enters de Weil
Definicié

Un g-enter de Weil és un enter algebraic 7 tal que |or| = q'/? per a tot
embedding o : Q(7) — C.

o = E DA
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g-enters de Weil

Definicié
Un g-enter de Weil és un enter algebraic 7 tal que |or| = q'/? per a tot
embedding o : Q(7) — C.

Denotarem per W(q) el conjunt dels g-enters de Weil, i direm que
m, 7 € W(q) sén conjugats, ™ ~ m', si existeix un isomorfisme

Q() = Q(r"), w7
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g-enters de Weil

Definicié
Un g-enter de Weil és un enter algebraic 7 tal que |or| = q'/? per a tot
embedding o : Q(7) — C.

Denotarem per W(q) el conjunt dels g-enters de Weil, i direm que
m, 7 € W(q) sén conjugats, ™ ~ m', si existeix un isomorfisme

Q() = Q(r"), w7

Exemple

Associat a una varietat abeliana A/k tenim el g-enter de Weil 7,
determinat llevat de conjugacio.
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El Teorema d'Honda-Tate

L'objectiu és provar el segiient:

Teorema (Honda-Tate, 1968)

L'aplicacié A — wp estableix una bijeccio

classes d’isogenia de varietats o classes de conjugacio de
abelianes simples sobre k g-enters de Weil
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El Teorema d'Honda-Tate

L'objectiu és provar el segiient:
Teorema (Honda-Tate, 1968)

L'aplicacié A — wp estableix una bijeccio

classes d’isogenia de varietats o classes de conjugacio de
abelianes simples sobre k g-enters de Weil

El resultat precis de classificacié descriu també I'algebra d’endomorfismes
End%(A) = End,(A) ®z Q d’'una varietat abeliana simple A/k. Per tant,
descriu exactament la categoria de varietats abelianes llevat d'isogenia
sobre k, Isab(k), definida per:

Objectes(Isab(k)): varietats abelianes sobre k,

Morfismes(lsab(k)): Mor(A, B) = Hom(A, B) ®z Q.
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Algebres centrals simples

Una algebra central simple sobre un cos K és una K-algebra R tal que:
(a) R és de dimensid finita sobre K,
(b) el centre de R és exactament K,

(c) R és un anell simple (no té ideals bilaterals propis no trivials).
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Algebres centrals simples

Una algebra central simple sobre un cos K és una K-algebra R tal que:
(a) R és de dimensi6 finita sobre K,
(b) el centre de R és exactament K,

(c) R és un anell simple (no té ideals bilaterals propis no trivials).

> Exemple basic: I'algebra de matrius M,(K) (algebra escindida).

> Si Ri S sén K-algebres centrals i simples, aleshores R ® S també ho
és. | per a qualsevol cos K'/K, R ®k K’ és una K’-algebra central i
simple.
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Algebres centrals simples

Una algebra central simple sobre un cos K és una K-algebra R tal que:
(a) R és de dimensid finita sobre K,

(b) el centre de R és exactament K,
(c)

R és un anell simple (no té ideals bilaterals propis no trivials).

> Exemple basic: I'algebra de matrius M,(K) (algebra escindida).

> Si Ri S sén K-algebres centrals i simples, aleshores R ® S també ho
és. | per a qualsevol cos K'/K, R ®k K’ és una K’-algebra central i
simple.

Teorema (Wedderburn 1907, Artin 1927)

Tota K-algebra central i simple és isomorfa a M,(D) per algunr>1i
alguna algebra central de divisié D sobre K, tinicament determinada llevat
d'isomorfisme.
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El grup de Brauer

> Dues K-algebres centrals simples R, S sén equivalents si existeixen
enters m,n > 1 i una K-algebra central de divisié D tals que
R ~M,(D) i S ~ Mp(D). Equivalentment, si M,(R) ~ M(S) per
alguns enters r,s > 1.
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El grup de Brauer

> Dues K-algebres centrals simples R, S sén equivalents si existeixen
enters m,n > 1 i una K-algebra central de divisié D tals que
R ~M,(D) i S ~ Mp(D). Equivalentment, si M,(R) ~ M(S) per
alguns enters r,s > 1.

El conjunt Br(K) de classes d'equivalencia de K-algebres centrals simples
forma un grup amb I'operacié [R][S] := [R ® S], per a la qual I'element
neutre és [K] = [M,(K)] i I'invers de [R] és [R]~! = [R°P]. Es el grup de
Brauer de K.
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El grup de Brauer

> Dues K-algebres centrals simples R, S sén equivalents si existeixen
enters m,n > 1 i una K-algebra central de divisié D tals que
R ~M,(D) i S ~ Mp(D). Equivalentment, si M,(R) ~ M(S) per
alguns enters r,s > 1.

El conjunt Br(K) de classes d'equivalencia de K-algebres centrals simples
forma un grup amb I'operacié [R][S] := [R ® S], per a la qual I'element
neutre és [K] = [M,(K)] i I'invers de [R] és [R]~! = [R°P]. Es el grup de
Brauer de K.

> Cada classe en Br(K) esta representada per una tnica K-algebra de
divisid, llevat isomorfisme.
> Interpretacié cohomologica: es té un isomorfisme

H2(Gal(KS/K), (K5)*) ~ Br(K).
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Exemples

(1) (Frobenius) L'tnica algebra de divisié no commutativa sobre R és
['algebra
H=R+Ri+Rj+Rijj=("2), i?=2=-1ij = —ji,
dels quaternions de Hamilton. Per tant, Br(R) = {1 = [R], [H]}.
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Exemples

(1) (Frobenius) L'tnica algebra de divisié no commutativa sobre R és
['algebra
H=R+Ri+Rj+Rijj=("2), i?=2=-1ij = —ji,
dels quaternions de Hamilton. Per tant, Br(R) = {1 = [R], [H]}.

(2) (Wedderburn) Si F és algebraicament tancat i D és una F-algebra de
divisié de dimensié finita, aleshores D = F. En particular, Br(C) = 1.
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Exemples

(1) (Frobenius) L'tnica algebra de divisié no commutativa sobre R és
['algebra
H=R+Ri+Rj+Rjj = (=), 2 =j2= -1, ij = —ji,
dels quaternions de Hamilton. Per tant, Br(R) = {1 = [R], [H]}.

(2) (Wedderburn) Si F és algebraicament tancat i D és una F-algebra de
divisié de dimensié finita, aleshores D = F. En particular, Br(C) = 1.

(3) (Wedderburn) Tota algebra de divisi6 finita és un cos. En particular,
el grup de Brauer de qualsevol cos finit és trivial.
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Exemples

(1) (Frobenius) L'tnica algebra de divisié no commutativa sobre R és
['algebra
H=R+Ri+Rj+Rjj = (=), 2 =j2= -1, ij = —ji,
dels quaternions de Hamilton. Per tant, Br(R) = {1 = [R], [H]}.

(2) (Wedderburn) Si F és algebraicament tancat i D és una F-algebra de
divisié de dimensié finita, aleshores D = F. En particular, Br(C) = 1.

(3) (Wedderburn) Tota algebra de divisi6 finita és un cos. En particular,
el grup de Brauer de qualsevol cos finit és trivial.

(4) Algebres cicliques: F/K extensié ciclica de grau n, Gal(F/K) = (o),
R=F+uF+---4+u"1F,
d-u=u-°peratotde F, u" =ac K*.

Denotem aquesta algebra per (F,0,a), i F C R és un subcos
maximal.
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Grup de Brauer d'un cos local

Per als cossos locals:
Teorema
Si K és un cos local, existeix un homomorfisme canonic

invk : Br(K) — Q/Z.

Si K és no arquimedia, aleshores invk és un isomorfisme; en el cas K = R,
es té invg(Br(R)) = 1Z/Z.
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Grup de Brauer d'un cos local

Per als cossos locals:
Teorema
Si K és un cos local, existeix un homomorfisme canonic

invk : Br(K) — Q/Z.

Si K és no arquimedia, aleshores invk és un isomorfisme; en el cas K = R,
es té invg(Br(R)) = 1Z/Z.

Exemple: L/K extensié no ramificada de grau n, Gal(L/K) = (o), o
automorfisme de Frobenius. Si R = (L, o, mk),

invk(R) = 1/n.
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Grup de Brauer d’un cos de nombres

Si K és un cos de nombres, i v és una plaga de K, posem inv, := invg,.
L'aplicacio R — R ®x K, defineix una aplicacié natural Br(K) — Br(K,).
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Grup de Brauer d'un cos de nombres

Si K és un cos de nombres, i v és una plaga de K, posem inv, := invg,.
L'aplicacio R — R ®x K, defineix una aplicacié natural Br(K) — Br(K,).

Teorema (Albert-Brauer-Hasse-Noether)
Si K és un cos de nombres, aleshores es té una successid exacta

0 — Br(K) — @, Br(K,) =% Q/Z — o,

on la suma recorre totes les places v de K.
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Grup de Brauer d'un cos de nombres

Si K és un cos de nombres, i v és una plaga de K, posem inv, := invg,.
L'aplicacio R — R ®x K, defineix una aplicacié natural Br(K) — Br(K,).

Teorema (Albert-Brauer-Hasse-Noether)
Si K és un cos de nombres, aleshores es té una successid exacta

0 — Br(K) — @, Br(K,) =% Q/Z — o,

on la suma recorre totes les places v de K.

> Tota algebra de divisié amb centre K ve determinada (llevat
isomorfisme) pels seus invariants locals, que sumen zero (modul Z).

> R és escindida si, i només si, R, := R ®k K, ho és per a tota v.
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© L'algebra d’endomorfismes E = Endy, (A) ®7 Q
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L'algebra de Q-endomorfismes d'una varietat abeliana

Siguin A, B varietats abelianes sobre un cos k.

o = E DA
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L'algebra de Q-endomorfismes d'una varietat abeliana

Siguin A, B varietats abelianes sobre un cos k.

> El grup Hom(A, B) és un Z-modul lliure de rang finit
(< 4dim(A) dim(B)).
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L'algebra de Q-endomorfismes d'una varietat abeliana

Siguin A, B varietats abelianes sobre un cos k.
> El grup Hom(A, B) és un Z-modul lliure de rang finit
(<4dim(A)dim(B)).
> En particular, End(A) és un Z-modul lliure finitament generat, d'on
End®(A) := End(A) @7 Q

és una Q-algebra de dimensié finita.
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L'algebra de Q-endomorfismes d'una varietat abeliana

Siguin A, B varietats abelianes sobre un cos k.

> El grup Hom(A, B) és un Z-modul lliure de rang finit
(< 4dim(A)dim(B)).

> En particular, End(A) és un Z-modul lliure finitament generat, d'on

End®(A) := End(A) @7 Q

és una Q-algebra de dimensié finita.

> EndO(A) és I'objecte “natural” per estudiar A llevat d'isogenia:
Si ¢ : A — B és una isogenia, existeix ) : B — A tal que pop =n, i

End’(A) — End%(B), a+ poaoq

és un isomorfisme de Q-algebres.
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L'algebra de Q-endomorfismes d'una varietat abeliana

Siguin A, B varietats abelianes sobre un cos k.

> El grup Hom(A, B) és un Z-modul lliure de rang finit
(< 4dim(A)dim(B)).

> En particular, End(A) és un Z-modul lliure finitament generat, d'on

End®(A) := End(A) @7 Q

és una Q-algebra de dimensié finita.

> EndO(A) és I'objecte “natural” per estudiar A llevat d'isogenia:
Si ¢ : A — B és una isogenia, existeix ) : B — A tal que pop =n, i

End’(A) — End%(B), a+ poaoq
és un isomorfisme de Q-algebres.
~> EndO(A) només pot capturar propietats d'A llevat d'isogenia!
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Representacié en T(A)

> Sigui £ # char(k), i considerem el modul de Tate Ty(A) = I'LnA[E"].
> Ty(A) és un Zg-modul lliure de rang 2dim(A), on Gi hi actua.

> Tot homomorfisme ¢ : A — B defineix un homomorfisme
ngo : Tg(A) — Tg(B).
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Representacié en T(A)

> Sigui £ # char(k), i considerem el modul de Tate Ty(A) = I'LnA[E"].
> Ty(A) és un Zg-modul lliure de rang 2dim(A), on Gi hi actua.

> Tot homomorfisme ¢ : A — B defineix un homomorfisme
ngo : Tg(A) — Tg(B).

Teorema (Weil)
L'aplicacié natural Hom(A, B) ®z Zy — Homg, (T/(A), T¢(B)) és injectiva.

Teorema (Tate)

Si k és finit, és bijectiva.
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Representacié en T(A)

> Sigui £ # char(k), i considerem el modul de Tate Ty(A) = I'LnA[E”].
> Ty(A) és un Zg-modul lliure de rang 2dim(A), on Gi hi actua.

> Tot homomorfisme ¢ : A — B defineix un homomorfisme
ngo : TZ(A) — Tg(B).

Teorema (Weil)
L'aplicacié natural Hom(A, B) ®z Zy — Homg, (T/(A), T¢(B)) és injectiva.

Teorema (Tate)

Si k és finit, és bijectiva.

En particular, si Vy(A) := Ty(A) ®z, Q, tenim

End°(A) ®g Q¢ =~ Endg, (Vi(A)).
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Representacié en D,(A)

Suposem A/k, k =TFg.

W = W(k) = anell d’enters de I'extensié Qps/Qp.
o = automorfisme de W que redueix a x — xP en k.
Dy = WIF, V] I'anell de Dieudonné, on F, V indeterminades satisfent

FV =VF =p, Fo =°%F, aV =V (acW).
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STNB 2012, BCN 16 / 37



Representacié en D,(A)

Suposem A/k, k =TFg.

W = W(k) = anell d’enters de I'extensié Qps/Qp.

o = automorfisme de W que redueix a x — xP en k.

Dy = WIF, V] I'anell de Dieudonné, on F, V indeterminades satisfent

FV =VF =p, Fo =°%F, aV =V (acW).

Associat al grup p-divisible Ii_m>A[p"] tenim el modul de Dieudonné D,(A),
que és un Di-modul.
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Representacié en D,(A)

Suposem A/k, k =TFg.

W = W(k) = anell d’enters de I'extensié Qps/Qp.

o = automorfisme de W que redueix a x — xP en k.

Dy = WIF, V] I'anell de Dieudonné, on F, V indeterminades satisfent

FV = VF =p, Fa=%F, aV =V (acW).

Associat al grup p-divisible Ii_m>A[p"] tenim el modul de Dieudonné D,(A),
que és un D;-modul.

Teorema (Tate)

Si A, B son varietats abelianes sobre un cos finit k, I'aplicacié

Hom(A, B) ®z, Z, — Homp, (Dp(B), Dp(A)) és bijectiva.

En particular, End’(A) ® Q, =~ End(D,(A) @ Qp).
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Reduccié al cas simple

> Ja hem vist que si A ~ B aleshores End°(A) ~ End®(B).
> D’altra banda, si A ¢ B es té que Hom(A, B) = 0.
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Reduccié al cas simple

> Ja hem vist que si A ~ B aleshores End°(A) ~ End®(B).
> D’altra banda, si A ¢ B es té que Hom(A, B) = 0.
> Per Poincaré-Weil, si A descompon llevat d’isogénia com

A~ AT X oo X AP, Aj simples, A ot Aj per i #

aleshores
0 0
End”(A) ~ [[; My, (End”(A)).
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Reduccié al cas simple

> Ja hem vist que si A ~ B aleshores End°(A) ~ End®(B).
> D’altra banda, si A ¢ B es té que Hom(A, B) = 0.
> Per Poincaré-Weil, si A descompon llevat d'isogenia com
A~ AT X oo X AP, Aj simples, A ot Aj per i #
aleshores
End®(A) =~ [], M,,,(End®(A))).
~» Bastara estudiar End°(A) per A k-simple.

A més, en el cas A k-simple, E = End®(A) és de divisié, i per tant el seu
centre és un cos.
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Descripcié de I'algebra E

Teorema

Sigui A una varietat abeliana k-simple, k = F4. Aleshores:
) fa=m%, amb e > 1 i ma € Z[T| monic irreductible.

2) ma és un g-enter de Weil.

(1
(2)

(3) E = End°(A) és una algebra de divisié amb centre K = Q(7 ).
(4) [E Q] = 2[K : Q] i 2dim(A) = e[K : Q.

(5) Sigui v una plaga de K, i || ||, el seu valor absolut normalitzat. Si
\|[mall, = g~ aleshores i, = inv,(E). Explicitament:

% st v €s real,
inv,(E) =<0 siv{p,
ord, ( 7rA) ]
o (0] K, : Qp] siv|p.
STNB 2012, BCN 18 / 37



Exemples: cas real (I)

Suposem Q(7a) < R C C. Aleshores 7

2 _ o=
4= TATA = p°.

= & - = DA
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Exemples: cas real (I)
Suposem Q(7a) < R C C. Aleshores 7
Suposem a parell.

2 _ o=
4= TATA = p°.

o = = E DA
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Exemples: cas real (I)

Suposem Q(7a) < R C C. Aleshores 7'('/24 = TATA = P°.
Suposem a parell.

> Tenim K = Q(ma) = Q i invo(E) = invp(E) = 1/2.
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Exemples: cas real (I)

Suposem Q(74) <> R C C. Aleshores 75 = mama = p°.
Suposem a parell.
> Tenim K = Q(ma) = Q i invo(E) = invp(E) = 1/2.

> E = algebra de quaternions ramificada en co i p, e = 2.
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Exemples: cas real (I)

Suposem Q(74) <> R C C. Aleshores 75 = mama = p°.
Suposem a parell.
> Tenim K = Q(ma) = Q i invo(E) = invp(E) = 1/2.
> E = algebra de quaternions ramificada en co i p, e = 2.
> 2dim(A) = [E : K]Y/?[K : Q] = dim(A) = 1.
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Exemples: cas real (I)

Suposem Q(7a) < R C C. Aleshores 71'/24 = TATA = P°.

Suposem a parell.
> Tenim K = Q(ma) = Q i invo(E) = invp(E) = 1/2.
> E = algebra de quaternions ramificada en co i p, e = 2.
> 2dim(A) = [E : K]Y/?[K : Q] = dim(A) = 1.
> fa(T) = (T — p?/?)?, a,(A) = 2p?/? € pZ, A supersingular.
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Exemples: cas real (I)

Suposem Q(7a) — R C C. Aleshores 71'/24 = TATA = P°.

Suposem a parell.
> Tenim K = Q(ma) = Q i invo(E) = invp(E) = 1/2.
> E = algebra de quaternions ramificada en co i p, e = 2.
> 2dim(A) = [E : K]Y?[K : Q] = dim(A) = 1.
> fa(T) = (T — p?/?)?, a,(A) = 2p?/? € pZ, A supersingular.
> Per Q-dimensions, E = End?(A) = End%(A x k).
~> Per I'exhaustivitat del Teorema H-T, aix0 ocorre per a tot k !
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Exemples: cas real (II)

Suposem a senar.

= & - = DA
Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Teoria d’Honda-Tate



Exemples: cas real (II)

Suposem a senar.

> Ara K = Q(ma) ~ Q(/p) i tenim dues places reals amb
iNVoo, (E) = invee,(E) = 1/2.
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Exemples: cas real (II)

Suposem a senar.

> Ara K = Q(ma) ~ Q(/p) i tenim dues places reals amb
iNVoo, (E) = invee,(E) = 1/2.

> Com que hi ha un dnic p | p, E no ramifica en p.
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Exemples: cas real (II)

Suposem a senar.
> Ara K = Q(ma) ~ Q(/p) i tenim dues places reals amb
iNVoo, (E) = invee,(E) = 1/2.
> Com que hi ha un dnic p | p, E no ramifica en p.
> E té ordre 2 en Br(K) = [E: K] =4 = dim(A) = 2.
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Exemples: cas real (II)

Suposem a senar.

> Ara K = Q(ma) ~ Q(/p) i tenim dues places reals amb
iNVoo, (E) = invee,(E) = 1/2.

> Com que hi ha un dnic p | p, E no ramifica en p.

> E té ordre 2 en Br(K) = [E: K] =4 = dim(A) = 2.

> fa(T) = (T? — p?)? i el polinomi caracteristic del g?-Frobenius per A
en k'/k quadratica és (T — p?)* .
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Exemples: cas real (II)

Suposem a senar.

> Ara K = Q(ma) ~ Q(/p) i tenim dues places reals amb
Voo, (E) = invee, (E) = 1/2.
> Com que hi ha un dnic p | p, E no ramifica en p.
> E té ordre 2 en Br(K) = [E: K] =4 = dim(A) = 2.
> fa(T) = (T? — p?)? i el polinomi caracteristic del g?-Frobenius per A
en k'/k quadratica és (T — p?)* .

> Pel cas anterior aplicat sobre k' = IF 2., existeix Ay corba el-liptica

supersingular amb fy, = (T — p?)2.

p
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Exemples: cas real (II)

Suposem a senar.

> Ara K = Q(ma) ~ Q(/p) i tenim dues places reals amb
Voo, (E) = invee, (E) = 1/2.
> Com que hi ha un dnic p | p, E no ramifica en p.
> E té ordre 2 en Br(K) = [E: K] =4 = dim(A) = 2.
> fa(T) = (T? — p?)? i el polinomi caracteristic del g?-Frobenius per A
en k'/k quadratica és (T — p?)* .

> Pel cas anterior aplicat sobre k' = IF 2., existeix Ay corba el-liptica
supersingular amb fy, = (T — p?)2.

DAXk/Nk/A()XAo.

p
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Exemples: cas totalment imaginari

Suposem K = Q(ma) C C totalment imaginari. maTa = g = Ta = q/7a.

o = E DA
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Exemples: cas totalment imaginari

Suposem K = Q(ma) C C totalment imaginari. maTa = g = Ta = q/7a.

> K C C ésuncos CM amb Ko = Q(ma +7Ta) C K subcos real
maximal.
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Exemples: cas totalment imaginari

Suposem K = Q(ma) C C totalment imaginari. maTa = g = Ta = q/7a.

> K C C ésuncos CM amb Ko = Q(ma +7Ta) C K subcos real
maximal.

> E és escindida a les places v { p, i per a v | p tenim que
invy(E) +invg(E) =0, si v # v,

inv,(E) =0, si v=v.
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Exemples: cas totalment imaginari

Suposem K = Q(ma) C C totalment imaginari. maTa = g = Ta = q/7a.
> K C C ésuncos CM amb Ko = Q(ma +7Ta) C K subcos real
maximal.
> E és escindida a les places v { p, i per a v | p tenim que
invy(E) +invg(E) =0, si v # v,
inv,(E) =0, si v=v.
> Si k = Fp, E escindeix arreu ja que ord,(ma)/ ord,(p) és un miltiple

enter de 1/e, i e, | [K, : Qp).
= E = K, en particular Endy(A) és commutatiu.
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Determinacié del centre d'E

> E de divisié = Z(E) és un cos. Com que w4 commuta amb tots els
endomorfismes d'A, tenim que K = Q(7a) C Z(E).
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Determinacié del centre d'E

> E de divisié = Z(E) és un cos. Com que w4 commuta amb tots els
endomorfismes d'A, tenim que K = Q(7a) C Z(E).

> Sigui £ # p, Vi(A) = Ty(A) ®z, Q. Pel Teorema d'lsogenia de Tate,
E RqQ Qp = Ende(Vg(A)).
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Determinacié del centre d'E

> E de divisié = Z(E) és un cos. Com que w4 commuta amb tots els
endomorfismes d'A, tenim que K = Q(7a) C Z(E).
> Sigui £ # p, Vi(A) = Ty(A) ®z, Q. Pel Teorema d'lsogenia de Tate,
E RqQ Qp = Ende(Vg(A)).
> Gy esta generat topologicament pel Frobenius, d'on se segueix que
Cendg, (ve(a)) (K ®@g Qr) = Endg, (Vi(A)) ~ E ®q Q.
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Determinacié del centre d'E

> E de divisié = Z(E) és un cos. Com que m4 commuta amb tots els
endomorfismes d'A, tenim que K = Q(7a) C Z(E).

> Sigui £ # p, Vi(A) = Ty(A) ®z, Q. Pel Teorema d'lsogenia de Tate,
E RqQ Qp = Ende(Vg(A)).
> Gy esta generat topologicament pel Frobenius, d’on se segueix que

Cendg, (vo(a)) (K ©@ Qr) = Endg, (Vi(A)) ~ E ®q Qp.
> Pel Teorema del Centralitzador Doble,

Cendg, (vi(a)) (E @0 Q) = K @ Qu,
d’on es dedueix que el centre de E ®q Qr és K ®@g Qp, i per tant

Z(E) = K = Q(n).
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Dimensié de I'algebra E

> deg(fa) = 2dim(A) i deg(ma) = [K : Q] = 2dim(A) = e[K : Q].

o = = E DA
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Dimensié de I'algebra E

> deg(fa) = 2dim(A) i deg(ma) = [K : Q] = 2dim(A) = e[K : Q].
> Per provar [E : Q] = €?[K : Q), siguin A, B/k. ma, g ~ fa, f5.
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Dimensié de I'algebra E

> deg(fa) = 2dim(A) i deg(ma) = [K : Q] = 2dim(A) = e[K : Q].
> Per provar [E : Q] = €?[K : Q), siguin A, B/k. ma, g ~ fa, f5.
> Sigui F/Q, i considerem les factoritzacions
fa=T1, 0, i = 1, i)
en polinomis irreductibles sobre F. L'enter

r(fa, f8) = 2_p a(h)b(h) deg(h)
no depén del cos F.
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Dimensié de I'algebra E

> deg(fa) = 2dim(A) i deg(ma) = [K : Q] = 2dim(A) = e[K : Q].
> Per provar [E : Q] = €?[K : Q), siguin A, B/k. ma, g ~ fa, f5.
> Sigui F/Q, i considerem les factoritzacions
=TT, ", fo =, h¥
en polinomis irreductibles sobre F. L'enter
r(fa, fg) = >_p a(h)b(h) deg(h)
no depén del cos F.

> Prenem F = Q. wa, wg indueixen endomorfismes en els moduls
semisimples V;(A), Vi(B), amb polinomis caracteristics fa, fg, d'on

dim Homg, (Vi(A), Vu(B)) = r(fa, fg).
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Dimensié de I'algebra E

> deg(fa) = 2dim(A) i deg(ma) = [K : Q] = 2dim(A) = e[K : Q].
> Per provar [E : Q] = €?[K : Q), siguin A, B/k. ma, g ~ fa, f5.
> Sigui F/Q, i considerem les factoritzacions
=TT, ", fo =, h¥
en polinomis irreductibles sobre F. L'enter
r(fa, fg) = >_p a(h)b(h) deg(h)
no depén del cos F.

> Prenem F = Q. wa, wg indueixen endomorfismes en els moduls
semisimples V;(A), Vi(B), amb polinomis caracteristics fa, fg, d'on

dim Homg, (Vi(A), Vi(B)) = r(fa, f).
> Aplicant aixo al cas A simple, f4 = m§:
dimQZ(E KQ Qg) =dim Ende(\/g(A)) = r(fA, fA) =e? deg(mA),
d'on [E: Q] = ?[K : Q].
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@ Calcul dels invariants inv, (E)

= & - = DA
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Cas v 1 p, v finita

v plaga finita de K = Q(7a), v | £ amb £ # p.
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Cas v 1 p, v finita

v plaga finita de K = Q(7a), v | £ amb £ # p.
> fa=m§ = Vi(A) = Ty(A) ®z, Q¢ és un modul lliure de rang e sobre
K ®q Q.
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Cas v 1 p, v finita

v plaga finita de K = Q(7a), v | £ amb £ # p.
> fa=m§ = Vi(A) = Ty(A) ®z, Q¢ és un modul lliure de rang e sobre
K ®q Q.
> Pel Teorema de Tate,

E ®g Qr — Endg, (Vi(A)).

Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Teoria d’Honda-Tate STNB 2012, BCN 25/ 37



Cas v 1 p, v finita

v plaga finita de K = Q(7a), v | £ amb £ # p.
> fa=m§ = Vi(A) = Ty(A) ®z, Q¢ és un modul lliure de rang e sobre
K ®q Q.
> Pel Teorema de Tate,

E ®g Qr — Endg, (Vi(A)).
> Pero Gj esta generat topologicament pel Frobenius, d'on

Endg, (Vi(4)) ~ Endikisgo, (Vi(A)) = Me(K 90 Q).
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Cas v 1 p, v finita

v plaga finita de K = Q(7a), v | £ amb £ # p.
> fa=m§ = Vi(A) = Ty(A) ®z, Q¢ és un modul lliure de rang e sobre
K ®q Q.
> Pel Teorema de Tate,

E ®g Qr — Endg, (Vi(A)).
> Pero Gj esta generat topologicament pel Frobenius, d'on

Endg, (Vi(4)) ~ Endikisgo, (Vi(A)) = Me(K 90 Q).

~ E, = E @k K, esdevé una algebra de matrius, i.e. inv,(E) = 0.
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Cas v real

Suposem K = Q(ma) té una placa real v, m4 arrelde T2 —q= T2 — p

= & - = DA
Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Teoria d’Honda-Tate
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Cas v real

Suposem K = Q(ma) té una placa real v, m4 arrelde T2 —q= T2 — p
> aparell = K=Q, v=o0.

o = = E 9ace
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Cas v real

Suposem K = Q(ma) té una placa real v, 74 arrel de T2 — g = T2 — p°.

> aparell = K=Q, v=o0.
> Per dimensions, no pot ser E = K = Q.
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Cas v real

Suposem K = Q(ma) té una placa real v, 74 arrel de T2 — g = T2 — p°.

> aparell = K=Q, v=cc.

> Per dimensions, no pot ser E = K = Q.
» Pero E és de divisid, per tant ha de ser

inveo(E) = invp(E) = 1/2.
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Cas v real

Suposem K = Q(ma) té una placa real v, 74 arrel de T2 — g = T2 — p°.

> aparell = K=Q, v=o0.

> Per dimensions, no pot ser E = K = Q.
» Pero E és de divisid, per tant ha de ser

inveo(E) = invp(E) = 1/2.
> asenar = K ~ Q(,/p) quadratic real.
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Cas v real

Suposem K = Q(m4) té una placa real v, w4 arrel de T2 — g = T2 — p°.
> aparell = K=Q, v=o0.

> Per dimensions, no pot ser E = K = Q.
» Pero E és de divisid, per tant ha de ser

invoo(E) = ian(E) — 1/2
> asenar = K ~ Q(,/p) quadratic real.
» fa(T) = (T2 — q)° per algun e > 1.
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Cas v real

Suposem K = Q(m4) té una placa real v, w4 arrel de T2 — g = T2 — p°.
> aparell = K=Q, v=o0.

» Per dimensions, no pot ser E = K = Q.
» Pero E és de divisid, per tant ha de ser

inVoo (E) = inv,(E) = 1/2.
> asenar = K ~ Q(,/p) quadratic real.
» fa(T) = (T2 — q)° per algun e > 1.

» Sobre k’/k quadratica, A’ = A x k', fa(T) = (T — q)%.
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Cas v real

Suposem K = Q(m4) té una placa real v, w4 arrel de T2 — g = T2 — p°.

> aparell = K=Q, v=o0.
» Per dimensions, no pot ser E = K = Q.
» Pero E és de divisid, per tant ha de ser
inveo(E) = invp(E) = 1/2.
> asenar = K ~ Q(,/p) quadratic real.
» fa(T)=(T?— q)° per algun e > 1.
» Sobre k’/k quadratica, A’ = A x k', fa(T) = (T — q)*°.
» A~ Ay x Ag, E' = End), (A') = My(B,), on B, algebra de
quaternions racional ramificada exactament en oo i p.
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Cas v real

Suposem K = Q(m4) té una placa real v, w4 arrel de T2 — g = T2 — p°.
> aparell = K=Q, v=o0.
» Per dimensions, no pot ser E = K = Q.
» Pero E és de divisid, per tant ha de ser
inveo(E) = invp(E) = 1/2.
> asenar = K ~ Q(,/p) quadratic real.
» fa(T)=(T?— q)° per algun e > 1.
» Sobre k’/k quadratica, A’ = A x k', fa(T) = (T — q)°°.
» A~ Ay x Ag, E' = End), (A') = My(B,), on B, algebra de
quaternions racional ramificada exactament en oo i p.
» E és el centralitzador de K en E', i E ~ E' ®g K ~ B, ®g K en
Br(K), d'on E no escindeix en cap plaga real de K.
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Casv|p(l)

> Escrivim L:= W ®z, Qp. Llavors Dy(A) ®z, Qp és un modul sobre
R=L[F,V]=L[F,(1/p)F] = L[F,F1].
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Casv|p(l)

> Escrivim L:= W ®z, Qp. Llavors Dy(A) ®z, Qp és un modul sobre
R=L[F,V]=L[F,(1/p)F~ ! = L[F,F71].
> Podem escriure D,(A) ®z, Qp com a suma directa de R-moduls
indescomponibles no isomorfs

Dp(A) &2, Qp = &V, V{' = R/mi(F?)R,

amb els m; potencia d'irreductible.
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Casv|p(l)

> Escrivim L:= W ®z, Qp. Llavors Dy(A) ®z, Qp és un modul sobre
R =L[F,V]=L[F,(1/p)F Y] = L[F,F1].
> Podem escriure D,(A) ®z, Qp com a suma directa de R-moduls
indescomponibles no isomorfs
Dp(A) ®z, Qp = & Vi, V" ~R/mi(F°)R,
amb els m; poténcia d’irreductible.

> ma actua en Dp(A) ®z, Qp com F?, i el polinomi minim sobre Q, de
F? en EB\/,."" és el mem dels m;, que divideix my = els m; sén
irreductibles i sense arrels comunes.
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Casv|p(l)

> Escrivim L:= W ®z, Qp. Llavors Dy(A) ®z, Qp és un modul sobre
R =L[F,V]=L[F,(1/p)F Y] = L[F,F1].

> Podem escriure D,(A) ®z, Qp com a suma directa de R-moduls

indescomponibles no isomorfs
Dy(A) ®z, Qp = ®; V", V' =~ R/mi(F?)R,

amb els m; poténcia d’irreductible.

> ma actua en Dp(A) ®z, Qp com F?, i el polinomi minim sobre Q, de
F? en EB\/,."" és el mem dels m;, que divideix my = els m; sén
irreductibles i sense arrels comunes.

> Suposem que v correspon al factor m; de my sobre Q5. L'algebra
R/mi(F?)R és simple i central sobre K,, i es pot escriure com
L® K,[F] amb

FP=mae K, Fla® )= (a® p)F.
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Cas v | p (Il)

> f, =f(K,/Qp), g =(f,a), g =[LNK,:Qpl, a/g = [LK, : Qp].

= & - = DA
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Cas v | p (Il)

> f, =f(K,/Qp), g =(f,a), g =[LNK,:Qpl, a/g = [LK, : Qp].
> Es té un isomorfisme L ® K,[F] >~ Mg(S), on
S = LK,[F'] amb (F')/8 =74 € K,, F'(ap) = (“*ap) F'.
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Cas v | p (Il)

> f, =f(K,/Qp), g =(f,a), g =[LNK,:Qpl, a/g = [LK, : Qp].
> Es té un isomorfisme L ® K,[F] >~ Mg(S), on
S = LK,[F'] amb (F)?/8 = w4 € K,, F'(ay) = (“Pap)F’.
> L'algebra S és ciclica i
invic,(S) = S CAK, : Q.
Pero

invk,(S) = invk, (L ® K,[F]) =invk,(R/mi(F?)R) =
= —invk, (End(V]")) = —invk, (End(V/")) =
= —inv,(Endr(Dp(A) ®z, Qp)) =
= inv,(E ®q Qp).
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© El Teorema d'Honda-Tate

= & - = DA
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Injectivitat

La injectivitat de I'aplicacié A — w4 se segueix facilment del Teorema de
Tate a l'inici:
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Injectivitat

La injectivitat de I'aplicacié A — 74 se segueix facilment del Teorema de
Tate a l'inici:
> Suposem A, B varietats abelianes amb w4 = mg en W(q) modul
conjugacio.
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Injectivitat

La injectivitat de I'aplicacié A — 74 se segueix facilment del Teorema de
Tate a l'inici:
> Suposem A, B varietats abelianes amb w4 = mg en W(q) modul
conjugacio.

> Com que A és simple, tenim que f4 = h" amb h € Q[T] irreductible.
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Injectivitat

La injectivitat de I'aplicacié A — 74 se segueix facilment del Teorema de
Tate a l'inici:
> Suposem A, B varietats abelianes amb w4 = mg en W(q) modul
conjugacio.
> Com que A és simple, tenim que f4 = h" amb h € Q[T] irreductible.
> D’altra banda, per ser B simple i 14 = wg, tenim que fg = h™.
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Injectivitat

La injectivitat de I'aplicacié A — 74 se segueix facilment del Teorema de
Tate a l'inici:
> Suposem A, B varietats abelianes amb w4 = mg en W(q) modul
conjugacio.
> Com que A és simple, tenim que f4 = h" amb h € Q[T] irreductible.
> D’altra banda, per ser B simple i 14 = wg, tenim que fg = h™.

> Podem suposar m < n, i llavors fg | fa i B és isbgena a una
subvarietat de A.
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Injectivitat

La injectivitat de I'aplicacié A — 74 se segueix facilment del Teorema de
Tate a l'inici:
> Suposem A, B varietats abelianes amb w4 = mg en W(q) modul
conjugacio.
> Com que A és simple, tenim que f4 = h" amb h € Q[T] irreductible.
> D’altra banda, per ser B simple i 14 = wg, tenim que fg = h™.

> Podem suposar m < n, i llavors fg | fa i B és isbgena a una
subvarietat de A.

> Pero A és simple, d'on A~ B.
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Exhaustivitat: g-enters de Weil efectius
Definicio

Direm que m € W(q) és efectiu si  és conjugat a I'endomorfisme de
Frobenius wa d’alguna varietat simple definida sobre k.
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Exhaustivitat: g-enters de Weil efectius
Definicio

Direm que m € W(q) és efectiu si  és conjugat a I'endomorfisme de
Frobenius wa d’alguna varietat simple definida sobre k.

Podem admetre A isotipica (A ~ Af) en la definicié. El Frobenius 74
genera un subcos central de End®(A) i preserva Ag, on hi actua com g,
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Exhaustivitat: g-enters de Weil efectius

Definicio
Direm que m € W(q) és efectiu si  és conjugat a I'endomorfisme de
Frobenius wa d’alguna varietat simple definida sobre k.

Podem admetre A isotipica (A ~ Ag) en la definicié. El Frobenius 74
genera un subcos central de EndO(A) i preserva Ap, on hi actua com 7g4,.

Lema }

N > 1 enter. ©"V efectiu = w efectiu.
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Exhaustivitat: g-enters de Weil efectius

Definicio
Direm que m € W(q) és efectiu si  és conjugat a I'endomorfisme de
Frobenius wa d’alguna varietat simple definida sobre k.

Podem admetre A isotipica (A ~ Ag) en la definicié. El Frobenius 74
genera un subcos central de EndO(A) i preserva Ap, on hi actua com 7g4,.

Lema J

N > 1 enter. ©"V efectiu = w efectiu.

Prenem m € W(q). Sigui E I'algebra de divisié central sobre K = Q()
verificant les propietats del Teorema que ens descriu I'algebra Endo(A) en
termes de 4.
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Exhaustivitat: g-enters de Weil efectius

Definicio
Direm que m € W(q) és efectiu si  és conjugat a I'endomorfisme de
Frobenius wa d’alguna varietat simple definida sobre k.

Podem admetre A isotipica (A ~ Ag) en la definicié. El Frobenius 74
genera un subcos central de EndO(A) i preserva Ap, on hi actua com 7g4,.

Lema J

N > 1 enter. ©"V efectiu = w efectiu.

Prenem m € W(q). Sigui E I'algebra de divisié central sobre K = Q()
verificant les propietats del Teorema que ens descriu I'algebra Endo(A) en
termes de 4.

~» Es tracta de construir A amb w4 ~ 7 |
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Varietats abelianes amb CM

Lema

Existeix un cos CM L D K tal que L escindeix E i [L: K] = [E : K]'/2.

J

o = = E DA
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Varietats abelianes amb CM

Lema
Existeix un cos CM L D K tal que L escindeix E i [L : K] = [E : K]'/2.

Definicié

Sigui A una varietat abeliana definida sobre un cos F, i L un cos de
nombres. Direm que A és de tipus (L) si existeix un morfisme d'anells
i:L— End%(A) i[L: Q] =2dim(A).

Quan L és un cos CM també es diu que A té CM per L.
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Varietats abelianes amb CM

Lema
Existeix un cos CM L D K tal que L escindeix E i [L : K] = [E : K]'/2.

Definicié

Sigui A una varietat abeliana definida sobre un cos F, i L un cos de
nombres. Direm que A és de tipus (L) si existeix un morfisme d'anells
i:L— End%(A) i[L: Q] =2dim(A).

Quan L és un cos CM també es diu que A té CM per L.

Es tracta de construir una varietat abeliana sobre C amb CM per L,
realitzar-la sobre una extensié finita de QQ, i reduir-la per obtenir una
varietat abeliana sobre una extensié de F,.
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Tipus CM

L cos CM amb [L: Q] = 2dim(A), i p I'automorfisme de grau 2 induit per
la conjugacié complexa. C cos algebraicament tancat de caracteristica 0.
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Tipus CM

L cos CM amb [L: Q] = 2dim(A), i p I'automorfisme de grau 2 induit per
la conjugacié complexa. C cos algebraicament tancat de caracteristica 0.
Un tipus CM per a L és un subconjunt ® C Hom(L, C) tal que

dNdPp=0, Udp=Hom(L,C).
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Tipus CM

L cos CM amb [L: Q] = 2dim(A), i p I'automorfisme de grau 2 induit per
la conjugacié complexa. C cos algebraicament tancat de caracteristica 0.
Un tipus CM per a L és un subconjunt ® C Hom(L, C) tal que

®Ndp=0, &Udp=-Hom(L,C).

Definicio

Una varietat abeliana A sobre un subcos F C C és de tipus (L, ®) si A és
de tipus (L) sobre F i la representacic de L en I'espai tangent ta.
factoritza per [ [ 4 C4, on L actua en Cy = C via ¢.
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Tipus CM

L cos CM amb [L: Q] = 2dim(A), i p I'automorfisme de grau 2 induit per
la conjugacié complexa. C cos algebraicament tancat de caracteristica 0.
Un tipus CM per a L és un subconjunt ® C Hom(L, C) tal que

®Ndp=0, &Udp=-Hom(L,C).

Definicio

Una varietat abeliana A sobre un subcos F C C és de tipus (L, ®) si A és
de tipus (L) sobre F i la representacic de L en I'espai tangent ta.
factoritza per [ [ 4 C4, on L actua en Cy = C via ¢.

Lema

Existeix un esquema abelia de tipus (L, ®) definit sobre I'anell d'enters
d’un cos de nombres contingut en C.
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Tipus CM

Prenem C una clausura algebraica de Qp, i sigui w | p una placa de L.
Identifiquem Homg,(Lw, C) = H,, C Hom(L, C), i posem ®, = ® N H,,.

Es té una descomposicié Qp @ L =[], Lw i particions

Hom(L, C) = | JHu, ® =]

wlp wlp
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Tipus CM

Prenem C una clausura algebraica de Qp, i sigui w | p una placa de L.
Identifiquem Homg,(Lw, C) S H, C Hom(L, C), i posem ¢, = ® N H,,.
Es té una descomposicié Qp @ L =[], Lw i particions

Hom(L, C) = U H,, &= U b, .

wlp wlp

Lema (Shimura-Taniyama)

Sigui A esquema abelia de tipus (L, ®) definit sobre I'anell d’enters O
d’una extensié finita de Qp, i ko = IFq, el cos residual de O. Sigui Ag la
reduccié de A modul I'ideal maximal de ©O. Existeix un element wg € L tal
que i(mo) € End(A) indueix ma, € End} (Ao), i

ordy(mo) #d,,  1d,
ordw(qo)  #Hw  [Lw: Q]

per a tota w | p.

v
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Ultim pas: escollir un bon tipus CM

Finalment, fent servir que L O K escindeix E i que coneixem els invariants

invy(E) en les places v | p de K, es prova que es pot escollir ¢ de tal
manera que

ord,(m) #®,  ord,(m)
ordy,(q)  #H, ordy(qo)’
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Ultim pas: escollir un bon tipus CM

Finalment, fent servir que L O K escindeix E i que coneixem els invariants
invy(E) en les places v | p de K, es prova que es pot escollir ¢ de tal
manera que

ord,(m) #®,  ord,(m)

ordy,(q)  #H, ordy(qo)’

| d’aquesta igualtat és senzill deduir que 7V = 7r(’)V° per alguns enters
N, Ng > 1, d'on es té que 7 és efectiu.
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