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Introduccién.  Funciones 6 y construccién de Q T /A es una variedad abeliana 7" /A es la Jacobiana de ¢t Addenda

Data

Sea K un cuerpo completo no arquimediano con una valoracién
discreta (no trivial) v : K* — Z, y Ck := K la completacién de
su clausura algebraica.

Sea C/K una curva (lisa y proyectiva) de Mumford de género
g > 2. Entonces existe un grupo (libre) de Schottky de rango g,
I C PGLy(K), y un isomorfismo rigido analfico

M\xr = C"

donde Xr = P}(Hg ~ Lr, con Lr C Pk(K) los puntos limite de I
Escribiremos C =: (.
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Motivacién |

El estudio de estas curvas es el objetivo del articulo de Mumford
tratado en el seminario, [Mum72b].

En el caso en que K es local sabemos por [Mum72b] que tenemos
un arbol localmente finito A asociado a todas las redes de K2, un
esquema formal asociado, P(A), y que la fibra genérica de éste en
el sentido de Raynaud es el espacio p-adico simétrico de Drinfel'd

de dimensién 1 (o semiplano de Drinfel'd) X = PL™® < PL(K).

Sin suponer que K es local, Mumford asocia a cada grupo de
Schottky ' un esquema formal P(Ar) del mismo modo que antes.
Tomando de nuevo la fibra genérica de este en el sentido de

Raynaud lo que obtenemos es X = P}(”g N Lr.
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Motivacion |l

Una curva de Mumford tiene asociada de manera natural una
uniformizacion rigida-analitica de su Jacobiana, de modo que
resulta adecuado explicarla aqui.

Ademads, como se dice en [MD73] -uno de los primeros sitios donde
se hace esta construccién- acerca de si, “this note can be looked at
as a very natural morphism from Mumford [Mum72b] to Mumford
[Mum?72a]’, esto es, del trabajo de uniformizacién de curvas de
Mumford al de unas ciertas variedades abelianas entre las que se
incluyen estas Jacobianas.
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Teorema. La Jacobiana Jac(Cr)

Teorema

La Jacobiana de Cr es un toro analitico propio T"™& /N con una
polarizacion ® : A — X(T) -donde X(T) = Homk_gp(T,Gm k)
es el grupo de caracteres del toro- que vienen determinadas por
una forma bilineal simétrica Q : [?* x [®* — K* tal que

|Q(v,7)| <1Vy#0.

Para ello se define el toro split T := Spec(K[*"]) = G2 .
Observamos que tenemos la igualdad de conjuntos

T8 = Max(K['?"]) y asi pues la inclusién natural
T(K)——T"& .
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La red Ay la polarizacién

Veamos como determina @ el toro analitico. Tenemos que
T(K) = Hom(T??, K*)(= (K*)8) y Q induce

rab @ Tk T"E

K*

~ {I—ab
Y Q(7,7)

La imagen de " en 7" la denotamos A, de modo que ya
obtenemos T"8 /A. Ademis, como @ es no degenerada (debido a
|Q(~,7)| <1 Vv #0) el morfismo anterior es inyectivo y sobre su
imagen un isomorfismo. Basta componer la inversa de este con el
isomorfismo candnico del grupo de caracteres con rab para obtener
la polarizacién:

== X(T)
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Funciones automorfas

Recordemos el espacio rigido analitico asociado a I' C PGLy(K).
Siendo Lr C IP)}((K) los puntos limite del grupo, consideramos el
espacio rigido analitico X = P}("g . Lr. Para cada extensién
finita de cuerpos L|K, los L-puntos de este espacio son

Xr(L) = PL(L) ~ Lr. Los puntos de Xr son Xr(Ck).
Definicion
Se dice que una funcion f # 0 meromorfa en Xr es una funcién

automorfa para I' con factor de automorfia c : I — Cj¢ si
f(z) =cla)f(az) Vz € Xr Yo €T,

Esta definicién implica inmediatamente que ¢ es un morfismo de
grupos. Por otra parte, la misma definicidn se puede restringir para
cada extensién finita L|K diciendo que f es L-automorfa si ¢ toma
valores en L*.



Funciones 6 |

Dados puntos a, b € Xr, la funcién

es automorfa en Xr.

Si [a # b, tiene ceros simples en ['a y polos simples en b y
ningln otro cero ni polo, mientras si ['a = ['b no tiene ceros ni
polos.

Cumple 6(a, b; z) = 0(aa, ab; z) Ya € T y 0(a, b; z) ™t = (b, a; 2).
(vid. [GvdP80, ch. 2, §2])
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Funciones 6 11

z—a ., .
Observamos que w,_p(z) := b es la funcién racional en Xr
zZ —

que tiene divisor a— by 0(a, b; z) = H Wy.(a—b)(2). Por tanto
yel

podemos poner 6(a, b; z) =: 6,_(z) y escribir su factor de

automorfia como c¢,_p. Asimismo, esto permite generalizar la

definicién de las funciones 6 de los divisores de la forma d = a— b

a cualquier divisor de grado 0, d € Div®(Xr), via

= H Wy-ds
vyel

funcién automorfa con factor de automorfia ¢y, que resulta ser
linealmente dependiente de d.
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2 lemas y las funciones 6 analiticas |
Las funciones # analiticas son aquellas de la forma 6(a, aa; z) para
alginae Xryael.

Lema
Dado o € T se tiene 0(a, aa; z) = 0(b,ab; z) Va, b € Xr

Dem.
-1
Hz—ya Hz—fyb . Hz—'ya z —yab
z —~vyaa z —yab N z—vyaa z—7b
yelr ~yer ~yer

CTI2222 T[ 22290 — (o, by 2)6(b, 3 2) = 1
~er

ﬂ/erz—fyb Z—yaa

]




2 lemas y las funciones ¢ analiticas |l

Se define entonces u,(z) := 0(a, aa; z) para cualesquiera
a € Xr, a €T, funcién theta analitica sin ceros. Se tiene que

uap(z) = 6(a, afa; z) = (a, Ba; z)0(Ba, afa; z) = ug(z)ua(z)

y en particular sélo depende de @ € .
Recordemos que ¢, es el factor de automorfia de 6(a, b; z) para

a,be Xr.

Lema

Se tiene que c,_p(a) = ta(2) Va el
q a—b - Ua(b)
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2 lemas y las funciones # analiticas IlI

Dem.
—1
ya— Yya—z a—y~lz

ea—b(z) - 'yb z ya—az a—y laz

ya—az H o b—y~lz

Ca_b(a) = =
ea_b(az) ~er 7b az el vb az  y€l b—ylaz

_ 0(z,az; a) _ uq(a)
0(z,az; b)  un(b)

donde la cuarta igualdad se debe a que la razén doble es un
invariante por automorfismos, en este caso fy_l O
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La forma bilineal simétrica

Definimos el siguiente producto:

FxT @ K*

w(2)
(aaﬁ) Q( 76) (62) - z—az(ﬁ)

Q(e,-) = cz—qaz es el factor de automorfia de u,, por tanto Q es
multiplicativa en el segunda factor y factoriza por [*. Como
Uag = UqUg, entonces lo mismo le sucede al primer factor. Asi
tenemos @ : I x M — K* forma bilineal. Ademas, aplicando
el lema anterior

Q( 75) ((53) = Ca—ﬁa(a) = Q(ﬁv a)

de modo que @ es simétrica.
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Producto definido positivo |

Teorema

Se tiene |Q(a, )| < 1 Vo # 0 y en particular Q es no degenerada.

ldea dem.

La afirmacién hecha es equivalente a v(Q(«, «)) > 0, esto es, a
que la forma vo Q : T?? x [ — 7 es definida positiva.

Sea 7Tr el 4rbol al que Mumford denota por A en [Mum72b, pp.
163-164], esto es, el drbol Ar agregdndole los vértices intermedios
de A. Entonces I'\7r =: Gr es el grafo dual de la reduccién del
modelo regular minimal (semiestable) de Cr.
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Producto definido positivo |l

Idea dem. (Cont.)

Hay una forma bilineal simétrica definida positiva [ , | en el grupo
de 1-cadenas enteras

Gi(Gr, 2) := Z[E(Gr)l/{e ~ —e}ecE(ar)

definida por [e,e] =1y [e, €] = 0 para e’ # +e. Esta induce una
forma bilineal simétrica definida positiva en homologia

[ 9 ] : Hl(Gr,Z) X Hl(Gr,Z) — 7.

Por otro lado, cada v € I distinto del neutro tiene 2 puntos fijos

(por ser hiperbdlico) zj,z; € Lr (atractor y repulsor

respectivamente) que se corresponden con 2 finales del arbol 7r,

los cuales estan unidos por un lnico camino infinito que

denotamos X, y que orientamos de z_~ a z,;r.
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Producto definido positivo |l

Idea dem. (Cont.)

Consideramos en X, un dominio fundamental P, para la operacién
por 7y (por ejemplo el camino de un vértice v € X, ay-v)ylo
proyectamos en el grafo via m : 7r — Gr. El elemento resultante
es un ciclo, y en homologia coincide con la imagen de ~y por la
aplicacion

M= 7T1(Gr) — Fab = 7T1(Gr)ab = Hl(Gr,Z)

Por tanto, la clase de 7(P,) en homologia ¢, sélo depende de
RAS 25y la demostracién concluye aplicando el siguiente
resultado. [




S TR e
Producto definido positivo IV

Lema

El diagrama

rab % |—ab

Q

=4

K* es

H]_(Gr,Z) X H]_(Gr,Z) L Z
[MD73, Thm. 5])

conmutativo, esto es, [c, ca] = v(Q(7,)) para v, a € I (vid.




S e s e
Lared A

Tenemos pues,

rab Q Trig

¥ ——— Q(7, -) = factor de automorfia de u,

y A== Im(Q). De aqui:
Corollary

A es un grupo libre de rango g, discreto en T(K) = (K*)&

Dem.

Como @ es no degenerada Q es inyectiva y A es discreto, y como

[ es de rango g tenemos Z& = [P §—> A O




El toro analitico y la polarizacién |

Corollary

T'ig /N es un toro analitico propio

Corollary

5—1

==

La composicion de N\

ra con M = X(T) da un
morfismo ® : A — X(T) tal que

o D(N)(N) = d(\)(\) VAN €A

o v(®(A\ ) >0VAe AN {0}

de modo que es una polarizacién y por tanto T"€ /A es una
variedad abeliana [J"&.
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El toro analitico y la polarizacién Il

Dem.
Las propiedades que satisface ¢ se deben a que, via el isomorfismo

N—> by las identificaciones adecuadas se tiene la igualdad

A YA

d(\, \) = Q(ya,7n) y a las propiedades de Q. De modo anélogo
que en el caso complejo se demuestra que un toro analitico propio
con una polarizacién es algebraizable y por tanto una variedad
abeliana. (vid. [Ger72, Thm. 5] o [FvdP04, Thm. 6.6.1]) O

Asi pues, a partir de la curva de Mumford Cr, o, equivalentemente,
a partir del grupo de Schottky I', hemos construido una variedad
abeliana. Ahora hemos de ver que se trata de la Jacobiana de la
curva.
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Divisores de funciones automorfas |

Sea L|K una extensién finita de cuerpos arbitraria. Escribamos

A (Xr) para el espacio de las funciones L-automorfas
(meromorfas) en Xr. Si f € A (Xr) tiene a € Xr(L) como cero
(resp. polo) de orden g, entonces ca también es cero (resp. polo)

de orden g, por tanto tenemos L-divisores bien definidos en
Cr(L) = F\Xr(L)

(o= Z ord,(f) -3

aeCr(L)
ord,(f)>0

(Moo = — Z ord,(f) -3
acCr(L)
ord,(f)<0

(F) = (Mo~ (e



Divisores de funciones automorfas Il

En particular (#,_5) =a — b. Como para toda f € A;(Xr) existen
ce l*, aj,b; € Xr tales que

f(z)=c H Oai—b,(2)

([GvdP80, ch. 2, §3]), entonces (f) tiene grado cero.

Ademds podemos suponer que a; # b; Vi,j si f tiene ceros, o
equivalentemente polos, mientras que si es analitica serd de la
forma

f(z) = cun(2), ce L*, acT?®
y(f)=a—aa=0.
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Divisores de funciones automorfas Il

Asi pues, tenemos aplicaciones bien definidas

AL(%r) —= DivP(Cr)

f—(f)

que son exhaustivas porque podemos subir cada L-divisor de grado
0 de la curva a Xr(L) y de este construir su funcién 6 asociada.

También tenemos la antiimagen del divisor 0, que son las funciones
de la forma f(z) = cu,(z) tal como explicitamos arriba.
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El factor de automorfia

Por otra parte tenemos la aplicacién que a cada funcién automorfa
le asucia su factor de automorfia

AL(Xr) —= Hom(I#b, [*) = T(L)

fi Cf

Teorema
La aplicacion anterior es exhaustiva.

La demostracién se basa en identificar un morfismo ' *? — L* con
un elemento de (L*)& y construir analiticamente una funcién 6
adecuada en funcién de aquel. (vid. [GvdP80, ch. 6, (3.4)])
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Divisores principales

Los L-divisores principales son los procedentes de funciones
meromorfas -invariantes

Prin,(Cr) = {(f)|f € M(xr)r} = {Id|d € DiVo(Xr(L)) y cg =1}
Tenemos ahora aplicaciones

.A[_(%r) — > DI'VE(Cr) — > Div,(_)(Cr)/Prinl_(Cr)

i

T(L)

Si f,f' € AL(Xr) son tales que ¢f = ¢/, entonces f/f’ € M(Xr)r
con lo que (f) = (f')(mod Prin.(Cr)).
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Los L-puntos de la Jacobiana |

De este modo podemos definir la aplicacién
T(L) — Div)(Cr)/Priny(Cr)
cF——— (1)

que es un morfismo de grupos. Recordemos que teniamos
{cua\a € Fab} =NC T(K)C T(L)y que (uy) =0, por tanto la
aplicacién anterior factoriza por

T(L)/A Div2(Cr)/ Pring(Cr)

Veamos que es inyectiva. Supongamos que tenemos un factor de
automorfia ¢f de una funcién L-automorfa f con divisor
(f) = 0(mod Prin.(Cr)).



Los L-puntos de la Jacobiana Il

Esto quiere decir que existe h € M(Xr(L))" tal que (f) = (h), o

equivalentemente (%) =0.

De esta manera, f/h es una funcién automorfa analitica y por
tanto es de la forma cu,. Asi resulta ¢ = ¢, ch = cu, € N, pues
Ch = 1.

Concluimos que tenemos un isomorfismo de grupos

T(L)/N—z= Div(Cr)/Prin(Cr)

Cq'l d
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Aplicacién de Abel-Jacobi

Resulta asi, que tenemos una variedad abeliana isomorfa como
grupo a Jac(Cr) en sus L-puntos para cada extensién finita. Por
GAGA la aplicacién de Abel-Jacobi entre variedades algebraicas
propias
Crfig J Trig//\ — jrig
Fzy————j(lz1) = ¢4

-con zy € Xr fijado- es algebraica, y por la propiedad universal de
Albanese factoriza en Jac(Cr) — J que en los L-puntos induce el
isomorfismo anterior para cada extensién finita L|K, lo que implica
que ésta, a su vez, es un isomorfismo
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Version via medidas [-invariantes |

Andloga construccion se puede realizar por medio de integrales
multiplicativas, a la manera en que Samit Dasgupta lo hace sobre
trabajos de Darmon y Bertolini en [Das05, §2] y [Das04], sin
necesidad de restringirnos a curvas modulares como hace él.

Para esto se consideran las medidas en L con valores en Z,
Meas(Lr,Z), a las que se asocian integrales multiplicativas
reinterpretando asi la aplicacién

reb Q. T(K) = Hom(r®, k*)

entendiendo I como Hy(I',Z) en el origen y como las medidas
l-invariantes después. Queda



Version via medidas [-invariantes ||

Hi(T,Z)

Hom (Meas([,r,Z)r, K*)
71

o~ P
e
Lr

t—P

mirando que

para P € Xr(F) arbitrario donde F|K es una extensién finita no
ramificada, y se demuestra que son aplicaciones equivalentes

[ x 12—~ Meas(Lr,Z)" x Hi(T,Z) K*
_ _ t—y-P
(p, 7)1 (1p > ) ][ —p dHp =
Lr -

= Q(p.7)
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Version via medidas [-invariantes |11

Esto ademads nos permite comparar con la construccién analitica de
la Jacobiana sobre C y asi acabar este tema del seminario tal como
lo hemos empezado, comparando los casos complejo y p-adico,
pues, como variedad de Albanese, la Jacobiana de una curva lisa y
proyectiva C/C es el Coker de la aplicacién

Hi(C,Z) —S2 HY(C,we)Y

e [ )

Observamos por una parte que igual que sobre C tenemos un
grupo de homologia singular, de algiin modo también es asi sobre
K*, pues Hi(I',Z) = Hi(Gr,Z) donde 7 se identifica con el ciclo
Cy; Yy por otra parte, que aplicando el morfismo exponencial
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Version via medidas [-invariantes |V

obtendriamos epr(fy)(go), que cumple las propiedades de una
integral multiplicativa.

Por ultimo, diremos que parece que estas integrales de Dasgupta
podrian generalizarse a dimensién superior mirando las medidas
como distribuciones arménicas como en [AdS02], y de esta manera
podria obtenerse una construccién analitica de las Jacobianas

intermedias construidas algebraicamente por Raskind y Xarles en
[RX07].
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