
Teorema de Serre-Tate

Sara Arias de Reyna

Institut für Experimentelle Mathematik
Universität Duisburg-Essen

24 de Setembre de 2012

Variedades Abelianas módulo p
Seminari de Teoria de Nombres de Barcelona 2012

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 1 / 34



Contents

1 Vectores de Witt

2 Esquemas en grupos de Witt

3 Teorema de Serre-Tate

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 2 / 34



Contents

1 Vectores de Witt

2 Esquemas en grupos de Witt

3 Teorema de Serre-Tate

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 3 / 34



Vectores de Witt

p primo

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 4 / 34



Vectores de Witt

p primo
A anillo de valoración discreta completo,

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 4 / 34



Vectores de Witt

p primo
A anillo de valoración discreta completo, char(A) = 0,

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 4 / 34



Vectores de Witt

p primo
A anillo de valoración discreta completo, char(A) = 0, π ∈ A uniformizante

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 4 / 34



Vectores de Witt

p primo
A anillo de valoración discreta completo, char(A) = 0, π ∈ A uniformizante
k cuerpo residual de característica p.

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 4 / 34



Vectores de Witt

p primo
A anillo de valoración discreta completo, char(A) = 0, π ∈ A uniformizante
k cuerpo residual de característica p.

proj : A→ k .

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 4 / 34



Vectores de Witt

p primo
A anillo de valoración discreta completo, char(A) = 0, π ∈ A uniformizante
k cuerpo residual de característica p.

proj : A→ k .
Sea f : k → A una aplicación tal que proj ◦ f = idk .

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 4 / 34



Vectores de Witt

p primo
A anillo de valoración discreta completo, char(A) = 0, π ∈ A uniformizante
k cuerpo residual de característica p.

proj : A→ k .
Sea f : k → A una aplicación tal que proj ◦ f = idk .

A
proj

((
kfhh

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 4 / 34



Vectores de Witt

p primo
A anillo de valoración discreta completo, char(A) = 0, π ∈ A uniformizante
k cuerpo residual de característica p.

A
proj

((
kfhh

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 4 / 34



Vectores de Witt

p primo
A anillo de valoración discreta completo, char(A) = 0, π ∈ A uniformizante
k cuerpo residual de característica p.

A
proj

((
kfhh

Cada elemento a ∈ A se escribe de forma única como una serie de potencias
(convergente)

a =
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i=0
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i =⇒

{
a + b =

∑∞
i=0 f (γi)π

i

a · b =
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i=0 f (δi)π
i

Podemos determinar {γi} y {δi} a partir de {αi} y {βi}?
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A anillo tal que
completo y Hausdorff para la topología p-ádica
k = A/(p) anillo residual de característica p,
λ 7→ λp es un automorfismo de k .
p ∈ A no divisor de cero

A es un p-anillo estricto
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A p-anillo estricto
f : k → A sistema de representantes multiplicativo

Lemma
Sean {αi}i∈N, {βi}i∈N ⊂ kN. Se verifican( ∞∑

i=0

f (αi)pi

)
+

( ∞∑
i=0

f (βi)pi

)
=
∞∑

i=0

f (Q+
i (α0, α1, . . . ;β0, β1, . . . ))pi

( ∞∑
i=0

f (αi)pi

)
·

( ∞∑
i=0

f (βi)pi

)
=
∞∑

i=0

f (Q×i (α0, α1, . . . ;β0, β1, . . . ))pi
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estricto con anillo residual k .

Teorema
Sea k un cuerpo perfecto de característica p. Existe un único anillo de
valoración discreta completo y absolutamente no-ramificado con
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0 + Y 1/p
0 )p

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 11 / 34



Vectores de Witt

( ∞∑
i=0

f (Xi)pi

)
+

( ∞∑
i=0

f (Yi)pi

)
=
∞∑

i=0

f (Q+
i )pi

f (X0) + f (Y0) = f (Q+
0 ) (mod p)⇒ Q+

0 = X0 + Y0

(f (X0) + pf (X1)) + (f (Y0) + pf (Y1))) = f (Q+
0 ) + pf (Q+

1 ) (mod p2)

f (Q+
0 ) = f (X0 + Y0) = f ((X0 + Y0)1/p)p = f (X 1/p

0 + Y 1/p
0 )p

Pero f (X 1/p
0 + Y 1/p

0 ) ≡ f (X 1/p
0 ) + f (Y 1/p

0 ) (mod p)

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 11 / 34



Vectores de Witt

( ∞∑
i=0

f (Xi)pi

)
+

( ∞∑
i=0

f (Yi)pi

)
=
∞∑

i=0

f (Q+
i )pi

f (X0) + f (Y0) = f (Q+
0 ) (mod p)⇒ Q+

0 = X0 + Y0

(f (X0) + pf (X1)) + (f (Y0) + pf (Y1))) = f (Q+
0 ) + pf (Q+

1 ) (mod p2)

f (Q+
0 ) = f (X0 + Y0) = f ((X0 + Y0)1/p)p = f (X 1/p

0 + Y 1/p
0 )p

Pero f (X 1/p
0 + Y 1/p

0 ) ≡ f (X 1/p
0 ) + f (Y 1/p

0 ) (mod p)⇒

f (X 1/p
0 + Y 1/p

0 )p ≡ (f (X0)1/p + f (Y0)1/p)p (mod p2)

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 11 / 34



Vectores de Witt

( ∞∑
i=0

f (Xi)pi

)
+

( ∞∑
i=0

f (Yi)pi

)
=
∞∑

i=0

f (Q+
i )pi

f (X0) + f (Y0) = f (Q+
0 ) (mod p)⇒ Q+

0 = X0 + Y0

(f (X0) + pf (X1)) + (f (Y0) + pf (Y1))) = f (Q+
0 ) + pf (Q+

1 ) (mod p2)

f (Q+
0 ) = f (X0 + Y0) = f ((X0 + Y0)1/p)p = f (X 1/p

0 + Y 1/p
0 )p

Pero f (X 1/p
0 + Y 1/p

0 ) ≡ f (X 1/p
0 ) + f (Y 1/p

0 ) (mod p)⇒

f (X 1/p
0 + Y 1/p

0 )p ≡ (f (X0)1/p + f (Y0)1/p)p (mod p2)

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 11 / 34



Vectores de Witt

(f (X0) + pf (X1)) + (f (Y0) + pf (Y1))) =
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1 ) (mod p2)
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1 ) (mod p2)

f (Q+
1 ) ≡ f (X1) + f (Y1)−

p−1∑
j=1

(
p
j

)
f (X j/p

0 )f (Y (p−j)/p
0 ) (mod p)

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 12 / 34



Vectores de Witt

(f (X0) + pf (X1)) + (f (Y0) + pf (Y1))) =

(f (X0)1/p + f (Y0)1/p)p + pf (Q+
1 ) (mod p2)

f (Q+
1 ) ≡ f (X1) + f (Y1)−

p−1∑
j=1

(
p
j

)
f (X j/p

0 )f (Y (p−j)/p
0 ) (mod p)

Q+
1 = X1 + Y1 −

p−1∑
j=1

(
p
j

)
X j/p

0 Y (p−j)/p
0

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 12 / 34



Vectores de Witt

(f (X0) + pf (X1)) + (f (Y0) + pf (Y1))) =

(f (X0)1/p + f (Y0)1/p)p + pf (Q+
1 ) (mod p2)

f (Q+
1 ) ≡ f (X1) + f (Y1)−

p−1∑
j=1

(
p
j

)
f (X j/p

0 )f (Y (p−j)/p
0 ) (mod p)

Q+
1 = X1 + Y1 −

p−1∑
j=1

(
p
j

)
X j/p

0 Y (p−j)/p
0

· · ·

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 12 / 34



Vectores de Witt

(f (X0) + pf (X1)) + (f (Y0) + pf (Y1))) =

(f (X0)1/p + f (Y0)1/p)p + pf (Q+
1 ) (mod p2)

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 12 / 34



Vectores de Witt

(f (X0) + pf (X1)) + (f (Y0) + pf (Y1))) =

(f (X0)1/p + f (Y0)1/p)p + pf (Q+
1 ) (mod p2)

Llamemos X̃0 := f (X 1/p
0 ), Ỹ0 := f (Y 1/p

0 ), X̃1 := f (X1), Ỹ1 := f (Y1).
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Vectores de Witt

(f (X0) + pf (X1)) + (f (Y0) + pf (Y1))) =

(f (X0)1/p + f (Y0)1/p)p + pf (Q+
1 ) (mod p2)

Llamemos X̃0 := f (X 1/p
0 ), Ỹ0 := f (Y 1/p

0 ), X̃1 := f (X1), Ỹ1 := f (Y1).

(
X̃ p

0 + pX̃1

)
+
(

Ỹ p
0 + pỸ1

)
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1 ) (mod p2)
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Vectores de Witt

X = (X0,X1, . . . ,Xn, . . . ) sucesión de indeterminadas.
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Vectores de Witt

X = (X0,X1, . . . ,Xn, . . . ) sucesión de indeterminadas.

W0(X) = X0

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 13 / 34



Vectores de Witt

X = (X0,X1, . . . ,Xn, . . . ) sucesión de indeterminadas.

W0(X) = X0

W1(X) = X p
0 + pX1
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Vectores de Witt
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W1(X) = X p
0 + pX1

W2(X) = X p2

0 + pX p
1 + p2X2
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n−1 + pnXn
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· · ·

Polinomios de Witt

Notemos que podemos despejar Xn en función de W0, . . . ,Wn en Z[ 1
p ]:

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 13 / 34



Vectores de Witt

X = (X0,X1, . . . ,Xn, . . . ) sucesión de indeterminadas.

X0 = W0

W1(X) = X p
0 + pX1

W2(X) = X p2

0 + pX p
1 + p2X2

· · ·

Wn(X) = X pn

0 + pX pn−1

1 + p2X pn−2

2 + · · ·+ pn−1X p
n−1 + pnXn

· · ·

Polinomios de Witt

Notemos que podemos despejar Xn en función de W0, . . . ,Wn en Z[ 1
p ]:

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 13 / 34



Vectores de Witt

X = (X0,X1, . . . ,Xn, . . . ) sucesión de indeterminadas.

X0 = W0

X1 =
1
p

(W1 −W p
0 )

W2(X) = X p2

0 + pX p
1 + p2X2

· · ·

Wn(X) = X pn

0 + pX pn−1

1 + p2X pn−2

2 + · · ·+ pn−1X p
n−1 + pnXn

· · ·

Polinomios de Witt

Notemos que podemos despejar Xn en función de W0, . . . ,Wn en Z[ 1
p ]:

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 13 / 34



Vectores de Witt

X = (X0,X1, . . . ,Xn, . . . ) sucesión de indeterminadas.

X0 = W0

X1 =
1
p

(W1 −W p
0 )

X2 =
1
p2 (W2 −W p2

0 − p(W1 − pW p
0 ))

· · ·

Wn(X) = X pn

0 + pX pn−1

1 + p2X pn−2

2 + · · ·+ pn−1X p
n−1 + pnXn

· · ·

Polinomios de Witt

Notemos que podemos despejar Xn en función de W0, . . . ,Wn en Z[ 1
p ]:

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 13 / 34



Vectores de Witt

Sea Φ(X ,Y ) ∈ Z[X ,Y ]
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Vectores de Witt

Sea Φ(X ,Y ) ∈ Z[X ,Y ]
(por ejemplo, Φ(X ,Y ) = X + Y o Φ(X ,Y ) = X · Y )

Lema
Existe una única sucesión de elementos ϕm(X,Y) ∈ Z[X,Y] tal que,
para todo n ∈ N,

Wn(ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . . ) = Φ(Wn(X),Wn(Y))

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 14 / 34



Vectores de Witt

Sea Φ(X ,Y ) ∈ Z[X ,Y ]
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para todo n ∈ N,

Wn(ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . . ) = Φ(Wn(X),Wn(Y))

ϕ0 = W0(ϕ0) = Φ(X0,Y0)

W1(ϕ0, ϕ1) =

Φ(W1(X0,X1),W1(Y0,Y1)) =
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p
0 + pY1)

Sara Arias de Reyna (IEM) Teorema de Serre-Tate 24.01.2012 14 / 34



Vectores de Witt

Sea Φ(X ,Y ) ∈ Z[X ,Y ]
(por ejemplo, Φ(X ,Y ) = X + Y o Φ(X ,Y ) = X · Y )

Lema
Existe una única sucesión de elementos ϕm(X,Y) ∈ Z[X,Y] tal que,
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Vectores de Witt

Sea Φ(X ,Y ) ∈ Z[X ,Y ]
(por ejemplo, Φ(X ,Y ) = X + Y o Φ(X ,Y ) = X · Y )

Lema
Existe una única sucesión de elementos ϕm(X,Y) ∈ Z[X,Y] tal que,
para todo n ∈ N,

Wn(ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . . ) = Φ(Wn(X),Wn(Y))

ϕ0 = W0(ϕ0) = Φ(X0,Y0)

ϕ1 =
1
p
(
Φ(X p

0 + pX1,Y
p
0 + pY1)− ϕp

0

)
Los coeficientes están en Z (y no sólo en Z[ 1

p ]!!)
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Vectores de Witt
Φ(X ,Y ) := X + Y
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Vectores de Witt
Φ(X ,Y ) := X + Y (resp. X · Y ), sea Sn := ϕn (resp. Pn := ϕn)

A un anillo conmutativo; AN = A× A× · · · .
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Vectores de Witt
Φ(X ,Y ) := X + Y (resp. X · Y ), sea Sn := ϕn (resp. Pn := ϕn)

A un anillo conmutativo; AN = A× A× · · · .

⊕ : AN × AN → AN

(an)n, (bn)n 7→ (Sn(a0,a1, . . . ; b0,b1, . . . ))n
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W (A) := (AN,⊕,⊗) es un anillo conmutativo.
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⊕ : AN × AN → AN

(an)n, (bn)n 7→ (Sn(a0,a1, . . . ; b0,b1, . . . ))n

⊗ : AN × AN → AN

(an)n, (bn)n 7→ (Pn(a0,a1, . . . ; b0,b1, . . . ))n

Proposición
W (A) := (AN,⊕,⊗) es un anillo conmutativo.

La aplicación W∗ : W (A)→ AN

(an)n 7→ (Wn(a0,a1, . . . ))n

es un homomorfismo de anillos (isom. si p es invertible en A)
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Vectores de Witt

X := (X0,X1, . . . ); Y := (Y0,Y1, . . . );

S = Z[{X p−n

i ,Y p−n

i : i ∈ N,n ∈ N}],
Sea f : Fp[{X p−n

i ,Y p−n

i : i ∈ N,n ∈ N}]→ Ŝ sistema de
representantes multiplicativo.{

x + y =
∑∞

i=0 f (Q+
i )pi

x · y =
∑∞

i=0 f (Q×i )pi

Q+
i = Si(X

p−i

0 ,X p−i+1

1 , . . . ,X p−1

i−1 ,Xi ; Y p−i

0 ,Y p−i+1

1 , . . . ,Y p−1

i−1 ,Yi)

Q×i = Pi(X
p−i

0 ,X p−i+1

1 , . . . ,X p−1

i−1 ,Xi ; Y p−i

0 ,Y p−i+1

1 , . . . ,Y p−1

i−1 ,Yi)
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A un anillo conmutativo; A perfecto.

W (A) := (AN,⊕,⊗)

W̃ (A) := (AN, ⊕̃, ⊗̃)

Lema
La aplicación

Ψ : W̃ (A)→W (A)

(a0,a1,a2, . . . ) 7→ (a0,a
p
1,a

p2

2 , . . . )

es un isomorfismo.
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F : W (A)→W (A)

(a0,a1,a2, . . . ) 7→ (ap
0,a

p
1,a

p
2 . . . )
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Vectores de Witt

Supongamos que k es un anillo perfecto de característica p.
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Esquemas en grupos finitos de Witt

Esquema asociado a WN?

Son equivalentes:

Dar una estructura de S-esquema en grupos a X .
Para todo esquema afín T → S, dar una estructura de grupo a
X (T ), “funtorialmente en T ”
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F :WN →WN

V :WN →WN+1

V ◦ F = F ◦ V = [p]

0 //Wr (A) //WN+r (A) //WN(A) // 0

Como S0(X ,Y ) = X + Y ,W1 ' A1
k ; por tanto para todo N,WN es una

“extensión múltiple” de A1
k
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DefinimosWm
N := ker(F m :WN →WN).
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Teorema de Serre-Tate

R anillo local, charR = 0, Artiniano,

k cuerpo residual, char(k) = p.
Sea X0/k un esquema en grupos

Un levantamiento de X0 a R es un esquema en grupos X/R, junto con
un isomorfismo X ×R k → X0 de esquemas en grupos sobre k .
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un isomorfismo X ×R k → X0 de esquemas en grupos sobre k .

A0/k variedad abeliana, A0(p) grupo p-divisible asociado.

Un levantamiento de la variedad abeliana A0 a R es un esquema
abeliano A/R, levantamiento de A0 a R.
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Un levantamiento de X0 a R es un esquema en grupos X/R, junto con
un isomorfismo X ×R k → X0 de esquemas en grupos sobre k .

A0/k variedad abeliana, A0(p) grupo p-divisible asociado.

Un levantamiento de la variedad abeliana A0 a R es un esquema
abeliano A/R, levantamiento de A0 a R.
Un levantamiento de A0(p) a R es una sucesión de esquemas en
grupos Ãpn a R, planos, levantamientos de A0[pn], y una familia
de inyecciones Ãpn ↪→ Ãpn+1 que levantan las inclusiones
canónicas A0[pn] ↪→ A0[pn+1]
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R anillo local, charR = 0, Artiniano, k cuerpo residual, char(k) = p.
Sea X0/k un esquema en grupos

Un levantamiento de X0 a R es un esquema en grupos X/R, junto con
un isomorfismo X ×R k → X0 de esquemas en grupos sobre k .

A0/k variedad abeliana, A0(p) grupo p-divisible asociado.

Teorema (Serre, Tate)
Existe una equivalencia de categorías entre:

Esquemas abelianos A sobre R.
Pares (A0, {Ãpn}) de esquemas abelianos A0 sobre k y
levantamientos de A0(p) a R.
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Ãpn := (µpn (R)r )∗ × µpn (R)s
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Teorema (Serre, Tate)
Sea k cuerpo perfecto y A0/k una variedad abeliana ordinaria. Existe
un levantamiento canónico de A0 a una variedad abeliana A/W (k).
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Teorema (Serre, Tate)
Sea k cuerpo perfecto y A0/k una variedad abeliana ordinaria. Existe
un levantamiento canónico de A0 a una variedad abeliana A/W (k).

Sea k cuerpo perfecto, A0/k una variedad abeliana ordinaria y
A/W (k) el levantamiento canónico. La aplicación
EndW (k)(A)→ Endk (A0) es biyectiva.

Sean A0, B0 variedades abelianas ordinarias sobre k , A,B sus
levantamientos canónicos. La aplicación
HomW (k)(A,B)→ Homk (A0,B0) es biyectiva.
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