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Notacions

> A anell (de fet, domini) local noetheria integralment tancat,
K = K(A), m ideal maximal de A, k = A/m.

S, = Spec(K) <= S = Spec(A) <= Sp = Spec(k).
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Notacions

> A anell (de fet, domini) local noetheria integralment tancat,
K = K(A), m ideal maximal de A, k = A/m.

S, = Spec(K) <= S = Spec(A) <= Sp = Spec(k).
> PGL2(K) actua de manera natural en
A®) = {M c K x K A-submbddul lliure de rang 2}/..
Si ' € PGLy(K) és un subgrup de Schottky pla,
Al(-o) = {M(x1,x0,x3) : x; € Xr diferents dos a dos}/.. C A(®)
és el conjunt de vertexos d'un arbre Ar, on

Y = {punts fixos per elements de I'} C P!(K).
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Notacions

> JAr = conjunt de finals de Ar: classes d'equivaléncia de semirectes
dins de Ar

—eo 0o o o o — — — —

> i 0Ar — PY(K), £r = i(OAr) conjunt de punts limit de T,
Yr C Xr =i(0Ar) C PY(K).

En el cas dim(A) = 1, I és I'adherencia de X en P1(K).

> Conjunt de discontinuitat estricta:

Qr = PYK) — L1 = PY(K) — i(DAr).

Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Corbes de Mumford STNB 2013, BCN 5 /37



Esquema formal associat a un grup de Schottky

> Els esquemes P(T), per T C Ar finit, formen un sistema invers
respecte a la inclusié. Si Ty C Ty, p: P(T2) — P(Ty).
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Esquema formal associat a un grup de Schottky

> Els esquemes P(T), per T C Ar finit, formen un sistema invers
respecte a la inclusié. Si Ty C Ty, p: P(T2) — P(Ty).

> Completant al llarg de la fibra tancada, els esquemes formals Z(T)
també formen un sistema invers, p : Z(T2) — Z(T1).
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Esquema formal associat a un grup de Schottky

> Els esquemes P(T), per T C Ar finit, formen un sistema invers
respecte a la inclusié. Si Ty C To, p: P(T2) — P(Ty).

> Completant al llarg de la fibra tancada, els esquemes formals &2(T)
també formen un sistema invers, p: Z(T,) — P(T1).

> Per a cada Ty, sigui Z(T1) C #(T1) I'obert maximal tal que per a
tot T3 C To C Ar finit, res| (1, (p) és un isomorfisme. Els Z(T)’
formen un sistema directe, on els morfismes Z(T1) — Z(T3) sén
immersions obertes.
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Esquema formal associat a un grup de Schottky

> Els esquemes P(T), per T C Ar finit, formen un sistema invers
respecte a la inclusié. Si Ty C To, p: P(T2) — P(Ty).

> Completant al llarg de la fibra tancada, els esquemes formals &2(T)
també formen un sistema invers, p: Z(T,) — P(T1).

> Per a cada Ty, sigui Z(T1) C #(T1) I'obert maximal tal que per a
tot T3 C To C Ar finit, res| (1, (p) és un isomorfisme. Els Z(T)’
formen un sistema directe, on els morfismes Z(T1) — Z(T3) sén
immersions obertes.

> L'esquema formal associat a Ar és

2(Ar) = lim 2(TY.
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© Construccié del quocient Z(Ar)/T
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Esquemes formals algebraitzables

La completacié al llarg de la fibra tancada indueix un morfisme de
categories

S-Esquemes — S-Esquemes Formals

~

X — X

Definicié
Un esquema formal 2" sobre S es diu algebraitzable si existeix un esquema
X sobre S tal que X = 2.
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Esquemes formals algebraitzables

La completacié al llarg de la fibra tancada indueix un morfisme de
categories

S-Esquemes —— S-Esquemes Formals

~

X — X

Definicio
Un esquema formal 2" sobre S es diu algebraitzable si existeix un esquema
X sobre S tal que X = 2.

v

Teorema (Grothendieck, EGAIII, Ch. 1ll, Th. 5.4.5)

Sigui & un esquema formal sobre S. Si existeix un O g -modul invertible
Z tal que £y = L /m.Z és un Og,-modul ample, aleshores Z~ és
algebraitzable.
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El quocient Z(Ar)/T

L'accié de I en &(Ar) indueix un esquema quocient, que a més és
algebraitzable:

Teorema

Existeix un dnic parell (2, ) format per:
(i) un esquema formal 2" propi sobre S i
(ii) un S-morfisme étale i exhaustiu
TP (Ar) — X
tal que

(a) mo[y] =7 peratotyeT,
(b) per a qualssevol x,y € P(Ar), n(x) = w(y) si, i només si, x = [y]y
per algun v €.

A més, 'esquema formal 2~ és normal, pla i projectiu sobre S, i és
algebraitzable.

Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Corbes de Mumford STNB 2013, BCN 9 /37



Plantejament de la demostracié

> Unicitat: |'espai topologic subjacent a 2" ha de ser el quocient del de
I'esquema formal Z?(Ar), i el feix estructural ha de ser precisament el
format pels elements I-invariants de 7.(O 2 (a,))-
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Plantejament de la demostracié

> Unicitat: |'espai topologic subjacent a 2" ha de ser el quocient del de
I'esquema formal Z?(Ar), i el feix estructural ha de ser precisament el
format pels elements I-invariants de 7.(O 2 (a,))-

> Construccid de 2:

(1) construccié del quocient % = P(Ar,)/To = P(Ar)/To per a un
subgrup d’index finit g C I adequat;

(2) pas al quocient per '/T.
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Construccié de % (1)

> L'accié de [ en &2(Ar)o no fixa cap component. De fet, existeix un
subgrup normal 'y C I d’index finit tal que si E és una component de
P(Ar)o iy €Ty, aleshores

~ENE = 0.

Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Corbes de Mumford STNB 2013, BCN 11 /37



Construccié de % (1)

> L'accié de [ en &2(Ar)o no fixa cap component. De fet, existeix un
subgrup normal g C I d'index finit tal que si £ és una component de
P(Ar)o iy €Ty, aleshores

~ENE = 0.

> En particular, Iy actua discontinuament en Z?(Ar)o en la topologia
Zariski: qualsevol x € Z(Ar)o admet un entorn obert U tal que

yUN U =0 peratotyely (*)

~ El quocient Z(Ar)/ly es pot obtenir “reenganxant”.
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Construccié de % (II)

> Prenem un recobridor {Spf(A;)}ic; de Z(Ar) format per
subesquemes oberts afins satisfent (*). Per a cada parell i,j € /

existeix com a molt un «;; € g tal que
7ij(SPf(A:)) N Spf(A)) # 0. (**)
Sii,j, k €1, aleshores:

vii=1, = ’Y,-_,J-l, Vick = VjkYVij-
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Construccié de % (II)

> Prenem un recobridor {Spf(A;)}ics de P(Ar) format per
subesquemes oberts afins satisfent (*). Per a cada parell i,j € /
existeix com a molt un «;; € g tal que

7i,i(SPF(Ai)) N Spf(A;) # 0. (**)
Sii,j, k € I, aleshores:
Yii=1, = ’Y,-_Jl, Vik = VjkVig-

> Identificant Spf(A;) i Spf(A)) en les interseccions (**) via els
automorfismes [v; ], s'obté un esquema formal % i un morfisme
exhaustiu o : Z(Ar) — %, que és localment un isomorfisme i
verifica les condicions de I'enunciat per [y (i.e., # = Z(Ar)/To).
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Construccié de & (i lll)

> % té un nombre finit de components (Ar/lg és finit) i és propi sobre
k, d'on resulta que % és propi sobre S. | com % és localment
isomorf a Z(Ar), és normal i pla.
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Construccié de & (i lll)

> % té un nombre finit de components (Ar /Iy és finit) i és propi sobre
k, d’on resulta que % és propi sobre S. | com % és localment
isomorf a Z(Ar), és normal i pla.

> Per a cada component E de %, prenem un punt x que no sigui a cap
altra component, i un generador

C_fE S OX7% = Oxyg/m(')x”@

de I'ideal maximal de O, 4. Si dg € O, o és un aixecament
qualsevol, dg = 0 defineix un divisor relatiu de Cartier Dg C % i

és un divisor relativament ample en % sobre S, d'on % és projectiu.
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Construccié de & (i lll)

> % té un nombre finit de components (Ar /Iy és finit) i és propi sobre
k, d’on resulta que % és propi sobre S. | com % és localment
isomorf a Z(Ar), és normal i pla.

> Per a cada component E de %, prenem un punt x que no sigui a cap
altra component, i un generador

C_fE S OX,% = Oxyg/m(')x”@

de I'ideal maximal de O, 4. Si dg € O, o és un aixecament
qualsevol, dg = 0 defineix un divisor relatiu de Cartier Dg C % i

és un divisor relativament ample en % sobre S, d'on % és projectiu.

> Pel Teorema de Grothendieck, % és algebraitzable: % = Y per a un
(dnic) esquema projectiu Y sobre S.
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Pas al quocient per I'/Tg

> Per ser Y un esquema projectiu, qualsevol subconjunt finit esta inclos
en un subesquema afi.

> En particular, com /T és finit, les orbites de la seva accié en Y
estan contingudes en subesquemes afins, i es pot definir el quocient
Y /(I'/To) (‘a la Mumford’, Abelian varieties, Ch. |, §7).
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Pas al quocient per I'/Tg

> Per ser Y un esquema projectiu, qualsevol subconjunt finit esta inclos
en un subesquema afi.

> En particular, com /T és finit, les orbites de la seva accié en Y
estan contingudes en subesquemes afins, i es pot definir el quocient
Y/(T'/To) (‘a la Mumford', Abelian varieties, Ch. |, §7).

> L'esquema 2" que volem és la completacié formal de Y/(I'/Tp) al
llarg de la seva fibra tancada.
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Pas al quocient per I'/Tg

> Per ser Y un esquema projectiu, qualsevol subconjunt finit esta inclos
en un subesquema afi.

> En particular, com /T és finit, les orbites de la seva accié en Y
estan contingudes en subesquemes afins, i es pot definir el quocient
Y /(I'/To) (‘a la Mumford’, Abelian varieties, Ch. |, §7).

> L'esquema 2" que volem és la completacié formal de Y/(I'/Tp) al
llarg de la seva fibra tancada.

Definicié
Denotem per Pr I'esquema projectiu sobre S tal que I/DF = 2(Ar)/T. J
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© Corbes estables amb reduccié totalment degenerada split

= & - = DA
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Corbes estables

Una corba estable sobre S és un esquema propi i pla C sobre S tal que les
seves fibres geometriques satisfan:

(i) sén reduides, connexes i 1-dimensionals;
(i) tenen per singularitats (com a molt) punts dobles ordinaris;

(iii) les seves components racionals no singulars (si en té) sén tallades per
les altres components en almenys 3 punts.
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Corbes estables

Una corba estable sobre S és un esquema propi i pla C sobre S tal que les
seves fibres geometriques satisfan:

(i) sén reduides, connexes i 1-dimensionals;
(i) tenen per singularitats (com a molt) punts dobles ordinaris;

(iii) les seves components racionals no singulars (si en té) sén tallades per
les altres components en almenys 3 punts.

A més, es diu que C té reduccié totalment degenerada split sobre k si les
normalitzacions de totes les components de Cp sén isomorfes a Pi i tots
els punts dobles sén k-racionals. Es a dir, Cy s'obté intersecant un nombre
finit de copies de Pk en un nombre finit de punts dobles.
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Pr és estable i té reduccié tot. deg. split sobre k

Teorema

Pr és una corba estable sobre S amb fibra genérica llisa sobre K i reduccio
totalment degenerada split sobre k. A més, Ar /T és el graf dual de (Pr)o.

Es a dir, hi ha bijeccions
{components de (Pr)o} — Ver(Ar/T), E — vg,
{punts dobles de (Pr)o} — Ed(Ar/T), x — ey,

de manera que dues components E | E' es tallen en un punt doble x si, i
només si, |'aresta ex uneix vg i vgr.
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Demostracio

> Com que (Pr)o = Z(Ar)o/l, és clar que les propietats de corba
estable per a la fibra tancada se satisfan (tot vértex de Ar té almenys
tres arestes incidents = a Ar/I" també).
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Demostracio

> Com que (Pr)o = Z(Ar)o/l, és clar que les propietats de corba
estable per a la fibra tancada se satisfan (tot vértex de Ar té almenys
tres arestes incidents = a Ar/I" també).

> L'estabilitat es conserva per deformacié = Pr és estable.
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Demostracio

> Com que (Pr)o = Z(Ar)o/T, és clar que les propietats de corba
estable per a la fibra tancada se satisfan (tot vértex de Ar té almenys
tres arestes incidents = a Ar/I" també).

> L'estabilitat es conserva per deformacié = Pr és estable.

> Com que Pr és normal, Pr també ho és, i per tant (Pr), és regular.
Com que també és estable, és llisa sobre K.
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Demostracio

> Com que (Pr)o = Z(Ar)o/T, és clar que les propietats de corba
estable per a la fibra tancada se satisfan (tot vértex de Ar té almenys
tres arestes incidents = a Ar/I" també).

> L'estabilitat es conserva per deformacié = Pr és estable.
> Com que Pr és normal, Pr també ho és, i per tant (Pr), és regular.
Com que també és estable, és llisa sobre K.

La interpretacié de Ar /I com a graf dual de (Pr)o ve induida per la
dualitat entre Ar i Z(Ar)o.
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dim(A) =1, m = (7). Pr és una superficie aritmetica:

a N

-

Spec(A)

L]

L ]
=
—
3
=
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El genere de Pr

Recordem que el grup de Schottky I és lliure (Ihara). El rang de T,
rang(l"), es defineix com el nombre minim de generadors de I'.
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El genere de Pr

Recordem que el grup de Schottky I és lliure (Ihara). El rang de T,
rang(l"), es defineix com el nombre minim de generadors de I'.

Teorema
La corba estable Pr té génere g = rang(l').

Demostracid.
Ar contractil i Ar — Ar /T étale = I ~ 71 (Ar/T).
Com Ar /T és homotopicament equivalent a un bouquet de n llagos, tenim

n = rang(l"). Perd per la dualitat entre Ar/I" i (Pr)o, n també coincideix
amb el genere g de Pr. O

V.
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@ Punts K-racionals de Pr
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De punts de discontinuitat estricta a punts K-racionals

Sigui Qr = PY(K) — 1 = P1(K) — i(DAr) el conjunt de discontinuitat
estricta de I'. Per a cada z € Qr hi ha un tnic subesquema formal

—

c(z) c Z2(Ar)

satisfent

Ad(z)N P(T) = dr(z) N P(T) peratot T C Ar finit.
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De punts de discontinuitat estricta a punts K-racionals

Sigui Qr = PY(K) — L1 = P}(K) — i(OAr) el conjunt de discontinuitat
estricta de . Per a cada z € Qr hi ha un dnic subesquema formal

—

d(z) ¢ 2(Ar)

satisfent

Ad(z)N P(T) = dr(z) N P(T) peratot T C Ar finit.

L'esquema cl(z) és completacié formal d'un dnic esquema cl(z) propi sobre
S i birracional a S. Passant al quocient, obtenim un morfisme formal

By - cl(z) = P(Ar)/T.
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De punts de discontinuitat estricta a punts K-racionals

Pel Teorema de Grothendieck p, prové d'un morfisme algebraic
pz:cl(z) = Pr.
Definint w(z) com la imatge del punt genéric per p,, s'obté una aplicacié

T Qr — Pr(K)
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De punts de discontinuitat estricta a punts K-racionals

Pel Teorema de Grothendieck p, prové d'un morfisme algebraic
pz:cl(z) = Pr.
Definint w(z) com la imatge del punt genéric per p,, s'obté una aplicacié

T Qr — Pr(K)

Proposicié

Per a z;1,zp € Qr qualssevol,

7(z1) = w(22) si, i només si, zo = y(z1) per algun v € T.
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Prova de la Proposicié

Suposem m(z1) = 7(z2) i sigui Z = sup(cl(z1), cl(z2)), que és propi sobre
S i birracional a S, amb Z connex. Els dos morfismes

Z/'C|(21) Pz ,
~ - r

C|(Z2) Pz

son iguals, per tant els morfismes formals
Zl);) ‘@(Ar)
/
\ —

cl(z)— Z(Ar)

aixequen el mateix morfisme formal Z — P(Ar)/T.
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Prova de la Proposicié

Com Zp és connex i Z(Ar) — P(Ar)/T étale, els dos morfismes

anteriors difereixen per I'accié d'un v € . Per a un subarbre finit T C Ar
prou gran, el diagrama

c(z)——P(T)

z [
cl(z2)——P((T))

commuta. Avaluant en el punt generic, s'obté v(z1) = 2.
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Exhaustivitat de 7

Teorema

Si A és regular, aleshores 7 és exhaustiva.
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Exhaustivitat de

Teorema

Si A és regular, aleshores 7 és exhaustiva. J

Sketch de la prova: sigui z € Pr(K) i cl(z)' la normalitzacié de cl(z).

1) Per a qualsevol subgrup 1 C I d'index finit, Pr, — Pr és un

recobridor étale finit, Pr,(K) — Pr(K) és exhaustiva i f : cl(z)) — Pr
admet un aixecament

Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Corbes de Mumford
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2) Passant a la completacié formal, existeix un aixecament

fZ(Ar)

e
7
e
~

7 @A)

ey J
G (BT
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2) Passant a la completacié formal, existeix un aixecament

Z(Ar)

2
Ve
e
. Ve

7 @A)

e

LOf
e
Ve

CT(Z\)/ N A0S Y
3) g(cl(z)p) és propi sobre k, d'on se segueix que
g(c(z)g) c 2(T) c Z(Ar)
per algun subarbre finit T C Ar. Llavors g prové d'un morfisme

algebraic g : cl(z)) — P(T), i la imatge per g del punt generic és
un punt z' € P}(K) que esta a Qr i tal que 7(2') = z.
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© Remarques en el cas dim(A)

=1
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Remarques en el cas dim(A) =1

Quan dim(A) =1, A©) també és el conjunt de vértexos d'un arbre A,

I'arbre de Bruhat-Tits associat a PGLy(K). Es pot reemplagar I'arbre Ar
per 'arbre Af que té per vertexos:

(i) els vertexos de Ar,

(ii) els vertexos de A entre dos vertexos de Ar.
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Remarques en el cas dim(A) =1

Quan dim(A) = 1, A(®) també és el conjunt de vertexos d'un arbre A,
I'arbre de Bruhat-Tits associat a PGLy(K). Es pot reemplagar I'arbre Ar
per 'arbre Af que té per vertexos:

(i) els vertexos de Ar,
(ii) els vertexos de A entre dos vertexos de Ar.
S’obté un subarbre Al C A, per tant Z(Ar) és regular. De fet:
> P(Ar) és la resolucié minimal de Z2(Ar);
> Si I/DF = P(Ar)/T, Pt és regular i és la resolucié minimal de Pr;

> Pri P} coincideixen en la fibra geneérica, pero ara P} és només
semi-estable.

> P és el model minimal de (Pr),, sobre A, i (P[)o té per graf dual
ALJT.
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Un diagrama-resum

z—cl(z)

Qr—o»{pts. k-racionals n.s. de 2(A[)o}

z—cl(z)g

1

Pr(K) »{pts. k-racionals n.s. de (P{)o}

0N — dA} {arestes de A — A[ tallant Af}

a(Aa/T) {arestes de A/l — A[/T tallant A{/T'}
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Exemple 1

(%% Ey Ey
AF/F N (PI")O . P3
ey D) €3 P
Py
V2
Vi <& E,',

e < P;.
o < = = D
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Exemple 1

U1
/ .
F/F N us,1 Eq E2
(Pfo :
7 F3,2 E —
U3 2 3,1 3,3
Fy Fyo
u3,3 ’ ’
— —
Vg Fia
V,'(-)E,', U,'J(-)F,'J.
Sz i B St



Exemple 2: les corbes de Shimura

> Xp/Q corba de Shimura associada a un ordre maximal Op C Bp en
una algebra de quaternions de divisié racional i indefinida de
discriminant D. Xp/Z el model enter de Morita.
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Exemple 2: les corbes de Shimura

> Xp/Q corba de Shimura associada a un ordre maximal Op C Bp en
una algebra de quaternions de divisié racional i indefinida de
discriminant D. Xp/Z el model enter de Morita.

> Bp, algebra de quaternions definida, Op,, C Bp/, ordre maximal.
> Ty = {y € (Opp ®z Z[1/p])* : ordy(n(v)) € 2Z}/Z[1/p]*,
M < By, ,/Q; =~ PGLy(Qy).
Escollim w, € (Op/p, ®z Z[1/p])* un element de norma p.

Carlos de Vera Piquero (MA2, UPC) Corbes de Mumford STNB 2013, BCN 33 /37



Exemple 2: les corbes de Shimura

> Xp/Q corba de Shimura associada a un ordre maximal Op C Bp en
una algebra de quaternions de divisié racional i indefinida de
discriminant D. Xp/Z el model enter de Morita.

> Bp, algebra de quaternions definida, Op,, C Bp/, ordre maximal.
> Ty = {y € (Op/p @z Z[1/p])* : ordp(n(7)) € 2Z}/Z[1/p]*,
M < By, ,/Q; =~ PGLy(Qy).
Escollim w, € (Op/p, ®z Z[1/p])* un element de norma p.

> Existeix I'g C Iy normal, d'index finit i lliure. En particular, FS’F és un
subgrup de Schottky ~» Prgr I'esquema sobre Z, associat.
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Exemple 2: les corbes de Shimura

> Xp/Q corba de Shimura associada a un ordre maximal Op C Bp en
una algebra de quaternions de divisié racional i indefinida de
discriminant D. Xp/Z el model enter de Morita.

> Bp, algebra de quaternions definida, Op,, C Bp/, ordre maximal.
> Ty = {y € (Op/p @z Z[1/p])* : ordp(n(7)) € 2Z}/Z[1/p]*,
M < By, ,/Q; =~ PGLy(Qy).
Escollim w, € (Op/p, ®z Z[1/p])* un element de norma p.

> Existeix I'g C Iy normal, d'index finit i lliure. En particular, FS’F és un
subgrup de Schottky ~» Prgr I'esquema sobre Z, associat.

> Podem considerar Pr, := Prg/(r+/r3).
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Exemple 2: les corbes de Shimura

Sigui Z,> I'anell d’enters de I'linica extensié quadratica no ramificada

QPZ/QP'
Teorema (Cerednik-Drinfeld)

Sigui x € Hl(GaI(sz/Zp),Aut(Pr+ Xz, L)) la classe de Fr wp x id.
Aleshores

XD X7 ZP ~ (Pr+)x.
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Exemple 2: les corbes de Shimura

Sigui Z,> I'anell d’enters de I'linica extensié quadratica no ramificada

sz/(@p-
Teorema (Cerednik-Drinfeld)

Sigui x € Hl(GaI(sz/Zp),Aut(Pr+ Xz, L)) la classe de Fr wp x id.
Aleshores

XD X7 ZP ~ (Pr+)x.

~> XD X7 sz >~ Pr+ XZp sz.
~> Podem estudiar punts [Fp-racionals (resp. Q,-racionals) de
(Xp Xz Zp)o (resp. Xp xq Qp) via el graf Ar, /T .

(Kurihara, Ogg, Jordan-Livné...)
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Exemple 2: les corbes de Shimura

El cas de X5,, p=1 mod 12:

Ey
Py
(Pry)o:
U1
A[‘+ /F+ : 2
P
dg—2(1) @
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Exemple 2: les corbes de Shimura

Resolucié minimal:
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Corba de Mumford associada a un grup de Schottky

Carlos de Vera Piquero
Departament de Matematica Aplicada 2, UPC
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