SATO-TATE, avant la lettre

[
Pilar Bayer
Universitat de Barcelona
o
STNB 2013, 27¢& any
Tema: Avencos en la conjetura de Sato-Tate

UB, 2013.01.30



Contingut

1. Caracters de Hecke

2. Un teorema de Hecke de no anul-lacidé (1918)

3. Un teorema de Hecke de densitat (1918)

4. El teorema de Hecke d’equidistribucié (1920)

5. El teorema de densitat de Txebotarev

6. Sato-Tate per a corbes el-liptiques amb CM

7. Teoremes de densitat de Txebotarev-Sato-Tate



1. Caracters de Hecke (1918)

Un tipus nou de funcions zeta i la seva relacio amb la distribucio dels nombres
primers, 1

K cos quadratic real, h = nombre de classes, ¢ = unitat fonamental

Definicié. Donat un ideal a, tal que a” = (a), o € K*, sigui

)

T og

)\(a) — e(log B

on o' denota el conjugat galoisia de «.

Propietats.

(i) El valor A(a) no depén del generador a escollit.
(ii) |A(a)| = 1, per a tot ideal a.

(iii) X(ab) = A(a)A(b), per a tot a,b.



Cas general

[K:Ql=n=r1+2r2 (r1>0)

K@) 1 <i<rq, conjugats reals

K("“1+j), 1 <353 <ro, conjugats complexos no equivalents

S = {ei}1<i<r un sistema d’unitats tal que

1 log |€§1)| log |57(~1)|
1 loglef?] 0g|sf?] |
1 log |€§’r—|-1)| log 87T,




A partir de les entrades de |la matriu inversa,

(1 o ) ()%
1 Iog|512)| Iog|e(2)| €1~ €5 r_|_1 =1,
1 109l gl L) o) e,

i donats enters arbitraris m;, 1 <1 < r, defineix

T r+1
A(p) =exp (27 Y mg e(Q) log |u(p)\ . ue K*.
q=1 p=1

e Per a cada eleccio dels enters {mg}, s'obté aixi un caracter de K* respecte
de les unitats S.



En el cas quadratic real, tenim que r = 1,

N

1
1 log e 2 _
1 log|ée| 1 1 -

2logle] 2log |e]

i tots els caracters anteriors de K* son poténcies del caracter definit per

log |u| — log |¢/]
A = ex )
(1) p (m o0



e Definicid del caracter d’'un ideal segons les unitats

{t1,...,t} representants de Ix /Py, de norma poténcia d'un primer
= (p), T = §pP|, 1<p<n 1<i<h

Definici6. Donat un ideal a # (0) de K tal que arjl...v;" = (),

T r+1 (@) Oz(p)
Aa) i=exp |27 Y mq Y ey’ log .
— — (p)ai (p)ap,
q=1 p=1 ’7'1 ... Th

Propietats.

(i) El valor X(a) no depeén del generador o escollit.
(ii) |A(a)| = 1, per a tot ideal a.

(iii) A(ab) = A(a)A(b), per a tot a,b € If.



e Caracters basics. S'obtenen en prendre mqg = 1,m; = 0 per a 1 = q:

. s (q) alP)
Ag(a) ;= exp | 273 Z ep'’ 109 o wyanl | 1<g<r.
p_]_ Tl . Th

Proposicio. Dos ideals de K son idéntics si, i nhomés si, posseeixen la
mateixa norma i els mateixos caracters basics.

e Classes radials d’ideals

Definicio. Dos ideals enters mq,mo coprimers amb un ideal enter § s’ano-
menen equivalents modul § si existeix un ideal enter a, coprimer amb f§, tal
que

am; = (a1), amo = (az),
i, @ Més, a1 = ap (Mod §). Representem aquest grup de classes com Ix(f)/f.
1

h(f) ‘= Ik ()/f = mhw(f)-



Funcions zeta i1 funcions L

A(r)

C(s;A) = ZN(t)S’ R(s) > 1
L(s; A\, x) = Z )\5\1;)(1()(;), R(s) > 1.

La suma s'estén a tots els ideals enters no nuls de K.
A €S un caracter segons un sistema d’'unitats, S.
X : I (§)/f — C* és un caracter modul f.

Teorema. Pera A#* 1, f# 1, la funcio £&(s; A\, x) .= vy(AM)AST (s; A)L(s; X\, x)
s'estén a una funcio transcendent entera de s i satisfa |'equacio funcional

E(1 =5, 0,%) = WEDE(s A X),
amb [W(x)| =1i A= (dgN{F)r"2-2r2)1/2



2. EIl teorema de Hecke de no anul-lacio (1918)

Teorema. Per a A\ # 1, les funcions ((s;\) i L(s;\,x) no s’anul-len en la
recta ®(s) = 1.

e Primer demostra l'afirmacio en el punt s = 1; després ho fa en tota la
recta.

e EXxtreu les idees de la demostracio de Herr de la Vallée Poussin sobre la no
anul-lacio de la funcid zeta de Riemann en la recta R(s) = 1 (necessaria per
a la demostracio del teorema dels nombres primers).

Recordem que

¢(s;N) =TI — Ap)N(p) 5] 1,
p

L(s; A) = [[[1 = A@)x PN ()~
p

~»

per a R(s) > 1.



Demostracio. Siguin s=1-+¢, € > 0.
— 1 RAP)™)

| 1+e )| =I 1 - AXp)N@p) 191 = il .
091 +ei Ml =log LI -2WNG T = 3 D50 TS

Ates que els valors de A son complexos de modul 1, tindrem que
34+ 4R\ +R(A\2) =34 4cosep+cos2p = 2(1 4+ cosyp)? > 0.
Per tant,
3109 |¢(1 + &) + 41og [¢(1 +&; M|+ log |¢(1 +&;A2)| > 0.
Es a dir,
L+ 4+ M)A+ A7) > 1.

4
e|lCc(1 4 e;A2)| > 1.

ec(1 + )3 [¢Y tg"\)




Suposem que ((1;X) =0, per a un cert A\ # 1. Aleshores,

e lim._g C(H{f;)‘) = ¢'(1; ) # oo, ja que ((s; ) és holomorfa.

e lim._peC(1+4+¢) # 0,00, atés que la funcid ¢ de Riemann té un pol simple
quan s = 1.

Per tant, i ja que ((s; ) és holomorfa,

CA+eN[*
)

e|l¢c(1 4+ &;2%)| = 0.

lim |e¢(1 + )3

la qual cosa contradiu |la desigualtat obtinguda: > 1.

Aixi, ((1; ) =0, per a tot X\ £ 1.



Teorema. Siguin A#= 1, x # 1. Aleshores,
(i) ¢(1;A) #0.
(i) L(1; A, x) # 0.

LLa demostracio en el cas de la funcid L segueix passos paral-lels a I'anterior.
Cal, pero0, tenir en compte que

L(1,x) # 0,
segons la generalitzacio que havia fet el propi Hecke del teorema de Dirichlet.

Teorema. Siguin A# 1, x # 1. Aleshores,
(i) ¢(s;A) 0, quan R(s) =1,
(ii) L(s;A\,x) =0, quan R(s) =1.

En aquest cas, cal només tenir en compte que, per a tot ¢t € R,

€14+ )PIC(L + &+ ti; M]*|C(L + & + 2ti; M%) > 1.



3. Un teorema de Hecke de densitat (1918)

e Per a cada ideal a # (0) de K, considerem els valors dels caracters basics:

(M (a),...., \(a)) e U(1)".

Quan ens restringim a una classe modul | d'ideals primers, les seves ‘“coor-
denades” estan equidistribuides en U(1)". Més feblement:

Teorema. (I) Siguin (x1,...,z+) € U(1)" i 6 > 0 elements arbitraris. Ales-
hores, cada classe d’ideals modul un ideal enter § conté infinits ideals primers
p, de grau 1, per als quals

(Ag(p) —xq| <6, peral<qg<r.

Teorema. (II) Donats r parells de nombres reals positius (ap,bp), amb
ap < bp, per a cada ideal a coprimer amb f, existeixen infinits ideals primers
p tals que ap ~ 1 (mod ), ap = («) i

o(P)

/N ()

ap < <bp, 1<p<nr




Teorema. (III) Si, donat un ideal a, primer amb §, considerem tots els
ideals primers tals que ap ~ 1 (mod f),ap = («), aleshores el conjunt de
punts de R" de coordenades

r—+1
cg(pa) = > ez(ﬂ) log oz(p), 1<qg<r,

p=1
és dens modul 1.

Demostracio. Sigui A = 1. Primer veurem que la funcio

A(pa)
P(s; A\ a) :=
2 N(p)®
pa~ 1(f)
és regular en el punt s =1 (fins i tot en RN(s) = 1). Per a aixd, escrivim
A(p)x(p)
log L(s; A, x) = + g(s),
; N(p)?

on g(s) és regular per a R(s) > %



Recordem que

_]o sim« 1 (mod f),
2 x(m) = {h(f) altrament.

En sumar per a tots els x:

A@ S x(@ 109 L(si A x) =) S 28N Lo,
X

pa ~ 1(f)

= h(f)P(s; X\, a) + g1(s)
amb gi(s) regular per a R(s) > %

Pel que hem provat abans, P(s; \,a) sera regular per a (s) = 1.

En canvi, P(s;1,a) ~ (—f)log(s— 1), quan s— 1.



A fi de veure la densitat modul 1, construim un polinomi trigonometric:

o(x1,...,2r) = ag + Z a(mq,... ,mr)ezﬂi(m1$1+"’+mr$r)

ml,...,mfr

que satisfaci:
(i) ag > 0.

(i) Si JCW =1[0,1]" és un cub i A:= W\ J, aleshores
e(x1,...,2r) <0, per a tot (zq) € A.

Ara considerem:
@(p)  valor del polinomi ¢ en el punt de coordenades cp(ap),

@ j(p) valor del polinomi ¢ en els punts que, modul 1, sén de J,
o A(p) valor del polinomi ¢ en els punts que, modul 1, sén de A.



Z 90(13)8 ~ agP(s;1,a) + Z a(my,...,my)P(s; ATl A2 2“‘>‘?'“nr’a)
a1 () V(P M5y
(1)

o(p) ©o(p) ©o(p) ©0(p)
2 N(p)s 2 NG T 2 N(pa) N(pa)® <2 N(pj)®’

la série

Z ©(p)

pJ N(pJ)S

és divergent quan s — 1. Per tant, aquesta serie ha de contenir infinits
sumands i, en particular, la série

Z 1

pJ N(pJ)

sera, també, divergent. O.



Conjectures (Hecke, 1918)

1 v i

2 NGy G 9s -1 T
V; =z

s~ b (e o0)

V; denota el volum de J
g(s) és una funcié fitada quan s — 1
w7(x) denota el nombre d'ideals p; de norma < .

Zum Beweise [...] hatte man an Stelle von ¢ diejenige unendliche Fourier-
reihe zu nehmen, die in A gleich 0, in J glecih 1 ist, und in der Identitat (1)
hatten wir auf der linken Seite dann eine Reihe, deren analytischer Character
erst durch eine besondere Untersuchung festgestellt werden muste.



4. EIl teorema de Hecke d’equidistribucio (1920)
GroBencharakteren

e k£ quadratic real, € unitat fonamental, o € k*:

)

e k£ quadratic imaginari, —d (d > 4) discriminant, o € k™*:

o 2
Ma) = (ﬁ)

satisfan que estan ben definides sobre els ideals («) i, a més,

Aap) = Aa)A(B).

Aa) = exp (

log |s|



k:Q=n=r1+2r, r=r1+r-1

k(P) els conjugats, cq(x) coordenades:

r € k", zp >0 (1 <p<ry), Tptro = Tp (r1+1<p<r+1)

e Cerca les funcions continues més generals tals que

(i) F(z1,...,zp31) F(y1, - Ypt1) = F(T191, - -+, Tr 1Yr41),
(“) F(T](l)xla R 777(T+1)$r—|—1) — F(ajla Lo, . .. 7337‘—|—1)7

per a tota unitat » modul f.



LLa solucid és donada per:

|zp|

F(z) = N(z)® H exp(2mimqcq(x)) H ( exp( Z ﬂ(p)ck(x))> |

q=1 p=ri1+1
on
(p)
n}gp) = |77(10)|e“9l sistema fonamental d'unitats totalment positives,

W, 1<p<r; g =T o t1<p<r4+1 P =10,
s € C, mg € Z enters arbitraris,
ap € Z,ap > 0,apayy,, = 0 satisfan certes condicions de congruencia.

es=0, Mx):=F(x) GroBencharakter de x modul f{



GrobBencharakter d’ideals

[k:Ql=mn, (b1,...,be) =1I/Px; a€lj

a=(p)bil,...,b, pek”

h; I'enter més petit
Hecke considera nombres ideals 3; (en el HCF(k), per exemple)

Bhi =¢.8;, e; unitat de k
Grups de nombres en el sentit de Weber

3=

(B;, tots seus els associats, k*;1 <1 <€)

Grups de congruéncia de nombres modul f = (), f ideal enter de k

3(P)

30(f) : 3 (modf), &

totalment positiu



Grups de congruéencia d’ideals en el sentit de Weber:

3(5) : a=eB (modf)

-~

Jo(f) : a=ef (modf), % totalment positiu
g
GroBencharakter d'una classe de congruéncia d'ideals

A((a)) = Aa)x(a)v(a).



Teorema. Sigui AN(a@) un GréBencharakter d’un ideal (&) modul f. La funcio
zeta definida per

A((a))

C(s;A) =) N (@)

a
on el sumatori s’'estén a tots els nombres ideals enters &« no associats, és
una funcio analitica que admet el desenvolupament en producte infinit

1
LI 1= A((@)N(@)~—s

7?

, R(s) > 1,

Teorema. La funcio &(s; M\) .= v(A)AST (s; A\)((s; \) és una funcio entera per
a tot character

A((1)) = M) x()v(@)
que no satisfaci simultaniament les condicions

AMp)v(p) =1, x el caracter principal modul f.
A meés, satisfa l'equacio funcional

E(1 —5;0) = W(A)E(s; N).



La distribucio asimptotica dels caracters dels ideals primers
Teorema. Per a tot GroBencharackter no trivial, és ((1;\) #% O.
Demostracio. Es fa con la que hem vist de |'article de I'any 1918. O

Teorema. Sigui AM(a) un GroBencharackter primitiu del nombre a modul f.
Suposem que (7) recorre tots els ideals primers tals que a =7 (mod §) i el

quocient 2 és totalment positiu. Aleshores,
(@

S AM(R)) = O(ze V1092,
IN(7)|<z

_ _ 1 /7w —cv0g @
m(z) = > 1_ho(f)/2 + O(xe 97y,

N(7)<x 109 u




La demostracio dels resultats anteriors es fa seguint el mateix metode emprat
per Landau. Fent uUs dels teoremes de no anul-lacido en s = 1 en el cas de
la funcid zeta de Dedekind, (x(s), i L(s,x) associada a un caracter del grup
de classes, Landau havia obtingut que

Teorema. (Landau, 1918)

S A(p)) = O(ze V09T, (2)
N(p)<z
m(x) = 1= v + O(ze—cVI!09TY (3)
N(%:@ /2 log u

Aquests teoremes es poden demostrar via els teoremes tauberians (que re-
finen el meétode de sumacio d'Abel).



Teorema. (Landau, 1918)

> A(p)) = O(ze V09T, (4)
N(p)<z
m(x) = 1= v + O(zecVI09 Ty, (5)
N(%:@ /2 log u

Aquests teoremes es poden demostrar via els teoremes tauberians (que re-
finen el métode de sumacié d'Abel).

Alfred Tauber (Bratislava 1866—T heresienstadt 1942)



Corol-lari. De les formules asimptotiques 4 i 5 es dedueix, en considerar la
successio de sumes parcials:

N —o0

N S A
lim th::]-)\(ﬂ'h)—(), (6)

on el sumatori s'estén a una successio d’elements ordenats per normes crei-
xents i tals que la classe modul f dels ideals (7;) €s fixada.

Teorema. (d’equidistribucio, Hecke 1920) Sigui J un domini contingut
en [0,1]". Sigui m5(x; p,f) el nombre d’ideals primers (7) per als quals

7
0

i tals que els punts de coordenades xq = wq(w) modul 1 pertanyen a 7J.
Aleshores

7=p (mod ), és totalment positiu, |N(7)| <z

im ™@ipf) _ vol(3)

r=oo T ho(f)
log x




Demostracio del teorema d’equidistribucio

Hecke reflexiona que cada GroBencharkter primitiu modul § es pot escriure
en la forma

)\(&) — eQWiw(&),

on w(a&) denota una funcié dels n conjugats &) que és real modul 1,
continua, i univocament determinada. En funcid dels caracters basics:

Ap(@) = e2miwk(a), 1<k<n-1,
ANa) = ATHa&) A TNa), m € Z.
Per tant, el Iimit (6) es pot escriure com
1 N . _ _
lim — Z 827T2[m1w1(Wh)‘l'"'_'_mn—lwn—l(ﬁ'n—l)] =0 (7)
N—oco N h—1 ’

essent |la igualtat valida per a totes les tries dels exponents m; enters.



Perd ara Herr Weyl ha demostrat (1916) que la condicié (7) és necessaria i
suficient a fi que els infinits punts P, modul 1 de coordenades

Pp o (wi(mg), ... wn—1(7R))

estiguin equidistribuits en el cub [0, 1]* 1.

Quan aixo és aixi, se satisfa que

lim = vol(J),

N—o0

on z(N) és el nombre de punts P,, 1 < h < N, de coordenades en 7J.

z(N)
N

En tenir en compte la formula (5) per a N, s'obté I'afirmacio del teorema
d’equidistribucio.



Una aplicacio a les formes normiques

Escrivim a = (a). Considerem els n nombres

, 1<p<n,

/N (&)

univocament determinats llevat d’una unitat modul f quan s'imposa que les
r1 primers coordenades son totalment positives. Per mitja d'una base de
I'ideal els podem escriure com

w=zia1 + -+ znon.
Ara definim la forma primitiva en n variables, de coeficients enters:

1
N(a) ;=

Aleshores, |la forma F representa infinits primers encara que les infinites
coordenades enteres descriguin modul 1 un domini tan petit com es vulgui.

F(z1,...,2m) = H @z + - +azn).



Una observacio sobre el cub unitat

e U(N) :={A e GL(N,C): AA* = 1}, és un grup de Lie compacte i
T := {diag(e®1,...,e"N), 0, € [0,27)} n’és un tor maximal.

e Tota matriu de U(NN) és diagonalizable i els seus valors propis s6n nombres
complexos de modul 1. Per tant, el conjunt X(U(N)) de les classes de
conjugacié de U(N) s'identifica amb [0, 27)%.

eSi f = U(N) — C és una funcié que és constant sobre les classes de
conjugacio, la formula d’integracio de Weyl ens diu que

— Iy diq---dOn
/U(N) fdp = /[O,QW]Nf(el,...,emdet(SN(ek O i
SinNTQ

—=-, amb la qual cosa podem apreciar la projeccio de la mesura
SIN &5

on Sy(0) =
2
de Haar de U(NN) en el conjunt X(U(N)).



La formula d’integracio de Weyl per a SU(2):

En aquest cas,

G=S5SU(2), T=U()

. 21 . 5 d_@
/U@) fdp = 2 /O £(0)sin?(6)——



5. EIl teorema de densitat de T xebotarev

Sigui G el grup de Galois finit d’'una extensio L|k de cossos de nombres i sigui
X el conjunt de classes de conjugacio de X. En aquest cas, us« coincideix
amb la mesura discreta de X. Sigui S el conjunt de primers que ramifiquen.
Per a cada p ¢ S, sigui zp I'element de Frobenius, Froby € X, en p.

Teorema. Per a tota representacio complexa p de Gal(L|k), la funcio L
d'Artin L(p,s) satisfa que L(p,1) #= 0.

Demostracio. Pel teorema de Brauer, tot caracter de G és combinacio
lineal amb coeficients enters dels caracters induits pels subgrups elementals.
La funcido L d'un caracter induit coincideix amb la funcido L del caracter. En
els grups elementals, tots els caracters irreductibles son induits per caracters
de dimensio 1. Per |la teoria de cossos de classes, la funcido L d'un caracter
de dimensio 1 coincideix amb la funcid L d'un caracter de Hecke. I sabem
que aquestes no s'anul-en en s = 1.



Com que, a meés, se satisfan els teoremes tauberians, tenim el teorema
d’equidistribucio:

Teorema. (Txebotarev) Siguic una classe de conjugacio de Gal(L|k). La
¢

[L: k]

densitat dels primers p per als quals Froby = c €s



6. Sato-Tate per a corbes el-liptiques amb CM

Sigui E|k una corba el-liptica amb CM definida sobre un cos k de nombres.
Aleshores, existeix un caracter de Hecke per al qual

L(E,s) = L(¢,s).
Es a dir, ¥(p) = a(p), per a tot p que no divideix el conductor de E (Deuring).

Per tant, L(¢,s) =1 i, pel teorema d'equidistribucié de Hecke:
Corol-lari. Els valors zp = a(p)/Npt/? estan us-equidistribuits en U(1).

Corollari. Els valors de les traces a(p)/Npl/2 estan u«-equidistribuits en
[—2,2] respecte de la mesura

on dx denota la mesura de Lebesgue en [—2,2].



Corol-lari. Els valors de les traces a(p)/Npl/2 estan pem-equidistribuits en
[—2,2] respecte de la mesura

on dx denota la mesura de Lebesgue en [-2,2].

El resultat s'obté en projectar us« en [—2,2] i tenier en compte que

a(p) = a(p) +a(p).

En aquest cas, Sato-Tate = Davenport-Hasse-Deuring-Hecke.



(. Teoremes de densitat de Txebotarev-Sato-Tate
(Murty-Murty)

E|Q, corba el-liptica sense CM; L|Q

G = SU(2) x Gal(L|Q)

S conjunt de primers de mala reduccio de E o bé ramificats en L
s« Mesura de Haar de G

vp = ppo(Frobp)/p{t/2) perapg S

Teorema. (i) Per atotm > 0 o bé p no trivial, la funcié L(Sym™(C2)®p, s)
és holomorfa i no nul-la per a ®(s) > 1.

(ii) Els zp son ux-equidistribuits.

(iii) Per a tota classe de conjugacio de Gal(L|Q), la subsuccessio dels ap/pl/2
tals que Froby, = ¢ és pgr-equidistribuida.



E|Q, corba el-liptica amb CM definida definida sobre k

G = U(1) x Gal(L|k)

S conjunt de primers de mala reduccio de E o bé ramificats en L
s« mesura de Haar de GG

zp = ppo(Froby)/p(1/2), perapg s

Teorema. (i) Peratotae€Z, a %0, la funcio L(yq ® p,s) €s holomorfa i
no nul-la per a N(s) > 1.

(ii) Els zp son ux-equidistribuits.

(iii) Per a tota classe de conjugacio de Gal(L|Q), la subsuccessio dels a,p/pl/2
tals que Frobp = c és umc-equidistribuida.



