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Tipos sobre (K, v)

K, v) cuerpo valorado discreto, O anillo de valoracién,
m = 7O ideal maximal, Fo:=TF = O/m cuerpo residual

Un tipo sobre (K, v) es un objeto computacional capaz de
representar un punto del espacio de MacLane (i, £) € M

Ma3s precisamente, un tipo es una coleccién de datos discretos:

t = (Yo; (01, A1, ¥1); -5 (& Ary 1))

que determinan una cadena de MaclLane éptima de una valoracién
inductiva p de K(x) y un ideal maximal £ del anillo A(y)

Vemos que los datos de t estan estructurados en niveles. El
nimero r de niveles es el orden del tipo
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Datos de un tipo de orden cero

Un tipo de orden cero t = (¢g) estd determinado por la eleccién de
un polinomio ménico irreducible ¢y € Fy]

Contiene los siguientes datos de nivel cero:
e La valoracién minima po de K(x) y su normalizacién vo = o
e Datos numéricos: mg =1, \g=1v9 =0, hg=0, e =1
e El operador polinomio residual 0-ésimo:
Ro: KIx] = Folyl, g~ gly)/m*e)

e o € Fo[y] mdnico irreducible, de grado f
F1 = Foly]/(vo) = Fo[zo] extensidn de Fy de grado fy
zg =y (mod %0) € F1
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Datos de un tipo de orden positivo

Dado un tipo t' = (vo; (1, A1, ¥1); -+ (dr—1, A\r—1,%r—1)) de
orden r — 1 > 0, podemos fabricar un tipo t = (t; (¢,, Ar, ¥,)) d
orden r afiadiendo los siguientes datos en el nivel r-ésimo:

e Un representante ¢, de t'. Es decir, ¢, € O[x] ménico tal, que
my = deg ¢r =er_1fr_1me_q, Rr—l((z)r) = wr—l
e El operador poligono de Newton N, =N, | 4,
e Una pendiente A\, = h,/e,, con h,, e, enteros positivos coprimos
La pendiente no-normalizada v, = h,/e;--- &
o iy = [pr—1;(dr,vr)] y su normalizacién v, = ey« - e pu,
e El operador polinomio residual r-ésimo
R = Rv,_1,¢r,)\r: K[X] — IE‘r[y]
e ¢, € F,[y] mdnico irreducible, ¢, # y, f, := deg),
Fry1 =F,[y]/(¢r) = Fr[z/] extensién de Fo de grado fy-- - f,
Zr = (mOd ¢r) €Fry1



Tipos

000e0000000

Operador polinomio residual r-ésimo para r > 0

N:(g) 07# g =2 0<s 3507 € K[x]
Qs = (s, vr-1(as¢7))

pendiente — )\,

tr—l(asJ-)

z,_y TRe-a(ag)(z-1) €F7, s Qs = P
Para a € K[x]: to(a) =0, tk(a) = (sk(a) — lkvk(a))/ex si k >0
R(g) = co+cy++-+cay? €Fly]
L 0 70 = degR/(g) =d, ytR(g)

{0, si Qs; por encima de P,
G =
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Tipos y valoraciones inductivas

Para t tipo de orden r denotamos u = uy = pr

(1) p es una valoracién inductiva con cadena de MaclLane

(¢ 7V) (¢ 7'/) (¢F7VF)
0 1_>1 :u’l 2_3 e — Nr—l — Hr::u’t

(2) Diagrama conmutativo con isomorfismos verticales:

F=F c F, <c --- c F,
| bu bir
F=Fy, C Fi, C -~ C F,,

tales que R;, = ti[y] o R; para todo i. Podemos pues identificar:
Fi=Fiu zici=2zi-1 Yic1=%i-1u Ri=Riy
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Tipos y valoraciones inductivas

(1) Una cadena de MacLane de una valoracién inductiva j, que
se corresponde con los datos:  (vo; (1, A1, ¥1)i -5 (¢r, Ar, —))

(2) Un ideal maximal Ly = 9, (yr)A(ue) del anillo A(pue), que se
corresponde con los datos: v, F,11, z

¢ € K[x] representante de t <= ¢ € KP(ut), R(}) = Lt \




Tipos
000000e0000

Tipos y puntos del espacio de MaclLane

Definicién

tes optimosim < --- < m,

t es fuertemente éptimo si ademds e f, > 1

Convenimos que los tipos de orden r = 0 son fuertemente dptimos

Estas condiciones se traducen en que la cadena de MaclLane de 4
sea Optima y en que ademas el ideal maximal Ly sea fuerte

Si denotamos por T el conjunto de los tipos sobre (K, v) y por
TS C T el subconjunto de los tipos fuertemente éptimos,
obtenemos una aplicacién de MaclLane:

ml: TStr — M, t— (Nh[’t)

Es facil ver que esta aplicacidn es exhaustiva. Estudiemos sus
fibras.
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Equivalencia de tipos

Definicién
Consideremos dos tipos fuertemente optimos de orden r:

t= (1/)0; (¢1; /\lvwl); ceey (¢r7 /\rywr))

Decimos que t = t’ son equivalentes si ¢)j = 1o y para 1 <i < r:
(a) ¢ =i+ aj, degaj < mj, pi(a;) > pi(¢;)
(b) Af=A

(c) ¥i(y) = ¥ily —mi), donde
c si pi(ar) > ui(di) (e ¢~y 6i)

TT\R@) € R, s @) = pil(6h) (e 8t 61)

Proposicion
t=t < ml(t) = mi(t))
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Tipos y polinomios primos

Denotamos por T = T/ = el conjunto cociente y por [t] C T
la clase de equivalencia de t

Obtenemos aplicaciones biyectivas
T 2 M 25 (P/~)

La composicién assigna a cada t € 75" la clase de equivalencia de
Okutsu [¢] de qualquier representante ¢ de t.

Ademais, [¢] N O[x] coincide con el conjunto Rep(t) de todos los
representantes de t
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Construccién de tipos

Proposiciéon

Sea t un tipo de orden r > 1 y consideremos
M1 = efrm,, V= Vr—1(¢r)7 Vigr = erfr(er V, + hr)

Dados 0 # ¢ € F,[y] con degy < f;, y un entero b > V,1,
podemos construir un polinomio g € O[x] tal, que

degg < mey1, vi(g)=b, yl@/elR (g)=¢

v

Si tomamos ¢ = 1, — y, b= V,,1, el polinomio g asi construido
nos proporciona un representante de t: ¢ = gbf'f' +g

Como A,41, ¥r41 pueden ser escogidos libremente, podemos
construir tipos con invariantes h;, ;, f; y orden r prescritos.
Podemos construir polinomios primos con profudidad e invariantes
de MaclLane-Okutsu prescritos, dando lugar a extensiones de
cuerpos locales con propiedades aritméticas prescritas.
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Estructura de arbol en el conjunto de tipos

Podemos representar un tipo como un arbol no ramificado.

,¢0 (¢17/\17¢1) ..... ((isry)\rvwr)

Cada nodo se corresponde con el tipo obtenido recogiendo los
datos de las aristas del camino que une el nodo con el nodo inicial

Podemos dotar el conjunto 7 de una estructura de arbol

PCE I (B )

(¢, N, ¥)
Los nodos raiz se corresponden con P(IF)

Induce estructuras naturales de drbol en el subconjunto 75 y en
el cociente T =T/ =

La aplicacién 75" — T conserva la longitud de los caminos
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Representaciones OM de polinomios primos

Definicién

Una representacion OM de F € P es un par [tg, ¢], donde

e tr € T y la biyeccién canénica T — P/~ envia [tg] — [F]
e (¢ es un representante de tr

Los datos discretos de tF son una especie de secuencia de ADN
compartida por todos los individuos en la clase [F]

¢ € [F]N Olx] es una "buena” aproximacién de F. La calidad de
la aproximacién se mide por el ndmero racional positivo

v(6(0)) = Go(F) + A/e(F), N€E Zog
donde F(0) =0y —A = minima pendiente de N ;(F) := N, _,(F)

En la practica, identificamos la representacién OM con el tipo
(tri (¢, A, ¢)), donde ) = Rry1(F) := Ry, 6A(F)
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Factorizaciones OM

Definicion

Sea g € O[x] ménico con factores primos g = Gy - - - Gs en O, [x]
Una factorizacion de Okutsu de g es una expresién

g~ Py---Pg, con Py,...,Ps € PN O[x] tales que P; = G; para
todo 1 < j <'s, a menos de la ordenacién de los factores

Si los G; son todos equivalentes a P, entonces g ~ P° es una
factorizacién de Okutsu que no distingue los factores de g

Definicion

P; € [Gj] es una aproximacién de Montes a G; como factor de g si
v(Pi(6)) > v(Pi(0k)), Vk#j  (Gk(0k) =0, Vk)
Una factorizacion OM de g es una factorizacién de Okutsu

g ~ Py --- P tal que cada P; es una aproximacién de Montes a G;

como factor de g
00O
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Arbol genémico de un polinomio primo

Dado F € P, consideremos tg € 75 tal, que la aplicacién
biyectiva T — P/~ envia [tr] — [F]

El arbol genémico de F es el subarbol T(F) C T formado por el
camino que une [tg] con su nodo-raiz.

¥ (¢>17)\1,1/11) (¢)r7)\r7'¢]r)
ne— & & @

Una representacién OM de F, dada por un tipo t = (tfr; (¢, A, ¥)),
se representa mediante un arbol

(¢1,)\1,¢1)6 ¢r7)\r7'¢]r)' ((1):)\71/)) °

X

Yo @

La arista punteada nos recuerda que el tipo t no es (jamds)
fuertemente 6ptimo, con lo que no da lugar a un elemento de T

[eelye}
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Representaciéon OM de un polinomio libre de cuadrados

Sea f € O[x] un polinomio libre de cuadrados con factores primos
f=F--FenOx]

El arbol genémico de f es T(f) = T(F)U--- UT(F)

Definicidon

Una representacién OM de f es una familia [tr;, ¢ ] de
representaciones OM de cada factor primo F;, con la propiedad que
f = ¢F, - - - ¢F, es una factorizacién OM de f.

Si completamos cada representacion OM en un tipo
tj = (t,:j; (¢F;, )\Fj,l/lf:j)), entonces podemos asociar a cada
representacion OM un drbol de tipos. Por ejemplo:

(e]e)]
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Arbol de una representacion OM

o b2
t th__-"

te

En este ejemplo, f = F;--- F4, con Fo = F3

Las hojas de este arbol se corresponden con los factores primos de
f y el tipo determinado por el camino que une la hoja con el nodo
raiz es una representacion OM de este factor

Si suprimimos los nodos hoja del arbol y las aristas punteadas, nos
queda el arbol genémico de f

La estructura de este arbol es (til para ciertas cuestiones donde
necesitemos conocer con precisidn la informacién genética que
comparten dos factores. Por ejemplo, para calcular v(Res(Fj, Fj))
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Objetivos

(1) Calcular una representacion OM de un polinomio dado f,
libre de cuadrados

Tendremos la informacién genética de cada factor primo y una
primera “buena” aproximacién a cada uno de los factores

(1) A partir de una representacion OM de un factor primo F
de f, obtener una aproximacion a F con una calidad prefijada
Nos proporcionara un algoritmo de factorizacién v-adico

Estas tareas son llevadas a cabo por el Algoritmo de Montes y el
Algoritmo SFL (Single-factor lifting), respectivamente



Muchas gracias por vuestra atencion.
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