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Extensions Hopf-Galois inseparables.

Exemple. Sigui k& un cos de caracteristica p > 0 i sigui K = k(w)|k una extensi6 de
cossos purament inseparable d’exponent n (i.e. WP € k perd W Z k).

Definim la k-algebra A per A = k[t]/(t*"). Posem z la classe de t a A. Dotem A
d’estructura d’algebra de Hopf amb coproducte, counitat i antipoda definits per

Alz) =21+1®x,
e(x) = 0,
S(r) = —=x.

Es pot comprovar que K|k té estructura Hopf-Galois donada per

u”: K — K@kA
w — w®R®1+1xx



Condicions de descens galoisia.

L|k extensié de Galois amb grup de Galois G,
A un objecte (espai vectorial, algebra, algebra de Hopf) sobre k.
Una L-forma de A és un k-objecte B tal que L ®. A ~ L ®; B.

Teorema 1. El conjunt Formp(A) d’L-formes de A modul k-isomorfisme esta en
bijeccié amb HY (G, Aut (L @ A)).

Si B és una L-forma de A, ¢ : L ® B — L ® A un isomorfisme, per a cada o € G,
definim p, € Auty(L ® A) com la composicio

~1 ~1
LoA S LoA S LoB - LoB - LeA
L’assignacié o — p, defineix un 1-cocicle de G en Aut (L ® A) i la correspondencia

Formp(A) — HYG,Aut (L @ A))
B — Po

és bijectiva.



Observacié. Siguin (aq,...,a,), (b,...,b,) k-bases de A i B, respectivament. Si
Y : L®A— L® B tématriu (¢;;) en les bases 1 ® a;, 1 @ b;, aleshores 0 o) o o1 té

matriu (cf;) en les mateixes bases.

Posem 97 == o o1 o 0~ '. Amb aquesta notacié, el cocicle p, associat a la L-forma B
de A amb isomorfisme ¢ de L® Ben LR Aésp, = po ¢~ 7.

Definicié 2. 51 Ay, Ay son k-objectes, un morfisme

fL@AlﬁL(X)AQ

es diu descendible st existeizen L-formes B; de A;, amb isomorfismes ¢; de L ® B,
en L ® A;, 1 =1,2, 1 un morfisme g de By en By tals que el diagrama

LoB 4 LeB,

o1l 1 ¢

LoA - LeA
commauta.



Lema 3. Un morfisme f : L® Ay — L® Ay és descendible st 1 només si existeiren
L-formes B; de A;, amb isomorfismes ¢; : L @ B; — L ® A;,i = 1,2, tals que el
diagrama

Lod s Led
ps) | L pY
LoA - LeA
(i)

commuta per a tot o € G, on ps’ €s l'1-cocicle associat a ¢;,1 =1, 2.



Caracteritzacié d’extensions Hopf-Galois separables.

Per a una extensié finita i separable K|k, denotem per

K K clausura normal de K |k,
G G = Gal(K|k),
al K G = Gal(K|K),
S = G /G (classes laterals per 'esquerra),
B = Perm(S).
“k

[accié de G sobre S = G/G" déna un monomorfisme G — Perm(S) = B.



Sigui L D K. El conjunt L% = {S — L} és L-espai vectorial amb base

{eg:g €S}, oneg(h) =07
El grup I' = Gal(L|k) opera sobre L” per y(lez) = Y(A)egy, on vy =g € G.

Lema 4. L’aplicacio

o Lo K — L®
AQx = Z§GG/G’ Ag(x)eg
és isomorfisme de L-algebres i I'-morfisme.

Un grup N que opera sobre un conjunt .S es diu regular si 'accié és transitiva i amb
estabilitzadors trivials.



Lema 5. Sigui K|k separable 1+ H-Galois. Aleshores existeix, per a cada extensio
L D K, un unic subgrup reqular N C B = Perm(S) tal que es té un L-isomorfisme
a: L ®H — L|N| iun diagrama commutatiu

LeoH ®, (LeoK) 25 Lo K
a® el Nt
L[N] ® L® s L®

Demostracio. Com K|k és H-Galois, tenim p” : K — K ® H* que indueix un
isomorfisme K ® K ~ K ® H*. Tenim doncs L ® K ~ L ® H*, com a L-algebres.
D’altra banda, pel lema 4, L @ K és L-isomorfa a L°. Per tant I’L-algebra de Hopf
L ® H* té L° com a algebra subjacent i aixo implica L @ H* ~ LY, com a algebres de
Hopf, per a algun grup N i, per tant, L ® H ~ L[N].

Com ' : H® K — K indueix un isomorfisme K ® H ~ Endy(K), definint v/ que
faci commutar el diagrama, obtenim que l'accié de L[ N] sobre L° també és fidel. Ara,
donar una acci6 (fidel) de L[ N] sobre L* equival a donar una accié (regular) de N sobre
S. Com v/ esta determinat pel diagrama, la inclusi6 N C B també esta determinada
de forma tunica.



Teorema 6. Sigui K|k una extensio separable. Les condicions segiients son equi-
valents.

a) FExisteix una k-algebra de Hopf H tal que K|k és H-Galois.

b) Ezxisteiz un subgrup reqgular N de B, normalitzat per G, com a subgrup de B.

A més, Ualgebra de Hopf H és una K-forma de k|N].

Demostracio. b) = a).
Considerem la base canonica (eg)5es de K°. Definim

i1 K[N] ®[~([?S —~ K

p@ue; - we,q
on p € N,g € G. Definim, per a g € G, p, : N — N per p,(n) = gng~*. Tenim
Autiz o, f(l? [N]) >~ AutN, per tant, p, s’exten a un automorfisme de K -algebra de

Hopf de K[N] . Com p, és extes d'un automorfisme de N, I'accié de G sobre p, via K
¢s trivial. Tenim pypy, = pgp; per tant, p, és 1-cocicle.



El grup G opera sobre K per h(zeg) = h(z)en;, h € G. Definim W= hp'h7L
El diagrama

~ ~ 1h ~
K|N] ®[~(KS s K5
pr®1] |
K[N]®; K% X5 K°

commuta.

Pel lema 4, K5=K®K comakK -algebres i com a G-conjunts. Obtenim doncs u tal
que el diagrama

~

~ ~h ~
KIN|®z (K®K) - K@K
1 ) |
KIN|@z (K@ K) -~ K@K

commuta.



~

Sigui H la K-forma de k[N] definida pel cocicle py,. Tenim K@ H ~ K @k[N] ~ K[N]
1, per tant

KIN@z (KQK)~ (KQkN)@z(KK)~K® H®K.

Com [t o py, = py o i1, pel lema 3, It ¢s descendible, és a dir, existeix una aplicacio
k-lineal g : H ® K — K tal que p = K ® puy.

Per descens fidelment pla, g defineix una estructura H-Galois ja que p defineix una
estructura K ® H-Galois.



a) = b).
Pel lema 5, tenim, K ® H ~ K [N}, per a algun grup N. El grup G = Aut(K|k) opera
sobre K ® K via el factor de 'esquerra i sobre K per

g(Aeg) = g(Negp

Sigui pg : HQK — K l'estructura H-Galois donada. La K-forma H de k|N] correspon
a un l-cocicle py, g € G. Ara definim g que faci commutatiu el diagrama

Ko HK) ~ (KoH) o (KeK) "X KoK
1 o
K®K[N] ~ KNz (K®K) -~ KoK

Per definicié, i és descendible, per tant, pel lema 3, el diagrama segiient commuta per
atot g € G.

~

KIN|®@r (Ko K) 25 Ko K
pg@li N H
KIN|@z (K@ K) 5 K@K



Pel lema 4, K ® K i K s6n isomorfes com a K -algebres i com a G-conjunts. Per tant,
obtenim un diagrama commutatiu

~

KIN|®z kS 2 RS
Py ® 1 |- (1)
[?[N] Rz KS 5 KS

L'automorfisme p, € Autz_p f(l? [N]) ve induit per un automorfisme del grup N.

Volem veure que la restriccio de p, a N és la conjugacio per g. Definim una accio de
N per permutacio sobre S per

v(@)=hsi p(v®e;) =e; pera ve NGeES.

Seguim 'element v ® ez, v € N, s € S pel diagrama commutatiu (1). Tenim

WiV @es) = gu'g™ (V@ es) = gi/' (V@ egi() = Geugi(s) = egis)  (2)
[, d’altra banda,

N,<pg R 1)(rv®es) = M/(pg(y> ® e;s) = Cpy(v)(s) (3)
Ara (2) i (3) impliquen p,(v) = gvg~'.En particular, N és normalitzat per G.



Corol-lari 7. Amb les mateizes notacions del teorema 6, suposem que es complei-
zen a) i b). Sigui Gy C G el grup dels elements que operen trivialment sobre N i
S1qUL

Lo = [?GO C [A(i
Aleshores Ly és l'extensio de k més petita amb Ly ® H ~ Ly|N].

Si N C 5, és subgrup regular, tenim una bijeccio

{1,2,...,n} = N
i — p; determinat per p;(1) =i

Per a cada o € N, definim ¢, € S, per ¢,(i) = pi(o(1)). Tenim

Centg (N)={¢, : 0 € N} ~ NP,



Teorema 8. Sigui K|k una extensid de cossos separable. Suposem que existeix
una extensio galoisiana E|k tal que K @ E és un cos que conté una clausura
galoisiana K de K|k. Aleshores K|k és H-Galois, on H és una E-forma de k[N]
i N ~ Aut(K ® E|FE).

Prova. a) Es pot provar K = K N (KE) = K - ([Af NE)=K® (K NE)iposant
E'= KN E, tenim E'|k Galois amb K @ E' = K.

b) Suposem K @ E = K. Siguin N = Gal(K|E),G’ = Gal(K|K). Aleshores N
és complement normal de G" en G i per tant és regular sobre S = G/G'. Ara el
erup oposat N és normalitzat per G C B (es compleix gp,g~! = Pyrg—1, DET &
g € G,o0 € N) i centralitzat per N C B. Tenim doncs la condicié b) del teorema 6
i per tant K |k ¢s H-Galois. A mées, N opera trivialment sobre N 1, pel corol-lari,
Iisomorfisme K ® H ~ K[N] ja esta definit sobre KV = E.



Extensions quasigaloisianes.

K clausura normal de K|k, G = Gal(K|k),G' = Gal(K|K), S = G/G',B =
Perm(S).

Les condicions segiients son equivalents:

(a) Existeix una extensio de Galois F|k tal que K ® F és un cos que conté K.
(b) Existeix una extensié de Galois E|k tal que K ® E = K.

(¢) G" té un complement normal a G.
)

(d) Existeix un subgrup regular N de B normalitzat per G i contingut en G.

Diem que K|k és quasigaloisiana si compleix les condicions equivalents anteriors.



Prova. Trivialment (b) = (a)

(a) = (b) com en el teorema 8.

(b) = (c):

o N Posem N := Gal(K|E).
N Tenim K@F=K=[K:k|-[E:k=[K:k
= KNE=k.
Obtenim donecs NNG' =1, NG' =G.

Ara FE|k Galois = N <G.

E

K/
k/

(¢) = (b): Posem E := K. Tenim |N|-|G’| = |G|ipertant KE=KiKNE =k
L’isomorfisme K E ~ K ® E ve del fet que K i E son linealment disjuntes sobre k&, ja
que |[K k|- |E: k] =|KE : k]

(¢) < (d): Tenim G C B, G transitiu sobre S i G' = Stabg(€). Per a N C G, tenim

N-G' =G sii N és transitiu;
NNG ={e} sii Staby(e) = 1.



Proposicié 9. Sigui K|k extensid separable de grau n, G = Gal(K|k).
1. Sin =2, K|k és galoisiana,

2. 5in =304, K|k és quasigaloisiana,

3. 5in =05, K|k és Hopf-Galois si i només si G # Ay 1 G # S5,
4.5in>5i1G=A, 08, aleshores K|k no és Hopf-Galois,

5.51in <7, K|k és Hopf-Galois si i només si és quasigaloisiana.



Exemples.

1. Considerem l'extensié K = Q(v/2)|Q. L'extensié Q(i)|Q és Galois i K = Q(i)K.
L'extensié K|Q(i) és Galois amb grup de Galois N = Cy. Per tant K|Q és H-Galois
amb H una Q(¢)-forma de Q[NN]. Si e és generador de N, tenim Hy = Q(i)[N]| =
{0+ Ae + Xae? + A3e? - \; € Q(i)}. Lalgebra de Hopf H és

€—|—€_1 e — e 1
2 ’ 21 '

H-q|

Tenim Gal(K|Q) = Dy = {p,o},p = (1234),0 = (13). Si prenem N’ = (p%, o) ~
Cy x Cy, N’ és regular i obtenim una Q-algebra de Hopf H', no isomorfa a la Q-dlgebra
de Hopf considerada anteriormente. Posant N = (s, t|s* = t> = 1, st = ts), tenim

H' =Q[st,s +t,v/=2(t — s)] C Q(~/—=2)[NV].

Les dues estructures Hopt-Galois d’aquesta extensio corresponen als dos diagrames d’ex-
tensions de cossos segiients.



(V2,7)



2. Considerem lextensié K = Q(v/2)|Q. Aleshores K = Q(v/2,(5), Gal(K|Q) ~

C5 x Cy i Textensio K|Q es quasigaloisiana.
Tenim K = Q(v/2,¢), [K : Q] =51 G = Gal(K|Q) estd generat pels automorfismes

(7:\5/51—>C5\5/§ 7 V2 — V2
G — G5 (s — ¢

que compleixen les relacions 0® = Id, 7" = Id, 7o' = 3. Veiem que (o) és com-

plement normal de G = Gal(K|K) = () a G; per tant K |@ es quasigaloisiana amb
Q-algebra de Hopt H tal que

H ®0 Q(C) ~ Q(O)[C5] = { Ao + Ao + Aao? 4+ A30” + Mot |\ € Q(Q)}.

Calculem H com a subalgebra d’elements invariants.

Z Aio') = 17(Xg) +T(A\)o + T(A)ot + T(A3)o + T(Ay)o?
Per tant, Zi:() )\Z'O' és invariant per 'accié de G’ si i només si

Ay € @, 7'()\1) = Ao, 7'()\2) = A4, 7'()\4) = )3, 7'()\3) = \1.
Posant \; = a + b + c¢C* 4 d¢?, amb a, b, ¢, d € Q, obtenim



AN = a+bC+ceC?+de’
T(A\1) = a+ b2 +cCt+dC
2 (\) = a+bCt 4 e+ d¢P
() = a+bC+ e +dC

Un element de H és doncs de la forma

on

Ao+ Ao+ 1A+ 73 (N)o? + T\t = Ao+ aA +bB + cC + dD,

A=0c+0’+0°+ 0!
B:=(o+ (0" + (o’ + (ot
D = (o + (o + (Po’ 4 (Pot.



3. Sigui K|k una extensié separable de grau 4 i sigui K la seva clausura galoisiana.
Suposem Gal(K|k) = Sy i considerem un cos F amb K ¢ F C Ki|F : k] = 8,
Aleshores, F'|k és Hopf-Galois pero no quasigaloisiana.

El cos F és subcos de K fix per un subgrup G d’ordre 3 de G, posem G = {((1,2, 3)).
Com Sy no té cap subgrup normal d’ordre 8, G’ no té complement normal a G i per
tant F'|k no és quasigaloisiana.

Veiem ara que F'|k és Hopf-Galois per a alguna H. Tenim que S = G /G’ té 8 elements
i per tant B = Perm/(S) >~ Ss. Hem de veure si existeix un subgrup N de B, regular
sobre .S 1 normalitzat per G' (com a subgrup de B).

Les classes laterals de G/G" sén

{Id <1 2 3) ( , 3, >}7 02 — {<172>7<173>7<273>}7
CS {( ) (1 4 2 )7<1747372)} 4 — {(274>7<172747 3>7<1747372>}7
Cs = {( ) (1 2,3 4)7<17374 2)} 6 — {(17274>7(173)<274)7( 743)}7
C7={(1,3,4),(2,3,4),(1,2)(3,4)}, Cs ={(1,4,2),(1,4,3),(1,4)(2,3)}.



L’accié de G per traslacio dona la seva immersio en Sg:

(1,2,3,4) — (1,5
(1,2) — (1,2

El subgrup de B

N = ((1,4)(2,8)(3,6)(5,7), (1,5)(2,6)(3,8)(4,7), (1,6)(2,5)(3,4)(7, 8))

és regular i normalitzat per G.



Formes de les algebres de grup.

Teorema 10. Sigut k un cos.

a) Les algebres de Hopf que son k-formes de k|Z] son

H = k[c, s]/(s* — asc — bc* + u).

b) Les algebres de Hopf que son k-formes de k[Cs5] son

H = klc,s]/(s* — asc — bc® +u, (c+1)(c—2), (c+1)(s — a)).

c) Les algebres de Hopf que son k-formes de k[Cy] son

H = klc,s]/(s* — asc — bc* + u, clac — 2s)).

d) Les algebres de Hopf que son k-formes de k[Cg] son

H = k[c,s]/(s* — asc — bc* +u, (c — 2)(c — 1)(c+ 1)(c + 2), (c — 1)(c + 1)(sc — 2a)).

En tots els casos, a,b,u € k compleizen a®> + 4b = u € k*. L’estructura d’algebra de Hopf esta
definida per

A(e)
A(s)
(c

u (e’ +2b)c@c—alc@s+s®c)+25R s);
uH(—abc®c+2b(c®s+sQc)+as® s);
=2, ¢e(s)=a; S(c)=¢ S(s)=ac—s.

N———

™M



Teorema fonamental.

Teorema 11. Sigui K|k una extensic Hopf-Galois amb k-dlgebra de Hopf H.
Aleshores

a) laplicacio
f:{H : H es sub-algebra de Hopf de H} — {F:kC FE C K, E cos }
H — Kt ’

on K = {x € K : p(h)(z) = (h) -z, Yh € H'}, és injectiva i inverteiz les
inclustons.

b) Si E =K' Uexstensid K|E és Hopf-Galois amb E-dlgebra de Hopf E &, H'.

La prova de b) es basa en la teoria de Morita.



Teoria de Morita.

Donats un anell R commutatiu i R-algebres A, B, volem saber quan son equivalents
les categories M 4 d’A-moduls per 'esquerra i M p de B-moduls per I'esquerra.

Definicié 12. Un context de Morita consisteir en les dades seguents.
(a) R-algebres A i B;
(b) un (A, B)-bimodul P i un (B, A)-bimodul @), centralitzats per R;

(c) dos morfismes

P — A Q2P — B
z®y = {z,y} y®z = [y1]

de (A, A)-bimoduls i (B, B)-bimoduls, respectivament,
tals que

{z,ytz = zly, 2]
. 2w = y{z, w}
per ax,z € Py, w e Q.



A partir d'un context de Morita, podem definir de forma natural morfismes d’algebres

B — Ends(P) A — Endg(P) A — Endp(Q) B — Enda(Q)
b — (x—2axb)’ a = (r—ax) a — (y—ya) b — (y+— by

1 morfismes de bimoduls

QQ — Homa(P,A) P — Homa(Q,A) P — Homp(Q,B) Q
y = @e={ryl) o = (= i{zy)) v = (Y= lyz]) Ty

El context de Morita es diu estricte si { } i | ] son exhaustius.
Notem que, si P és R-modul fidel i { } és exhaustiva, | | també ho és.



Teorema 13. Suposem que A, B, P,Q,{ },| ] formen un context de Morita estric-
te. Aleshores

(a){}: PRpQ — Ai|]: Q4P — B son isomorfismes;
(b) P i Q son moduls projectius finitament generats sobre A i sobre B;

(c) les aplicacions naturals indueizen isomorfismes d’algebres

A~ Endp(P) ~ Endg(Q) , B~ Enda(P)~ Enda(Q)

1 1somorfismes de bimoduls

Q ~ Homu(P,A) ~ Homg(P,B) , P~ Homu(Q,A)~ Homg(Q, B);
(d) els functors

Q®Ra(—) My— Mp, PRp(—): Mp— My

son equivalencies de categories, inverses una de [’altra.



Sigui A una R-algebra de Hopf. Una R-algebra commutativa S es diu A-objecte si
existeix un morfisme de R-algebres

a:S—-5x A

que indueix una estructura de A-comodul en S.
Diem que I’A-objecte S és A-objecte de Galois si es compleix

1) S és R-modul fidelment pla;

2) el morfisme d’algebres

R e G S S N B G S|

és un isomorfisme.
Si A és R-algebra de Hopf finita i .S un R-modul, tenim

Homp(S,S ® A) ~ Homp(A*® S, S).
Per tant, si .S és A-objecte, tenim §: A*® S — S.



Sigui K|k extensi6 de cossos finita, H una k-algebra de Hopf. La condicié “K|k és
H-Galois” equival a “K és H*-objecte de Galois amb a = p” (1 8= u')”.

A partir d’ara prenem R = k cos i A una k-algebra de Hopf commutativa.

Si S és A-objecte i B* C A*, posem SP = {s € S :us = e(u)s, Yu € B*}.

Si S és A-objecte i S4" = k., li podem associar un context de Morita. Considerem

1) D := S#A* (producte creuat). Com a k-modul, S#A* = S ® A* i el producte esta
definit per

(x#u)(y#v) = qu uov T,y € S,v,u € A",

Definim una estructura de D—modul a S per

(x#u)y = zuly), =,y € S,uec A"

2)Q = DY = {w € D : (1#u)w = e(u)w = u(1)w, per a tot u € A*} ideal per la
dreta de D.

3) Definim { } : S®,Q — D,[]: Q®p S — S4 = k per les formules

{z,w} = (z#Dw, |w,z]=wzr, xS weQ.



Les k-algebres D i k; el (D, k)-bimodul S, el (k, D)-bimodul @ i els acoplaments { }, | |
formen un context de Morita.

Teorema 14. Sigui S un A-objecte. Son equivalents
1.5 és un A-objecte de Galois
2. 84 =k i el contest de Morita (D, k,S,Q,{ },[]) és estricte.

Sigui ara K|k una extensio de cossos H-Galois, H' una k-subalgebra de Hopf de H.
Posem * : H* — H™ el morfisme dual de la inclusi6 de H' en H. A partir de
1 K — K ® H*, obtenim

WK S KoY Ko B~ K op (Ee H'Y

i, per tant la F-algebra K és un (F ® H')*-objecte.
Li associem el context de Morita corresponent i es pot provar que és estricte. Obtenim
doncs que K|FE és (EF ® H)-Galois.



Lema 15. Sigut A una k-algebra de Hopf, commutativa 1 finita.

a) Ay A— A® A dota A d’estructura d’A-objecte.
b) Siguin H' una k-subalgebra de Hopf de H = A*. Aleshores

H ={ueH: (ul) =0},

on I és l'ideal per la dreta de A generat pels elements de la forma x — e€a(x),
amb z € A7,

Corol-lari 16. Sigui A una k-algebra de Hopf finita © commutativa + S un
A-objecte de Galois. Siguin Hy, Hy subalgebres de Hopf de H = A*. Aleshores

H, C H, si i només si S > Stz

Idea de la prova. En el cas S = A, és conseqiiencia del lema. Per passar al cas general,
usem

S® St~ (S ®S)
Obtenim S ® H; C S ® Hy que implica Hy C Ho.



Teorema 17.
Si K|k és quasigaloisiana, existeix una k-algebra de Hopf H tal que K|k és H-
Galois 1 'aplicacio

f:{H': H es sub-algebra de Hopf de H} — {EF:kCFE C K, E cos }
H — Kt ’

es també exhaustiva.

Demostracio. Si K|k és quasigaloisiana, G’ té un complement normal N a G. La
forma H de k[N correspon a l'l-cocicle p,, on p, és la conjugacio a B per I'element
g de GG. Ara el conjunt de sub-algebres de Hopf de H esta en bijeccié amb el conjunt
de subgrups U de N estables per tots els p,. Com G =N x G’ 1 N centralitza N,
U és estable per tots els p,, g € G, si i només si ho és per tots els p,, amb h € G'.
Ara tenim una bijeccio

{Vgrup: G CV C G} < {U subgrup de N7 : U estable per G'}
4 — VAN
UxG' — U

Obtenim doncs #{W C H : W sub-algebra de Hopf} = #{V grup : G' C V C G}
=#{F cos:kC EC K}.



Bases normals d’extensions Hopf-Galois.

Teorema 18 (Teorema de la Base Normal). Sigui K |k una extensio de cossos, finita
i galoisiana amb grup de Galois G. Aleshores, existeix un element p € K tal que

{o(p) 0 € G}

és una k-base del k-espai vectorial K.

La tesi del Teorema de la Base Normal equival a:
“K és un modul lliure de rang 1 sobre I'algebra de grup k|G| amb generador p.”

Teorema 19 (Childs, 2000). Sigui K|k una extensio finita i separable de cossos.

Si K|k és H-Galois per a alguna k-algebra de Hopf H, aleshores K és H-modul
lliure de rang 1.



