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Transcendencia de e

Teorema (Hermite, 1873). El nombre e és transcendent.

Demostracio. Suposem que e és algebraic. Aleshores existeixen
enters rg, rq, ..., tals que

ro+rie+ - rget =0,
amb rq # 0,79 # 0. La idea és construir un polinomi P,(z) tal que
P,(t) sigui una bona aproximacié racional de €', t = 1,2,...,d.
Considerem
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Perat=1,2,...,d, el sumatori del mig s’anul-la i per tant tenim
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Volem ara afitar ¢,,. Tenim

} < tpzp: (i) — (2t)P.
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Substituint aquesta acotacio a (2), obtenim

T,(t)] < et P=1(dp + 1)(2d)® < 't Ir=1qp(24d)P



que, per a 1 <t < d, implica

T,(t)] < e d TP 2d)P = Ky (Ko)
on K| =e?/d, K, = d*(2d?)? s6n constants.

Multiplicant la igualtat Zt o e = 0 per Py(0) = %f;)pl "Nlcy
1 tenint en compte

perat=1,2,....d, obtenim
roPy(0) + 1 Py(1) + 1o FPy(2) + - - - + 1rqPy(d)
— —7“1T ( ) — TQT (2) — ’I“dT <d>
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Dividint aquesta igualtat per (p —1)! i aplicant I'acotacio de T, (%),
obtenim
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Queda veure que és un enter no nul.
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P,(t) per a N = p — 1 és nul, obtenim que ( bl 1>)| és enter i
p—1)!

multiple de p. Ara

o To (d+1)p—1
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Com ¢,_j ésel valoren z =0de (2 —1)P...(2 —d)P, és cp_1 =

ﬁPp(O) % 0(mod p).

Per tant hem obtingut un enter estrictament compres entre 0 1 1.0

(—1)4d! # 0; i per a p suficientment gran,



El teorema d’Hermite-Lindemann.
Transcendéncia de eV? i transcendéncia de 7

Teorema (Hermite-Lindemann, 1882) El nombre e és
transcendent per a tot nombre algebraic o no nul.

Corol-lari 1. El nombre m és transcendent.

Demostracid. m algebraic = im algebraic = €'™ transcendent.
Pero €™ = —1, contradiccié.

Corol-lari 2. 51 a és un nombre real algebraic, diferent de 0

1 1, aleshores log o és transcendent.

Demostracio. Si 8 = log a fos algebraic, pel teorema tindriem
o = e’ transcendent.



El teorema de Lindemann-Weierstrass
Una formulacio equivalent de la tesi del teorema d’Hermite-Lindemann
és

05 e son linealment independents sobre Q.

l=e
Teorema (Lindemann-Weierstrass, 1885) Si ag, a1, ..., ay
son M + 1 nombres algebraics diferents, aleshores

0} (0 0}
eV, el .., e M

son linealment independents sobre Q.

Corol-lari 1. Si o és un nombre real algebraic no nul, ales-
hores sin v és transcendent.

Xe’ —iQ
. : € — € : : : :
Demostracio. Com sina = % . si fos algebraic, tindriem
7

una relacié de dependencia lineal sobre @Q de les exponencials del
nombres algebraics, 0, ia, —iar, que son diferents si o # 0.




Corol-lari 2. 51 ag, a1, ...,ay son M + 1 nombres algebraics
diferents no nuls, aleshores, per a nombres algebraics no nuls

Bo, B1, ..., By, el nombre

Boe™ + fre®!t + -+ + Oye™M

és transcendent.

Per a provar el teorema de Lindemann-Weierstrass, provem primer
el cas particular segiient.

Teorema. (Cas particular de Lindemann-Weierstrass.)
Siguin aq, ao, . .., apn nombres algebraics diferents no nuls amb
la propietat que, si a,, € {ai,as,...,an}, tot conjugat de
., també hi pertany. Suposem a més que By, b1, ..., By son
nombres enters no nuls tals que, si o; © o son conjugats, B; =

B;. Aleshores

Bo + Bre™ + Bae™ + - - - 4 Byre™ # 0.



Demostracio. Suposem que existeixen enters no nuls By, 51, . . ., By
complint les hipotesis del teorema, tals que

Ordenem i renumerem els s de forma que {1, a2, . . ., g b, L =
1,..., L sigui un sistema complet de conjugats i posem [; el coefi-

cient comu dels ayy,. Reescrivim (3) en la forma

L M;
Bo+ Y Bl e | =o0.
[=1 m=1

Posem fi(z) = (z — an)(z — au2) ... (z — aqay,). Es un polinomi
amb coeficients racionals 1 per tant existeix un enter positiu d; tal
que d; f; té coeficients enters.



Definim f(z) per

f(z) = (didz...dp)2" " fi(2) fol2) . fu(2),

1 posem

n=p—1
Tenim ¢,—1 = £(dids . . . drojag . .. ap)? # 0.
Com abans, es compleix

p—1 (M+1)P—1 N—-1 n
S = 3 (Mew 3T,
n=1 N=p—1 n=N-p+1

i S (@) =0, pera o € {ou, ..., an).



(M+1)p—1
Trenquem en tres trossos e* N_J;; )f Nley, amb el sumand del

mig nul per a a € {ay,...,ay}, el primer sumand, el polinomi
P,(a) i el tercer la “cua” T,(a). Tenint en compte (3), queda la
igualtat
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Com el terme de P,(«) corresponent a N = p — 1 és nul, tenim

—'Pp(oz) € Z|z], i del fet que els ayy, sén un sistema complet de

cénjugats, obtenim que, per a cada [, existeix un enter a;, divisible
per p tal que

M;

Z Oélm o
Mp 1°

m= l




Multiplicant (4) a les dues bandes per D™? on D = did,...d,,
obtenim per a l'enter no nul

(M+1)p—1

Nley
N = B,D"? Z +Zalﬁzd1 (D/d)",
o, (=1
I'igualtat

L M

T(O&lm>

V=Y (3 e
[=1 m=1

Afitant el terme de la dreta, obtenim |[N| < 1 per a p suficientment
grain. [l



Ara provem el teorema en general a partir d’aquest pas particular.
Suposem que existeixen nombres algebraics Sy, 51, . . ., Ba, no tots
nuls, tals que

M
Z Bme&m = 0,
m=0

per a ag, aq, . . ., ay nombres algebraics diferents. Fem el producte

L

Pm conjugat de
m=20,1,...M

Efectuant el producte 1 associant els termes amb el mateix coefi-
cient, ens queda una expressio del tipus



KOE0+I€1E1—|-"‘—|-/€LEL :O, (5)

on les x;’s son combinacions lineals a coeficients enters de productes
de les B,,’s 1 les E! s sén sumes d’exponencials de sistemes com-
plets de conjugats. Observem que el coeficient del producte de les
exponencials de les p’s més grans de cada factor és no nul. (Defi-
nim p; < posi Rep; < Reps o bé Repy = Repy iImp; < Impsy.)
Per tant (5) és una relacié de dependencia no trivial. Ara volem
passar a una relacié de dependencia amb coeficients enters. Fem el
producte

L
0 (xos)
v conjugat de r; Y
[=0,1,...L



Obtenim una expressio

noko+mby + -+l =0

on els 7m;’s s6n racionals 1 no tots nuls, i1 els Fi’s soén suma
d’exponencials d'un sistema complet de conjugats. Treient els ter-
mes nuls 1 multiplicant per un denominador comu obtenim una
combinaci6 lineal a coeficients enters, tots no nuls. Si Fy # 1
peratot k =1,...,K,1Fy=¢e" +---+ €, multiplicant per
e "1 4+ ... 4 e %, obtenim una relacido de dependencia com en el
cas particular 1 per tant hem arribat a contradiccio. O



Corol-lari 3. Sigui o un nombre algebraic no real. Aleshores
Re(e”) 7 Im(e®) sdn tots dos nombres transcendents.

Demostracio. Tenim a = a + bi, amb a, b reals algebraics i b # 0.
Suposem que § := Re(e”) = e”cos b és algebraic. Tenim 3 # 0 i

25 _ €a+b7j + ea—bz’

que déna una relacié de dependencia sobre Q de les exponenci-
als de 0, a + b1, a — bt, nombres algebraics diferents, contradiccio.
Analogament es prova Im(e®) transcendent.



Corol-lari 4. Sigut o un nombre algebraic no nul. Aleshores
tan o €s transcendent.

Demostracio. Com

1 Xe"
e

i(eia _ 6—2’04)’
si fos algebraic tindriem una relacié de dependencia lineal sobre Q
de e’ 1 e,

_6_

tan o =



El lema de Siegel. Transcendéncia de e

Definim I'altura h(X) d'un vector X = (x1,xs,...,2x) € Z" per

h(X) = max{|z1|, |z2], ..., |TNn|}-

Lema de Siegel. Sigui € = (¢,,;,) una matriu M x N no nul-la
amb coeficients enters 1 sigui

C'=max{|cpn| 1 <m <M, 1<n< N}

Si M < N, existeix un vector no nul X € Z" que compleix

¢X =0and h(X) < (CN)vw,



Teorema. Fl nombre €™ és transcendent.

Idea de la demostracio. Suposem que o = e és algebraic amb
polinomi minim

d
Z c;x) € 7).
j=0
La primera idea és construir un polinomi P que s’anul-li en e” i
definir una funci6 entera f(z) = P(e*). Per poder afitar, necessi-
tem un ordre d’anul-lacié de f en 7 gran i per aix6 fem servir un
polinomi en 2 variables. Busquem un polinomi

D—-1D-1

P(x,y) = Z Z A"y € Zlx,y),

m=0 n=0

amb coeficients petits, tal que f(z2) = P(e*, e”*) compleixi



fOkr)=0, pera k=1,2,...Ki t=0,1,...T —1.

Com f(z) = ZD_l 5:_01 A€M tenim
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Per obtenir un sistema d’equacions amb coeficients enters, expres-
sem les potencies de o en la base 1, a, ..., a%! separem part real
i part imaginaria, i treiem denominadors.

Podem acotar aquests coeficients en termes de

h(a) == max{|c;| : j =0,...,d}

i, aplicant el lema de Siegel, obtenim a,,, acotats en termes de
D, K, Tih(a).

Considerem ara M tal que fU™(kr) = 0 per a tot m < M i tot
k < K, i existeix ko tal que f (ko) # 0. Aleshores

.A = f(M)<k()7T>
és un nombre algebraic no nul. De fet, per (6), A € Q(i, ).



La seva norma és un nombre racional, amb denominador una potencia
de ¢q. L’enter N obtingut treient el denominador a Ng; o) o(A)
és no nul.

Agafant T' suficientment gran, obtenim

N < 1.

Per acotar el modul de A, s’aplica el Principi del Modul Maxim a
la funcio entera

f(z

(z —m)M(z —2m)M . (2 — Km)M'

G(z) =



El problema 7 de Hilbert. Teorema de (Gelfond-Schneider

Hilbert (1900): “Hermite’s arithmetical theorems on the ex-
ponential function and their extension by Lindemann are certain
of the admiration of all generations of mathematicians. Thus the
task at once presents itself to penetrate further along the path here
entered. ...I should like, therefore, to sketch a class of problems
which, in my opinion, should be attacked as here next in order... I
consider very difficult the [not yet obtained] proof that

The expression o, for an algebraic base o and an irrational
algebraic exponent 3, e. g., the number V2 orem = 12 always
represents a transcendental or at least an irrational number.

It is certain that the solution of these and similar problems must
lead us to entirely new methods and to a new insight into the nature
of special irrational and transcendental numbers.”



Teorema (Gelfond-Schneider, 1934) Siguin « i 5 nom-
bres algebraics, amb o # 0,1, i 8 irracional. Aleshores o és
transcendent.

—21

Com a conseqiiencia, 2V2, ™ = i~2% = (—1)~ s6n nombres trans-

cendents.

Un enunciat equivalent del teorema de Gelfond-Schneider degut a
Michel Waldschmidt és

Teorema Donats dos nombres complexos B ¢ ( no nuls, amb
B irracional,al menys un dels nombres

3, GC’ ¢

és transcendent.

Per veure 'equivalencia, posem (¢ = log a.



Corol-lari 1. Sigu: o un nombre algebraic, o # 0,1, @ si-
gui B un nombre algebraic tal que 15 és irracional. Aleshores
cos(Blog ar) 7 sin(floga) son tots dos nombres transcendents.

Demostracito. Tenim les identitats

ezﬂloga 4+ e—iﬁloga eiﬁloga . e—zﬂloga
cos(fBlog o) = 5 ,sin(f log o) = 5

cos(Blog o) algebraic = e/7108% = oY algebraic, que contradiu el
teorema.



Corol-lari 2. Siguin a; i as nombres algebraics no nuls tals
que log o 1 log ag son Q-linealment independents. Aleshores,
el nombre

log a1/ log aig

és transcendent.

Demostracio. Posem 8 = logag/logas. Com logag i logas
son Q-linealment independents, el nombre 8 és irracional. Posant
( = log a, el teorema implica la transcendencia d’al menys un dels
nombres

10 Q0 logall
ﬁ eloga2 — Q27 elogaz OgOéQ —

, 1.
log s

La tesi d’aquest corol-lari és equivalent a

Bilogayg + Brlogan # 0
per a (31, By nombres algebraics no nuls qualssevol.



Idea de la prova del teorema de Gelfond-Schneider.

Volem provar

B, e C\{0},8¢ Q= p, eS 0 ePC és transcendent.

Suposem que a; = B3, a9 = €%, a3 = €° s6n tots tres algebraics.
Observem que per a tot polinomi P(z,y) € Zlx,y|, la funcié
F(2) = P(z,e%) compleix que

F(lﬁ —+ k26> = P(lﬁ —+ ]@5, 6C<k1+k25)> = P(lﬁ -+ kQOKl, 04];10/52>

és un nombre algebraic per a tot parell d’enters positius (kq, k2).
A partir del lema de Siegel, construirem un polinomi P(x,y) €
Z|x,y] amb coeficients petits tal que la funcié associada F'(z) =
P(z,e%) compleixi les dues propietats

e ['(z) no identicament zero.

e Per a cada parell (ki, ko) amb 0 < k1, ko < K, F(k1+ ko5) = 0.



El fet que F'(z) no sigui identicament zero ve de I'independencia
algebraica de z i e¢*. Per obtenir un sistema d’equacions lineals a
coeficients enters a partir de

P(ky + koo, 05 ai2) = 0, 0 < ky, by < K,
considerem un element primitiu 6 de I'extensio Q(ayq, as, a3).

Observem que, com [ és irracional, els zeros ki + ko8 de F' sén
tots diferents.

A més, existeix M > K tal que

F(/ﬁ-l—k'gﬁ)zo, pera 0 < ky, ko < M,

i existeix un parell (kf, k3) amb 0 < k¥ k3 < M, k} o bé k3 igual
a M, tal que

F(ky + k38) # 0.
Ara, el nombre algebraic no nul A = F(kf + k38) és a Q(0) i la

seva norma proporciona un enter estrictament compres entre 01 1.



Si 0 és un denominador comu dels coeficients de les expressions de

a1, (2, a3 en la base de potencies de 6, Ngg)(A) t¢ denominador
potencia de 9.

Per I'existencia de (7, k3), usem el teorema segtient.

Teorema. Sigui F'(z) una funcio entera i suposem que existeiz
un nombre real k tal que, per a R suficientment gran,

|F|p = max{|F(2)] : |2]| < R} < €.

Si existeir € > 0 1 una successio creixent no acotada de nombres
reals Ri, Ry, ... tal que

R <card{ze C:|z| < Ri F(z)=0},

per a totn=1,2,..., aleshores f(z) és identicament zero.



El teorema de les sis exponencials

Una reformulacié del teorema d’Hermite-Lindemann és
Per a qualsevol nombre complex B no nul, al menys un dels
nombres (3, e’ és transcendent.

A partir de 1'altim corol-lari del teorema de Gelfond-Schneider,
podem provar un resultat semblant.

Teorema. Donat un nombre irracional 8 € C, per a x1, 29
nombres complexos Q-linealment independents, al menys un
dels nombres

X X
X1, X2, 66 17 66 2
és transcendent.

Demostracio. Si tots quatre nombres fossin algebraics, el nombre
r1/ x5 seria algebraic i els dos nombres Sx1 1 fao serien logaritmes
de nombres algebraics. A més, Sx11 Sx9 soén Q-linealment indepen-
dents. Pel corol-lari, el quocient Sx1 /By = x1 /19 és transcendent,
contradiccio.



Teorema (de les sis exponencials). Siguin {x1, 22}, {y1, ¥2, Y3}
dos conjunts de nombres complexos Q-linealment independents.
Aleshores, al menys un dels sis nombres

exlyl’ 6x1927 637193’ 6372917 6x2927 637293
és transcendent.
Idea de la demostracio. Podem enunciar el teorema en la forma

Les dues funcions exponencials algebraicament independents
e*1%. e"2* no poden ser simultaneament algebraiques en tres va-
lors Q-linealment independents.

Els passos de la prova son

Pas 1. Suposem que tots els nombres e*i¥% son algebraics. Alesho-
res, per atot P(x,y) € Z|x,yl, si posem F'(z) = P(e"1*, "2%),
per a enters ky, kg, k3 qualssevol, F'(kyyy + koyo + k3ys3) és
un nombre algebraic.



Pas 2. Trobem un polinomi no zero P(z,y) € Z|z,y] amb coefici-
ents petits tal que, si posem F'(z) = P(e"1?, e*?*), aleshores

F(k1y1 + koyo + ]ngg) =0,0 <k, ko, ks < K
(Usem un element primitiu 6 de 'extensio Q(e"¥).)

Pas 3. Existeix un enter positiu M tal que

F(k1y1 + koyo + k3y3> =0,0 < ky,ko, ks < M

i existeix (ki, k3, k%) amb 0 < ki, k3, k5 < M i

F(kiyy + k3y2 + k3ys) # 0.



Pas 4. La norma del nombre algebraic no nul

A = F(kTyy + k3ye + k3ys3),

tret el denominador, és un enter N tal que

0< N < 1.

Per acotar A, fem servir el principi del modul maxim.



