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Història

Origen

Origen

Figura 1: Carta de Goldbach a Euler del 7 de juny de 1742.
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Història

Les conjectures de Goldbach

Les conjectures de Goldbach

Conjectura feble

Tot nombre enter senar més gran que 5 es pot escriure com a
suma d’exactament tres nombres primers.

Conjectura forta

Tot nombre enter parell més gran que 2 es pot escriure com a
suma d’exactament dos nombres primers.
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Resultats sobre la conjectura feble de Goldbach

Resultats sobre la conjectura feble de Goldbach

• L’any 1923, Hardy i Littlewood van demostrar, sota la hipòtesi
generalitzada de Riemann, que tot nombre enter senar
suficientment gran es pot escriure com a suma de tres nombres
primers.
• L’any 1937, Vinogradov va ser capaç d’eliminar la dependència
de la hipòtesi de Riemann i va demostrar el mateix resultat de
forma incondicional.
• L’any 1939, Borodzin, un estudiant de Vinogradov, va aconseguir
precisar una fita; concretament, va demostrar que tot nombre enter
senar més gran que C = 3315 ≈ 3.25 · 106846168 es pot escriure com
a suma de tres nombres primers.
• L’any 1989, Chen i Wang, i l’any 2002, Liu i Wang, van rebaixar
la fita a C = 3.33 · 1043000 i C = 2 · 101346, respectivament.
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Història

Resultats sobre la conjectura feble de Goldbach

Resultats sobre la conjectura feble de Goldbach

• L’any 1997, Deshouillers, Effinger, te Riele i Zinoviev van
demostrar la conjectura feble de Goldbach condicionada a la
hipòtesi de Riemann.
• L’any 2013, Helfgott i Platt van demostrar la conjectura feble de
Goldbach de forma incondicional.



STNB 2015

El mètode del cercle de Hardy-Littlewood

La gènesi

La gènesi

El mètode del cercle

És un paradigma de la teoria anaĺıtica de nombres que tracta de
l’obtenció d’estimacions de la quantitat de representacions de
nombres naturals com a suma d’elements d’un conjunt donat.

Donada una funció R : N→ N, calcular una funció P : N→ C tal
que per a E := R − P sigui limN→∞

|E(N)|
|P(N)| = 0. En particular,

existeix C > 0 tal que ∀N > C és R(N) 6= 0.
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El mètode del cercle de Hardy-Littlewood

Integrals i sumes

Integrals i sumes

Definició

Sigui A = (am)m una successió estrictament creixent de nombres
enters no negatius. Sigui N ∈ N. Denotarem per Rs(N) el nombre
de representacions de N com a suma de s elements de A .
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El mètode del cercle de Hardy-Littlewood

Integrals i sumes

Integrals i sumes

Proposició

Per a cadascuna de les dues funcions η(t) = e
1
s
−t i η(t) = 1[0,1](t)

se satisfà la igualtat

Rs(N) =

∫ 1

0
Sη(α,N)se(−Nα)dα,

on

Sη(α, x) =
∞∑
n=0

1A (n)e(nα)η
(n
x

)
,

essent x ≥ 1. �



STNB 2015

El mètode del cercle de Hardy-Littlewood

Integrals i sumes

Representacions pesades

Definició

Sigui A = (am)m una successió estrictament creixent de nombres
enters no negatius. Siguin s i N nombres naturals. Siguin
ω1, . . . , ωs : [0,∞)→ R i posem ω = (ω1, . . . , ωs). Definim

Rωs (N) =
∑

am1 +···+ams =N

ω1(am1) · · ·ωs(ams ).

Observació

Si ωi (t) = 1, e
1
s
− t

N o 1[0,1](
t
N ), aleshores és Rωs (N) = Rs(N).

Important

Si existeixen ω1, . . . , ωs tals que Rωs (N) 6= 0, aleshores Rs(N) > 0.
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El mètode del cercle de Hardy-Littlewood

Integrals i sumes

Representacions pesades

Proposició

Siguin ω1, . . . , ωs : [0,∞)→ R tals que les sèries

Sωi (α) =
∞∑
n=0

1A (n)ωi (n)e(nα)

siguin absolutament i uniformement convergents a [0, 1).
Aleshores,

Rωs (N) =

∫ 1

0
Sω1(α) · · · Sωs (α)e(−Nα)dα. �
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El mètode del cercle de Hardy-Littlewood

Els arcs

Els arcs

Definició

Fixem Q,V ∈ R+ i N ∈ N>0. Per a cada nombre racional a
q tal

que 1 ≤ a ≤ q ≤ Q i gcd(a, q) = 1 definim l’arc major com

M(a, q) =

{
α ∈ [0, 1) :

∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ ≤ QV

qN

}
,

el conjunt dels arcs majors

M =
⋃

1≤q≤Q

⋃
1≤a≤q

gcd(a,q)=1

M(a, q)

i el conjunt dels arcs menors m = [0, 1) \M.
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El mètode del cercle de Hardy-Littlewood

Aplicació a la conjectura feble de Goldbach

Aplicació a la conjectura feble de Goldbach

Cercar una constant positiva C, uns arcs majors M, uns arcs
menors m i tres pesos ω1, ω2 i ω3 tals que per a tot nombre enter
senar N > C se satisfaci que:

Rω3 (N) =

∫
M
Sω1(α)Sω2(α)Sω3(α)e(−Nα)dα

+

∫
m
Sω1(α)Sω2(α)Sω3(α)e(−Nα)dα.
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El mètode del cercle de Hardy-Littlewood

Aplicació a la conjectura feble de Goldbach

Aplicació a la conjectura feble de Goldbach

Les sèries

Sωi (α) =
∞∑
n=0

1P(n)ωi (n)e(nα)

són absolutament i uniformement convergents a [0, 1).



STNB 2015

El mètode del cercle de Hardy-Littlewood

Aplicació a la conjectura feble de Goldbach

Aplicació a la conjectura feble de Goldbach

∣∣∣∣∫
M
Sω1(α)Sω2(α)Sω3(α)e(−Nα)dα

∣∣∣∣
>

∣∣∣∣∫
m
Sω1(α)Sω2(α)Sω3(α)e(−Nα)dα

∣∣∣∣ .
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El mètode del cercle de Hardy-Littlewood

Aplicació a la conjectura feble de Goldbach

Aplicació a la conjectura feble de Goldbach

Finalment caldrà estudiar, un per un, tots els nombres enters
senars N ≤ C per verificar que es poden escriure com a suma de
tres nombres primers.
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El mètode del cercle de Hardy-Littlewood

El treball de Helfgott i Platt

El treball de Helfgott i Platt

Teorema (Helfgott)

Existeixen pesos ω1, ω2 i ω3 tals que per a tot nombre enter senar
N més gran que 1027 se satisfà la desigualtat∑

n1+n2+n3=N
n1,n2,n3 primers senars

ω1(n1)ω2(n2)ω3(n3) > 0. �

Teorema (Helfgott i Platt)

Tot nombre enter senar N més gran que 7 i més petit que 1027 es
pot escriure com a suma d’exactament tres nombres primers
senars. �
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La demostració de Helfgott

El problema

El problema

Proposició

Siguin ω1, ω2, ω3 : [0,∞)→ R. Sigui N un nombre enter senar.
Aleshores, ∑

n1+n2+n3=N
n1,n2,n3 primers senars

ω1(n1)ω2(n2)ω3(n3)

=
∑

n1+n2+n3=N
n1,n2,n3 potències

de primers

ω1(n1)ω2(n2)ω3(n3)

−
∑

n1+n2+n3=N
n1,n2 o n3 és 2

o potència no primera
d’un primer

ω1(n1)ω2(n2)ω3(n3). �
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

La funció Λ de von Mangoldt

Definició

Sigui n un nombre natural. Definim

Λ(n) =

{
log p, si n = pk amb p primer i k ≥ 1 enter,
0, altrament.
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

La funció Λ de von Mangoldt

Figura 2: La funció Λ de von Mangoldt.
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

La funció η+

Definició

Definim la funció η+ : [0,∞)→ R com

η+(t) = te
−t2

2

∫ ∞
0

h

(
t

y

)
sin(200 log y)

π log y

dy

y
,

amb

h(t) =

{
t2(2− t)3et−

1
2 , si t ∈ [0, 2],

0, altrament.
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

La funció η+

Figura 3: La funció h.
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

La funció η+

Figura 4: La funció η+.
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

La funció η◦

Definició

Definim la funció η◦ : [0,∞)→ R com

η◦(t) =

{
t3(2− t)3e−

(t−1)2

2 , si t ∈ [0, 2],
0, altrament.
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

La funció η◦

Figura 5: La funció η◦.
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

La funció η∗

Definició

Definim la funció η∗ : [0,∞)→ R com

η∗(t) =

∫ ∞
0

4 max(log 2− | log(2y)|, 0)

(
49t

y

)2

e
− 1

2

(
49t
y

)2
dy

y
.
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

La funció η∗

Figura 6: La funció η∗.
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

Els pesos

Definició

Sigui x un nombre real més gran o igual que 1. Sigui n un nombre
natural. Helfgott considera

ωx
1 (n) = ωx

2 (n) = Λ(n)η+

(n
x

)
i ωx

3 (n) = Λ(n)η∗
(n
x

)
.
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

Els pesos

Figura 7: El pes ω2014
1 .
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

Els pesos

Figura 8: El pes ω2014
3 .
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

Les sèries Sη

Definició

Sigui x un nombre real més gran o igual que 1. Helfgott considera
les sèries

Sη+(α, x) =
∞∑
n=0

Λ(n)e(nα)η+

(n
x

)
i

Sη∗(α, x) =
∞∑
n=0

Λ(n)e(nα)η∗
(n
x

)
,

que són absolutament i uniformement convergents a [0, 1).
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

Les sèries Sη

Figura 9: La funció |Sη+ (·, 101)|.
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La demostració de Helfgott

Els pesos i les etes

Les sèries Sη

Figura 10: La funció |Sη∗(·, 101)|.
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La demostració de Helfgott

El mètode del cercle

El mètode del cercle

Proposició

Per a tot nombre real x ≥ 1 se satisfà la igualtat∑
n1+n2+n3=N

n1,n2,n3 potències
de primers

ωx
1 (n1)ωx

2 (n2)ωx
3 (n3)

=

∫ 1

0
Sη+(α, x)2Sη∗(α, x)e(−Nα)dα. �
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La demostració de Helfgott

El mètode del cercle

El mètode del cercle

Figura 11: La funció
∣∣Sη+ (·, 101)2Sη∗(·, 101)e(−204·)

∣∣.
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La demostració de Helfgott

El mètode del cercle

Els arcs de Helfgott

Definició

Siguin δ0 = 8 i r = 150000. Sigui N un nombre enter senar i sigui
x = N

2+ 9
196
√

2π

. Considerem els arcs majors M = Mδ0,r , on

Mδ0,r =
⋃
q≤r

q senar

⋃
1≤a≤q

gcd(a,q)=1

(
a

q
− δ0r

2qx
,
a

q
+
δ0r

2qx

)

∪
⋃
q≤2r
q parell

⋃
1≤a≤q

gcd(a,q)=1

(
a

q
− δ0r

qx
,
a

q
+
δ0r

qx

)

i els arcs menors m = [0, 1) \M.
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La demostració de Helfgott

El mètode del cercle

Els arcs de Helfgott

Figura 12: Arcs majors amb denominador 1.
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La demostració de Helfgott

El mètode del cercle

Els arcs de Helfgott

Figura 13: Arcs majors amb denominador menor o igual que 2.
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La demostració de Helfgott

El mètode del cercle

Els arcs de Helfgott

Figura 14: Arcs majors amb denominador menor o igual que 3.
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La demostració de Helfgott

El mètode del cercle

Els arcs de Helfgott

Figura 15: Arcs majors amb denominador menor o igual que 4.
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La demostració de Helfgott

El mètode del cercle

Els arcs de Helfgott

Figura 16: Arcs majors amb denominador menor o igual que 5.
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La demostració de Helfgott

El mètode del cercle

Els arcs de Helfgott

Figura 17: Arcs majors amb denominador menor o igual que 6.
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La demostració de Helfgott

La integral sobre els arcs majors

Estudi de la integral sobre els arcs majors

Esquema

− Descomposició de les sèries Sη+ , Sη∗ amb la utilització de
caràcters de Dirichlet i obtenció d’una expressió per a
S2
η+
Sη∗e(−N·).

− Identificació i integració del terme principal.

− Integració i acotació dels errors i dels termes no principals.



STNB 2015

La demostració de Helfgott

La integral sobre els arcs majors

La contribució dels arcs majors

Teorema

Per a la integral sobre els arcs majors se satisfà la desigualtat∫
M
Sη+(α, x)2Sη∗(α, x)e(−Nα)dα ≥ 1.058259

49
x2. �



STNB 2015

La demostració de Helfgott

La integral sobre els arcs menors

Estudi de la integral sobre els arcs menors

Idea

∣∣∣∣∫
m
Sη+(α, x)2Sη∗(α, x)e(−Nα)dα

∣∣∣∣
≤ sup

α∈m
|Sη∗(α, x)|

∫
m
|Sη+(α, x)|2 dα

= sup
α∈m
|Sη∗(α, x)|

(∫ 1

0
|Sη+(α, x)|2 dα−

∫
M
|Sη+(α, x)|2 dα

)
.
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La demostració de Helfgott

La integral sobre els arcs menors

La contribució dels arcs menors

Teorema

Per a la integral sobre els arcs menors se satisfà la desigualtat∣∣∣∣∫
m
Sη+(α, x)2Sη∗(α, x)e(−Nα)dα

∣∣∣∣ ≤ 0.97392

49
x2. �
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La demostració de Helfgott

La contribució de les potències de primers

La contribució de les potències de primers

Teorema

Se satisfà que∑
n1+n2+n3=N
n1,n2 o n3 és 2

o potència no primera
d’un primer

Λ(n1)Λ(n2)Λ(n3)η+

(n1

x

)
η+

(n2

x

)
η∗

(n3

x

)

≤
∑

n1+n2+n3=N
n1,n2 o n3 és parell

o no primer

Λ(n1)Λ(n2)Λ(n3)η+

(n1

x

)
η+

(n2

x

)
η∗

(n3

x

)

≤ 7.3306N
3
2 logN. �



STNB 2015

La demostració de Helfgott

El final de la demostració

El final de la demostració

Teorema

∑
n1+n2+n3=N

n1,n2,n3 primers senars

Λ(n1)Λ(n2)Λ(n3)η+

(n1

x

)
η+

(n2

x

)
η∗

(n3

x

)

≥ 1.058259

49
x2 + O∗

(
0.97392

49
x2

)
− 7.3306N

3
2 logN

≥ 0.000422N2 > 0, per ser x =
N

2 + 9
196
√

2π

i N > 1027. �
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La demostració de Helfgott

El final de la demostració

El final de la demostració

Corol·lari

Tot nombre enter senar N > 1027 es pot escriure com a suma
d’exactament tres nombres primers senars. �
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Verificacions numèriques

Escales de nombres primers

Escales de nombres primers

Teorema (Oliveira e Silva, Herzog, Pardi)

Tot nombre enter parell, N, 2 < N ≤ 4 · 1018, es pot escriure com
a suma d’exactament dos nombres primers. �

Teorema

Sigui T un nombre natural més gran o igual que 4 · 1018 per al
qual existeixen un nombre natural r > 0 i nombres primers senars
4 < $0 < · · · < $k < · · · < $r < T tals que per a tot 0 ≤ k < r ,
4 < $k+1 −$k ≤ 4 · 1018 − 4 i 4 < T −$r ≤ 4 · 1018 − 4.
Aleshores, tot nombre enter senar, N, més gran que $0 + 4 i menor
que T es pot escriure com a suma d’exactament tres nombres
primers senars, essent un d’aquests igual a algun dels $k . �
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Verificacions numèriques

Algoŕıtmica

Algoŕıtmica

Algoritme

INICI

Pas 1: Llegir K i fer d = 0, f = (K + 1)× 1025,

n = 4 · 1018 − 4 i m = 1.
Pas 2: Si K = 0, fer q = 7.
Pas 3: Si K > 0, fer q = pπ(K×1025).

Pas 4: Guardar q.
Pas 5: Si q ≥ f , acabar.

Pas 6: Si q < f , fer d = pπ(q+n) − q.
Pas 7: Si d ≤ 4, error i acabar.

Pas 8: Si d > 4, guardar n − d, fer q ← q + d,
m← m + 1 i tornar al pas 5.
FINAL
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Verificacions numèriques

Algoŕıtmica

Comentaris

La tasca

Hem dividit l’interval
[
0, 1028

)
en intervals de la forma[

K × 1025, (K + 1)× 1025
)
, amb 0 ≤ K < 103, i cadascun

d’aquests l’hem analitzat per separat. Per al cas K = 0 hem pres
$0 = 7.

Les dades

Fixat el valor de $0, per a tot k > 0 podem escriure
$k = $k−1 + 4 · 1018 − 4− εk . Per a cada interval analitzat hem
guardat el primer nombre primer escollit i els valors d’εk que han
anat apareixent.
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Verificacions numèriques

Resultats emṕırics

Resultats emṕırics

Recursos utilitzats

• 640 nuclis del clúster Hipatia a la Facultat de Matemàtiques de
la Universitat de Barcelona;
• 3 nuclis d’un ordinador portàtil amb processador Intel(R)
Core(TM) i3;
• 4480 hores de CPU;
• 9.4GB de memòria;
• programari lliure PARI-GP;
• programari Mathematica 7.0.
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Verificacions numèriques

Resultats emṕırics

L’Hipatia

Figura 18: Gràfic de carga de l’Hipatia.
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Verificacions numèriques

Resultats emṕırics

Conclusions

S’han calculat i certificat dos mil cinc-cents milions dos mil
(2.500.002.000) nombres primers i podem resumir els càlculs en el
resultat següent.

Teorema

Tot nombre enter senar, N, 7 < N < 1028, es pot escriure com a
suma d’exactament tres nombres primers senars. �
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Verificacions numèriques

Més enllà

Més enllà

Qüestió

És possible calcular una altra escala de nombres primers de forma
que un únic certificat de primeritat ens serveixi per certificar la
primeritat de tots els esglaons?
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Verificacions numèriques

Més enllà

Més enllà

Teorema (Criteri de primeritat)

Sigui N > 3 un nombre enter senar. N és primer si, i només si,
existeix un nombre enter g , 2 ≤ g ≤ N − 2, per al qual se satisfà

que g
N−1

2 ≡ −1 (modN) i que per a tot divisor primer ` de N − 1,

` 6= 2, és g
N−1
` 6≡ 1 (modN). �

Proposta

Construir una llista de nombres naturals senars $ per als quals 2
sigui un element d’ordre multiplicatiu $ − 1. Tals nombres són
primers i (N, g ∈ (Z/NZ)∗, o(g)) = ($, 2, $ − 1) constitueix un
certificat de primeritat vàlid per a tots ells.
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Verificacions numèriques

Més enllà

Nova algoŕıtmica

Algoritme 2.0

INICI

Pas 1: Llegir K i fer d = 0, f = (K + 1)× 1025,

n = 4 · 1018 − 8 i m = 0.
Pas 2: Si K = 0, fer q = 11.
Pas 3: Si K > 0, fer q = K × 1025 − 5.

Pas 4: Mentre 2
q−1

2 6≡ −1 (mod q), fer q ← q − 8. Si

m > 0 i q ≤ p, error i acabar.

Pas 5: Calcular els divisors primers `1 ≤ · · · ≤ `s de

q − 1 i fer i = 2.
Pas 6: Si i > s i m = 0, fer m = 1, guardar q i anar

al pas 13.
Pas 7: Si i > s i m > 0, anar al pas 10.
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Verificacions numèriques

Més enllà

Nova algoŕıtmica

Algoritme 2.0

Pas 8: Si 2
q−1
`i ≡ 1 (mod q), fer q ← q − 8 i tornar al

pas 4.
Pas 9: Fer i ← i + 1 i tornar al pas 6.
Pas 10: Fer d = q − p.
Pas 11: Si d ≤ 4, error i acabar.

Pas 12: Si d > 4, guardar n−d
8 , fer q = p + d,

m← m + 1.
Pas 13: Si q ≥ f , acabar.

Pas 14: Si q < f , fer p = q, q = p + n i tornar al pas

4.
FINAL
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Verificacions numèriques

Més enllà

Comentaris 2.0

La tasca 2.0

Hem dividit l’interval
[
0, 1027

)
en intervals de la forma[

K × 1025, (K + 1)× 1025
)
, amb 0 ≤ K < 100, i cadascun

d’aquests l’hem analitzat per separat. Per al cas K = 0 hem pres
$0 = 11.

Les dades 2.0

Per tal de descartar nombres que no compleixen les propietats
desitjades només analitzarem nombres enters senars N tals que

N ≡ 3 (mod 8) i 2
N−1

2 ≡ −1 (modN). De la igualtat
$k = $k−1 + 4 · 1018 − 8− εk i del fet que
$k ≡ $k−1 ≡ 3 (mod 8) s’obté que εk ≡ 0 (mod 8), aix́ı que per a
cada nombre primer trobat només guardem εk

8 .
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Resultats emṕırics 2.0

Recursos utilitzats 2.0

• 3 nuclis d’un ordinador portàtil amb processador Intel(R)
Core(TM) i3;
• 797 hores de CPU;
• programari Mathematica 7.0.
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Noves conclusions

S’han calculat i certificat dos-cents cinquanta milions dos-cents
(250.000.200) nombres primers i podem resumir els càlculs en el
resultat següent.

Teorema

Per a tot nombre enter senar, N, 7 < N < 1027, existeixen
nombres primers senars p, q i $ tals que N = p + q +$,
$ ≡ 3 (mod 8) i 2 és arrel primitiva mòdul $. �
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Exemples

1027 − 1 = p + q +$, on

p = 31, q = 811284997 i

$ = 999999999999999999188714971

1027 − 1 = p + q +$, on

p = 405641791, q = 405643237 i

$ = 999999999999999999188714971
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Més enllà

Exemples

999999999999999999188714969 = p + q +$, on

p = 191, q = 3999999999999999551 i

$ = 999999995999999999188715227

999999999999999999188714969 = p + q +$, on

p = 443, q = 3999999999999999299 i

$ = 999999995999999999188715227
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